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1. PARALELNOST

Vi (Playfair 1860) Za svaku pravu s 1 svaku tacku O, takvu da O¢s,
postoji jedinstvena prava ¢ u ravni sO koja sadrzi taCku O 1 ne se€e pravu s.

1.1. Paralelnost pravih

al||b < aibkomplanarne N (a=b v anb=J)

e

TEOREMA 1.1.1. Za svaku pravu s i svaku tacku O u prostoru, postoji
jedna i samo jedna prava t takva da Oetit | s.




TEOREMA 1.1.2. U prostoru su date tri nekomplanarne prave od kojih su
svake dve komplanarne. Tada vaze sledeca tvrdenja:

(a) ako se dve prave seku, tada i treca prolazi kroz tacku preseka;

(D) ako su dve prave paralelne, tada je i treca paralelna sa svakom od njih.

Dokaz. o(b, c), B(c, @) , ¥(a, b) i
(a) amnb={0}
Oea = 0Oef} b
= OeanfP=c
Oeb = Oe€u
Y

(b) al|lb 0"

a
pretp. cHfa
= cna={0,}
o 1 } 2 allb
= 0,eb



TEOREMA 1.1.3. Neka su a, b, c tri prave u prostoru. Ako jea ||bi b |
tada je a || c.

Dokaz. 1° a=b v b=c v c=a = al|c (trivijalno)

200#b AN b#c AN Cc#a

(@) a, b, c — komplanarne

pretp. a4tc 9

anc={0} 4 Vv b

C,



(b) a, b, c — nekomplanarne

allb  y(a,b)

blle  ab,c)

Oca  P(c, 0)

pry=a’(0)

a' bc blle = a'||bnadle (1)
aO) b A a'(O)||b = a=a’ )
(1), (2) = aflc

TEOREMA 1.1.4. Paralelnost pravih u prostoru je relacija ekvivalencije.

Dokaz. refleksivnost 1 simetrija 1z definicije

tranzitivnostiz T 1.1.3



2. Paralelnost pravih i ravni

s|lo & scavsna=YJ slla < s s’

s'—norm. proj. s na a




TEOREMA 1.2.1. Prava s je paralelna sa ravni o ako i samo ako postoji
prava t u ravni o takva da je s || t.

Dokaz. (=) s/ a

(a) sca s|ls t=s vV

(b) sna=Y
Aea B(s,A) Bna=tA) s|t
pretp. sNt20 = snoazd < (b) o /OA//
= 5|t

(<) s||t,tca
(a) sca = s|la podef. v
(b)y sza sna=9Y

pretp. sNnoa#= D //
B(s,t) = sNt#z0D st a

= 5| a




TEOREMA 1.2.2. Ako ravan sece jednu od dve paralelne prave, tada sece i
drugu.

Dokaz. s||t, snoa={S} = rna#J

@) s=t tra=sna={S} v /\\ /
S

b) sNt=Y
1. varijanta  B(s, ) P o=als)

LEMA. Neka su p, q, r tri prave iste ravni pri cemu je p || q. Ako r sece p, tada r sece i q.

L,B = aseet = tNnaz=?




2. varijanta

pretp.tNoa=C = t||la

T121 = dtca,t'|t
T1.1.3
s|ltAt||t! = s|t

T121 = s|la & sna=1{S}




TEOREMA 1.2.3. Neka je prava s paralelna i sa ravni o. i sa ravni 3
koje se seku po pravoj t. Tada je s || t.

Dokaz.

T1.2.1
s|la = JdJaca,s|la (1)

sIB = 3IbcB,s|b

S aAS||bT§}3a||b (2)

T1.1.1,(2)

a,b,t = allt (3)

(1),(3), T1.13 = st



3. Paralelnost ravni

al|p < a=pf v anpf=YI

L/
L/

TEOREMA 1.3.1. dkojea ||Bis ca, tadaje s || B.

Dokaz. Iz def. paralelnosti dve ravni i paralelnosti prave 1 ravni.

11



TEOREMA 1.3.2. Paralelnost ravni je relacija ekvivalencije.

Dokaz. refleksivnost i simetrija 1z definicije
tranzitivnost o ||B A By = oy

@A a=B v B=y v y=a = aly (trivijalno)
(b) a=p,B=y,y#a

T1.3.1

T1.2.1
pretp. aNy=s = s||p = JrcP, s|t

[lcB,IntD

= 5, [ nekomplanarne (mimoilazne)

Ses (1 S) 6

dNa=als)#s dNy=c(S)#s

5: alS)NI=
c(gmz@}eVE

a*c



TEOREMA 1.3.3. Neka su a, i b, prave ravni a koje se seku u tacki A i neka
su a, i by prave ravni B (B # o) koje seku u tacki B. Ako je a, || a,i b, || b,,
tada je a || B.

Dokaz. pretp. anf=s

TI1.1.2
a, ay,s = a,(A)]|s
T1.12 f VE (OL) S

bla b29 s = bl(A) || A /bz/\oﬂ<az

= allp

TEOREMA 1.3.4. Za svaku ravan o. i svaku tacku B postoji jedna i samo jedna
ravan P takva da BePB i 3 || a.

Dokaz.

(a) egzistencija
1°Bea P=o aB)]| o /B °B /
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2° Bga s,tca, sNt={A4}
sB) s, 'B) |t P’ 1)
T133 = Bla

(b) jedinstvenost
pretp. 3B, #PB, PiB)lla (1)
pynB=I (2)

1° B=a

BiB) o & (1)

2 Bna=Y
Blla A Billa = BIIB <2




TEOREMA 1.3.5. Ako je prava b paralelna s ravni o, tada postoji
jedna i samo jedna ravan B takva da b c B i || .

Dokaz.

(a) egzistencija

Pbhca P=a ab)a /B //

2° bz a

def.

bllo = 3b'ca,b|b />§</
c'ca,c'Nb'= {4} Db <

Beb c(B)|[c" P(b,c) /b’>f</

T133 = Bla

(b) jedinstvenost

kaouT1.3.4
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TEOREMA 1.3.6. Ako ravan sece jednu od dve paralelne ravni, tada
sece i drugu.

Dokaz. a||[B,yna=a = ynp=5>h

(@) a=p
yAB=yna=a

b) aNp=0
pretp. yNP=C = v|[p
owa)lB ] .
YOIIB + = a=y £rvNna=a Y
allp | f

B 16



TEOREMA 1.3.6. Ako prava sece jednu od dve paralelne ravni,

tada sece i drugu.
Dokaz. al|[B,sna={4} = snp#Y

(@) a=p
sNB=sna={4} v

b)) anpB=Y (1)
pretp. sNP=Y (2)
BeB v(s, B)
ynoa=ald) ynp=>bB)
(1) = ald) || b

2) = s4) | b P Ve ®)

N
AW
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2. NORMALNOST

2.1. Normalnost dve prave

TEOREMA 2.1.1. Za svaku pravu s i svaku tacka O ravni o, postoji
jedna i samo jedna prava t ravni o takva da Oetit L s.
|
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2.2. Normalnost prave i ravni

sloa < l.sna={0}
2.V a(0), b(0), c(0) ...ca
sla,b,ec,..
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TEOREMA 2.2.1. Prava s je normalna na ravan o. ako i samo ako je sece i
normalna je na dve prave ravni o koje prolaze kroz tacku preseka.

Dokaz. s ma= {0}
a(0),b(0)ca 5
sla,sLlb

K
c(O)co = slc /\

Aea, A+ O
Beb,B#O0

c N [AB]={C} o

Kes,K#0O
Les — O sredina [KL] (*)

AAOK =A AOL (SUS) = [AK]=[AL] (1)
ABOK =ABOL (SUS) = [BK]=[BL] (2)
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[AK] = [AL] (D
[BK] = [BL] 2)

(1),(2) = AABK=AABL (SSS)
— /KAB=/ LAB 3)

(1),(3) = AAKC=AALC (SUS)
— [KC] = [LC] (4)

(*),(4) > AKOC=ALOC (SSS)
= / KOC=z= 2/ LOC =90°

= slc
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TEOREMA 2.2.2. Za svaku tacku A i svaku pravu s postoji jedna i samo jedna

ravan o, takva da Ao i o L s.

Dokaz. 1° Aes

(a) egzistencija
BGs),v(s),B=y
b(A)cP,bLs
c(A)cy,cls
a (b, c)

T221 => sla

AVARY

/NFS
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(b) jedinstvenost
pretp. 3a' (4) Ls,d #a
aNB=b"(A)
a'Ny=c'(A)

Oza = b'#b v c'#c

sla = sl1b'(A)
b'(A) Ls)
bA)Ls t 2 T2.1.1 (D)
b'#b )
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20 A¢s

(a) egzistencija
B(s,A),v(s),y#P
b(A)cPB,bls,bns={0}
c(O)cy,cls
a (b, c)

T221 = sla

[N

AVAS



(b) jedinstvenost

pretp.da' (4) Ls, o #a (1)
aNP=>b'(4) b'(4)Ls
b'#b < T2.1.1(B)

= b'=b (2)

= b'Nns=1{0}

aNy=c'(0O) c'O)Ls
c'#c < T2.1.1(y)

= c'=c (3)

2),3) = ad=0a < (1)
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TEOREMA 2.2.3. Za svaku tacku A i svaku ravan o, postoji jedna i samo
jedna prava s, takva da Aesis 1 a.

Dokaz. 1° Aea

(a) egzistencija
a(A) c a //B
T222 = 3A!'B,BA) La
BNa=1tA) S
s(A)cP,s Lt (1) / ‘At /
alP = sla (2) -

(1),(2),T22.1 = s La
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(b) jedinstvenost

pretp. ds',s'A4) La,s"#s

sns'={4} (s, s
vy a=c(A)

s(A) La = s(4) Lc
sALla = s Lc

s,s'cy,s#s'

—

- 4 T2.1.1(y)

27



2° A¢a 4

(a) egzistencija

\ M
Bea,a(A,B) 0o(B)Lla a
b
I1°0=0a = a=s
B
2000 = 0N a=>b(B) a

Ola = bla
c(Bycoa,cLlb B(a, ¢)
s(A)cB,sLlec snc={0}

sl a P A
Ceb,BC=A40
AOBC = ABOA (SUS) S ¢ C
= OC=BA (3) ) ’

g 19) c 7B /
(3) = AAOC=ACBA (SSS)

— / AOC= /CBA ="90°
T22.1
= s 1 OC s1OCAslc = sla v 28



(b) jedinstvenost
pretp. ds',s'A4) La,s"#s
s'"a={0"}y, O'#0
sNs'={4} (s, 8)
vy a=c(0, 0

—

sAd)La = sd)Lc
s'A)Lo = s'A)Le 2 T2.1.1(y)

s,s'cy,s#s' B
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TEOREMA 2.2.4.(tri normale) Prava a je normalna na ravan o. i sece je u
tacki A. Neka je b prava ravni o koja sadrzi tacku A i neka je B tacka prave b,
B # A. Neka je c prava ravni o koja sadrzi tacku B i normalna je na b. Tada je

BX 1 ¢ za svaku tacku Xea.
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Dokaz. 1 verzija

Slicno dokazu T 2.2.3 2°

Cec,BC=A40 (1)
(1) = ACBA = AXAB (SUS)
= CA=XB (2)

(2) = ACBX=AXAC (SSS)
— /CBX= /XAC =" 900

= BX1lc
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Il verzija a
Cec,C#B

Deb,C-B-D,CB=DB (3) \

(3) = ACBA=ADBA (SUS) \/D
— CA=DA4 (4) <,
o= b
A B
al o /
C

= /XAC= £XAD = 90° (5) * ¢

(4), (5) = AXAC=AXAD (SUS)
= XC=XD (6)

(3), (6) = ACBX=ADBX (SSS)
— /CBX= /DBX = 90°
= BXlec
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TEOREMA 2.2.5. (obratna o tri normale) Prava a je normalna na ravan o. i
sece je u tacki A. Neka je Xea i neka je B tacka ravni o, B #A. Neka je c
prava ravni o koja sadrzi tacku B i normalna je na XB. Tada je AB 1 c.
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Dokaz. 1 verzija

Slicno dokazu T 2.2.3 2°

Cec,BC=4X (1)
(1),alLa = ACBX=AXAC (SSU)
= BX=4C (2)

(2) = ACBA=AXAB (SSS)
— JCBA= /XAB =" 90°

= AB 1 ¢
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Il verzija a
Cec,C#B

Deb,C-B-D,CB=DB (3) \

(3) = ACBX=ADBX (SUS) \\/D
= CX=DX (4) <,
o= b
A B
al o /
C

= /XAC= £XAD = 90° (5) * ¢

4), (5) = AXAC=AXAD (SSU)
= AC=AD (6)

(3), (6) = ACBA = ADBA (SSS)
— LCBA=/ZDBA =90°
= AB 1 ¢
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2.3. Normalnost dve ravni

alpB < daca,allf

TEOREMA 2.3.1. Ako je a. L B, tada jei 3 L a.
Dokaz. anB=s aco,alf
als,anmns=1{S}

b(S)cPB,bLs

> bloa = Bla
alPB = albd




TEOREMA 2.3.2.Nekajeo LB, anB=s,acai als. Tadajea 1 .

Dokaz. ans= {4}
T23.1 B
alp = PBla A
= dbcP,bla
bns=1{B} . y
A=B
1° A=8B s
T22.1
als,alb = alf
B
2°A#B b
X)
Xeb, X#B
S a
T2.2.4:>aJ_AX}T%1 LB B a
als g




TEOREMA 2.33. dAkojea LyiB Lyian P =s, tadajes 1 y.

Dokaz. Pretp. s Ly (1)
aNy=a

Bay=>b

Ses

si8)ca, s;La

T232 = s, Ly = S| #S

SZ(S)C B ,S2J_b
)

T232 = SZJ_Y = S, %S

S| # S,
pretp. s; =9,
sica A SO = s,=5,=5s =>sly S (1)

SI(S)J—YDS2(S)J—Y9S1¢S2 %T223 n 28



TEOREMA 2.3.4. Ako prava s nije normalna na ravan o, tada postoji
jedna i samo jedna ravan B, takvada s c i L a.

Dokaz.
1° egzistencija
Ses /
B S
T223 = A1t La t
sLo = t#s /
B(s,?)La

2° jedinstvenost
pretp. AP (s) La, B =P
B'NB=s

T233 =>sla 4sia



TEOREMA 2.3.5. Dve prave normale na istu ravan su paralelne.
Dokaz.

ala,amna={4} bla,bna={B}
1° a1 b —komplanarne
pretp. aib —nekomplanarne
B@B) = bz Pna=s(d,B)
b'(BycpB,b' Ls
b'#b
T232 = b'Lla

b(B) Lo 1
b'(B)La » £ T22.3
b#b'

= a1 b — komplanarne a,bcf
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20anmnb=9J
a(4d) L o b(B) L a
a,bcPB,a#b
pretp. a N b= {0}
a(O) Lo

b(O)La } 4 T223
azb

10,20 = a|| b
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