AHAJIMTUYKA TEOMETPH]JA
(MMIJIMLUTHY NPUCTYII, IPUHIUI [10J1apeE)

OBaj TeKCT HAMEHEH j€ yUYSHHIIMMA U PO ecoprMa MaTeMaTHKE Y CPEIHUM IIIKOIaMa.

[{usp oBOT TEKCTa je Ja ce MOKaKe jeJjaH, Majio APYrauuju MpUCTYIl, y pellaBamy 3ajJaTaka y aHAJTUTHUKO]
TCOMETPH]H.

OJAPEBEHOCT ITPABE

Csaky mpaBy y JlekapToBOj paBHH MOXEMO OJIpPEIUTH Ha BHIIE ,,pa3IMYUTUX HayuHA™. Perumo, mpasa je
jemHo3HadeHo oapehena ca:

1. JIBe cBOje pa3inyuTe TauyKe;

2. YTIIOM KOjHU 3aKjana ca MO3UTUBHUM JIEJIOM allCIMCE U J€THOM CBOjOM TauKOM;
3. YoM Koju 3aKjana ca Mo3UTUBHUM JIEJIOM arCIFCe W OJICEYKOM Ha OpAMHATH (He Oalll cBaka mpana);
4. BexTopoM mpaBlia U JeTHOM CBOjOM TauyKOM;
5. BekTopom HOpMaTHUM Ha BEKTOp IpaBlia U JETHOM CBOJOM TaYKOM.
JEAHAYHUHA IIPABE

Hexka je xar Bektop p=MN = (a,b). To 3Haun na ce ox Tauke M 10 Tauke

N mona3u Tako IITO c€ MO arCIUCHO] OCH ,,JIOMEPUMO™ 3a AYKUHY &, a 1o
opauHaTHO] ocu 3a ayxuHy b. Heka cy koopawHaTe OBHX Tadaka

M (X, Yy ). omtocto N (Xy,Yy ). Tana ce jensaunna npase, Kojoj je mpasai

onpeheH BEKTOpOM P U Koja CaapKH, peruMO Tauyky M , MOXe 3amucartu y

00uKYy:
X=X -
M _ y yM ) (1)
a b
X=Xy _ Y~ VYu :
Uzpas =3 He Tpeba CXBAaTHTH Kao jJEJHAKOCT KOJMYHUKA JIeBe W JeCHE cTpaHe, Beh kao
a

YUEHCHUITY JIa C€ O jeJHE J0 Ipyre Taduke OBE MpaBe MOKe JohH ,,ioMepameM™ IO alClHUCHO] OCH 33 TYKUHY
a, a Mo OpJMHATHO] OCH 3a ayxkuHy D . Ako je jemna ox xoopaunaTta Bektopa P =MN = (a,b) jemHaka HyIu,
TO 3HAYW J]a HEMa ,,lIoMepama’ TyK oAroBapajyhe oce.

N3 (1) ce mory mobuTH 1 OCcTamM OOIHUIM jeJHAYMHE TTPaBE:

= Y= Yu ZM(X_XM)'a:XM_XN1b:yM_yN;
Xm = Xy

- Y-y =k(x-xy), k=2
Xm — Xy
- y=kx+n, n=y, —kx, ;

- bx-ay+c=0, c=ay,, —bx, (2)



OBo mocIeIlke 3HAUM J1a aKO je TIpaBall pyKama MpaBe YK BEKTOpa B = (a, b), KOe(UIHUJEHTU Y3 X U Y CYy
KOOP/MHATE B-eMy OPTOrOHAIHOT BEKTOPA (| = (b, —a) . Moxewmo pehu n na je b=A , ongHocHo a=A, .
Koedunujent € ciayxu na 06e30eau ga mpaBa capku 3a7aTy TauKy ¥ MOXKE Ce JJaKO payyHaTH Haramer.
AKO cy /IBe TIpaBe 3anucane y o0auky (2), Taaa cy oHe:
- mapajiellHe ako Cy UM oJroBapajyhu koeuuujeHTH jeaHaku (IpornopLUUuOHAIHN),
- HOpMaJIHE aKO 3aMEHHMO OAroBapajyhe KoepHIMjeHTE U JEAHOM O HBUX IPOMEHHUMO 3HAK.
. c c .
Ojxceun Ha KOOPAMHATHUM OcCaMma, YKOJIMKO je IpaBa 3azaTa y oOnuky (2), cy X,=—— U Y, =—, 1a je
a

2
MOBpIIIMHA TPOYTa oipel)eHor MpaBoM U KOOpAMHATHUM ocama JjaTa ca P = m .
a

IIpumep 1.
Jate cy tauke A4(2,-3), B(-1,1) n C(-2,-5). Onpeanru jennauny npase Koja:

a) caapxxu A u mapajnenHa je ca BC,

0) cagpxu C u HOpManHa je Ha AB.
Peweme:

a) 3a npay BC Baxu A =1-(-5)=6 u A =-1-(-2)=1, na je BC:6x-y+7=0. Tazna je npasa,

allBC, Aea obmuka a:6x—y-15=0.

0) CnuuHO MPETXOAHOM, MOXKEMO HamameT Ja u3padyHamo aa je mpaBa AB:4x+3y+1=0, onmakie je
cLABuCec, c:3x—4y-14=0.

YI'AO USBMEBY JABE IIPABE

Heka cy nmare jemHaumHe ABE MpaBe y UMIUTHIIMTHOM 0oONMWKYy p:ax+by+c=0 u :Ax+By+C =0. Kako
3HaMO Ja Cy YIJIOBH ca HOPMaJHHM Kpaluma jeJHaKH M Ja (a,b) u (A, B) NIPEICTaB/bajy BEKTOpE

OpPTOTOHAJIHE Ha IpaBall IpyXama IpaBUX P U (, kopuctehu nedpuHULN]y CKaJapHOT POU3BO/IA, CIECAH 1A je

C0S ¢ = COs[] (p,q):\/ [oA +bB] , 32 OIITAp yrao ¢ .

(a® +b”)(A*+B?)

I10JIAPA

[Tomapa je mojamM mo3HAT W3 MPOjEKTHUBHE TeOMETpHje. 3a MOTpede aHATTUTUIKE TEOMETPH]je, KOPUCTHhEMO
cneaehy nepunuimjy:
Jdedununmja:

Tonapa® je npasa oxpeljena 1oMMPHAM TaukaMa TaHTEHTE TTOBYYEHE M3 Tauke (IT0J1) Ha IIPOM3BOJBHY KPHBY
ApYyToT peaa.

Cnenyja/iHM C/Iy4yajeBH:

a) Ako je Tauka (101) Ha KPUBHU APYTOT PeJia, TIoapa’ je UCTO IITO M TAHTEHTA Ha KPHBY.

! Nlokas ce moske Hahu y yubeHuky Petar Javor "Analiticka geometrija ravnine”, Skolska knjiga Zagreb,1990 — undopmaumjy gyryjem
ap Munanku lapaawesuh dunnnosuh, npodpecopy PAD-a, majum Hawer buser yueHnka Copuje dununnosuh (3-8, 2017 roa).



6) AKo je Tauka (II0JT) yHyTap KpHBE JPYTOT pela, onapa je mpasa’ mapajellHa CeunIl KpHBe Kojoj je 1o
cpeamITe.

Kako agohu g0 jeaHauuHe noJiape?

Jennaunna nonape P, u3 tauke A(X,,Y,) moGuja ce u3

jeHaYMHE KpPUBE APYror pela Tako INTO Ce KBaJpaTHH

unaHoBu X° U Y’ 3aMeHe PeloM ca XX, , OIHOCHO ca Yy,
. 2 2

(axo je jemmaumna kpuse gara ca (X—p) u (y—0) , oBu

WIAHOBH Ce Memajy wianosuma (X—X, )(X—p), onHocHo

(Y—Ya)(Yy—Q)), ROk ce nuMHeapHH WIAHOBH X U Y

Y+Ya
2

Xa

, OOIHOCHO

Memajy ca

Hakne, oapehuBame jeHauYMHE TAaHICHTE M3 MPOM3BOJbHE TAauyke Ha KpUBY JpPYror pela CBOJU C€ Ha
M3pauyHaBamkE HajBUIIE JIBE jeJHAUMHE M0JIape, ITO heMo BUJAETH y KACHUJUM NPUMEPHMA.
3aluTo paAUTH TaHIreHTe noMohy nosiape?

[IpegHocT MeTona momape je y ToMe IITO HHUje MOTPeOHO MaMTUTH YCJIOBE JOAWpa 3a CBAKy I0jeJUHAYHY
kpuBy. [Tomohy monape MoxkemMoO OAPENUTH jeTHAYMHY TAaHTEHTE KPUBE YMjH IICHTAp HHUJE€ y KOOPJAMHATHOM
nmovetky. Takohe, momohy mosiape MokeMO JTOOUTH M jeJHAYMHE TAHTE€HTH KOje Cy MapajeiiHe allCIIUCHO] OCH,
IITO HUjE CJIyYaj YKOJIMKO KOPUCTHMO YCIIOB JojaMpa. Bemr pauyHumja Moke JDOBOJbHO Op30 Ja paau cBe
3amaTke momohy nomnape, He onrepehyjyhu ce namhemem HenmoTpeOHUX hopmyIa.

3aganus:

VY oBom neny pazmaTpaheMo HEKOIMKO THIIOBA 3a7aTaka. [lokazahemo kako ce Mory penmTi KopuirhemeM
npuHumna noxape. Ocranu 3agaiy MOry MOCIYKUTH 3a CAaMOCTaJlaH pa/l.

JlaTa je TauKa Koja je cpeaULITe TeTUBE KPpUBE APYyror peaa

Ilosrapa

TaHreHTa y TaukM Koja npunaja KpuBoj

TaHreHra Koja je napaJie/iHa Wi HOpMaJIHa Ha JaTy NpaBy

TaHreHTa U3 Tauke BaH KpMBe Jpyror peja

3ajegHUYKe TAHTeHTe

Hajo6sinmke Tayke JaToj IPaBOj

Ocranu 3aganu

KPAJ IIPEJJABAIbBA O/ 45 MUHYTA

2 Ose popmyie nocToje y 36UpKama Koje ce KopucTe y HacTaBMu.
3 0Bo je npumeTHo JosaH TaHacujesmh, yueHnk 4-9 wkoncke 2018/19, cnpemajyhu npujemnn 3a pakynarer.
4 C. OrrbaHosuh 1 K. MBaHoBMh, 36MpKa pelueHnx 3agaTaka 3a 3. Paspes rumHasuja M TeXHUUKMX WKona, beorpag 2010.



Mebhyco6Hu nmoJsi0:xaj ABe npaBe

719. Hahu jennaunny mpase Koja caapsku tauky M (—1, 3) u capaBoM P :3X+2y—6=0 obpasyje yrao ox 45°.

723. Onpenury jeqHaunny cumerpaie ayxu AB , A(l, —4), B (3, 2) )

726. Hahu jennaunse npaBux ojpeheHHX BUCHHAMa TPOYTJIa aKo Cy jeJHAUYMHE BeroBux crpanuna 2X—Y+3=0,

X+5y—-7=0, 3x-2y+6=0.
JlaTa je TayKa Koja je cpeaMLITE TETUBE KPUBE APYror peja

846. Jlat je kpyr (X —1)2 +y% =4. OnpenuTy jeHAYNHY TETHBE KPYTra Koja Cap K TauKy A[Z, —%j u

MoJieJbeHa j€ TOM Ta4KOM Ha JIBa je[THaKa Jena.
847. Haricaty jefiHadMHy TeTHBE Kpyra (X —3)2 +(y— 4)2 =16 Koja ponasu kpos tauky A(5,7), koja je

CpEOUILITE TPAKEHE TETUBE.
Ilosrapa

837. U3 tauke P(2,-3) koHcrpymcane cy TaHrenTe Kpyra (X —1)2 +(y+ 5)2 = 4. Hahu jenHaunHy TETUBE KOja

CaJp>Ku JOJIUPHE TavKe.
2 2

y

(*) U3 Tauke P (—16, 9) KOHCTPYHCAHE Cy TAHICHTE CJIUIICE T+ el =1. U3pauyHatu ojicTojame Tauke P of
TETHUBE euIce ojpelheHe TOUPHUM TauKama.

TaHreHTa y Ta4ykM Koja npunajga KpuBoj

831. OnpenuTy jeqHAYMHY TAaHTEHTE Kpyra y TauKH JOUpa:

a) X +y°=5M(1-2), ) (x=1+(y-2)" =25M(5,5),
6) x*+y’—2x-3y=0,M(0,3), 0 (x+2) +(y-2)" =25M (1,-2),
B) X*+y®=20,M(4,2), e) X*+y?—2x-4y+3=0,M(2,1)

833. OnpenuTn jeqHaYMHY HOpMaJle Kpyra y BeroBoj TaukH, ako je:
a) X’ +y?+4x-4y-17=0,M(2,5),

6) X’ +y?—6x—8y+17=0,M(5,6),
B) X*+Yy?=25M(3,4).

906. Hahu jeqHaumHe TaHTe€HATa KOj€ ATy eNUICY HOAUDPY]Y Y TauKH:

2 2
) T+ L-=1A(2-9), B 4x+0y" =22, A(12).

r) 3x*+4y’ =48,A(2,-3),

6) 2x*+3y* =21 A(31),
n) x*+3y* =16, A(2,2).
911. OnpenuTy jeqHAYMHY TAaHTCHTE M HOPMAaJIe €JIUIICE Y CBOjO] TAYKH:

9 2 _ 2 2
a) 3x’+4y*=12,D(-1y, >0), 6) X_+y_=1,D(5,y1<0).

954. OnpenuTy jeqHAYMHY TAaHTEHTE XUIEPOOJIe Y CBOjO] TAYKH:

2 a2 2 2
a) x* -4y’ =64,D(10,y>0), 5) X?_VT=1,D(5,y<o),



B) 9x* —y*=144,D(x<0,-9) X2 y?

TaHreHrTa Koja je napaJjieJiHa WJid HOpMaJiHa Ha ATy MpaBy

830. JlaTa je mpaBa X+2y+1=0 u kpyr X* + Yy’ =5. OnpenuTy jefHauNHe TAHTEHATA JATOT KPYTra Koje CY:

a) Ilapanenne ca 1aToM MpaBoM,
6) Hopmanne Ha naTy npasy,
B) Ca gaTom mpaBoM rpajie yrao on 45°.

834. OnpenuTH jeqHAYMHE TAHTCHTH KPYra Koje Cy napajeiiHe 1aToj IpaBoj:
a) X*+y’>=51:2x-y+1=0,
6) x°+y*—10x-12y+36=0,1:4x-3y+10=0.

835. OnpenuTH jeqHaAYMHE TAHTEHTH KPYra Koje Cy HOpMaJlHe Ha JiaTy MpaBy:

a) X +y =4,p:ix+y=2, 6) X*+y’—6x—8y+15=0,p:y=3x.

909. OnpenuTy jeHAYMHE TAHTEHTHU EJTUIICE KOje Cy MapajeliHe 1aToj MpaBoj:
2 2 2 2 _ . 1
2) X—+y—=1,l:2x—y+17=0, 0) 9x°+16y° =144,1:x+y-1=0,
30 24 B) X’ +4y?=10,1:3x+2y+7=0.

910. OnpenuTH jeqHAYMHE TAHTCHTH EIIUIICE KOj€ Cy HOpMAJIHE Ha JaTy MpaBy:

a) 25x* +169y? =4225,¢:13x+12y-115=0 B) 3x*+4y*=120,q:2x-y+7=0,

6) x*+4y*>=20,q:2x-2y—-13=0, r) x*+4y*=16,09:3x-2y+18=0.

921. OnpenuTy jeHAUMHE TAHTEHTH enumce X~ + 3y’ = 28 koje ca mpaBom X —5y —20 =0 rpasne yrao 45°.

2 2

y

956. OnpenuTy jeqHAYMHY TAaHTEHTE XHUIIEpOOoIIe Iy =1 napanenne npaBoj X+y—-7=0.

TaHreHTa U3 Ta4Ke BaH KPpUBe JPYyror pejaa

832. Hahu jenmHaunHe TaHTeHaTa Kpyra KOHCTPYHCAHHUX W3 TauyKe Ha KPYT:
a) X*+y*=25M(7,1), r x2+y?=32,M(838),
6) x’+y*—8x—4y+16=0,M(0,0), m X +y>+2y=0,M(11).
B) X +Yy?—2x+4y=0,M(-4,3),
857. U3 tauke A(4,2) KOHCTpyHCaHe Cy TaHIreHTe Ha Kpyr X~ +Yy° =10. M3pauyHaT yrao KOju T TAHICHTE

Mmehy cobom rpaje.

907. OnpenuTy jeqHAYMHE TAHTEHTH Ha EIUICY KOHCTPYHCAHUX U3 AaTe TauKe:

2 2 2 2 _
0 XY 1 a2,3), r) 19x% +25y? = 475, A(10,-8),
2 18 1) 9X? +15y% =135, A(-6,3),
X .y
6) ——+2—=1,A(10,4), 2| 24y = _
) 55 t1g =L A04) e) 25x° +24y? =600, A(-16,9).

B) X* +4y* =100, A(Z,?),
953. OnpenuTH jeHAYMHE TAHTCHTH KOHCTPYHCAHUX U3 JJaTe Tauke Ha JaTy Xunepoouiy:
a) A(L0),2x* -9y’ =18, B) C(-3,5),3x* —y* =3,

6) B(0,3),x* -y’ =9, r) D(2,0),9x* -8y’ =72.



996. Onpennty jeHaunHy TaHreHTe napadone y” =8X koja canpxu tauky a) P(5,-7), 6) Q(—4,2).

3ajesHUYKe TaHTeHTe

870. Hahu jeqnaunHe 3ajeIHUYKHM TAaHTCHTHU KPYroBa:
a) X2+y —4x—2y+4=0u xX*+y’* +4x+2y-4=0,
6) X’+y°=2u (x—2)2+y2:8,
B) X*+(y+1)° =5 u x*+(y—4)" =20.

914. Hahu jeqHaunHe 3ajeJHUYKUX TAHT€HTH JIBE]Y CJIUTICH:
X2 2 2 2 2 2 2

R JEANTIL A (S A ) JEANNS AN R SV
5 4 45 49 6

Haj6,imKe Tayke JaToj MPaBOj
874. Ha xpyry X° + y?—2x—4y =20 nahu Tauky A Hajommxy npaBoj 3X+4y+34 =0 u uzpauyHatu

0JICTOjame Tauke A Oj TE MmpaBe.

875. Jlar je kpyr X +Yy” =34 u npasa koja caxpxu tauke M (9,-2) u N (6,10). Onpenurn koopauHare Tauke

A mpaBe HajOMMKE KPYry ¥ Tauke B Kpyra Hajaajbe Mpasoj.

923. OnpemuTn TauKy Ha enuncu X° +4y? = 20 Hajommxy (Hajnasmy) mpaBoj X+y=7.

(*) Ha enumcu 2x* + y* =18 nare cy tauke A(1,4) u B(3,0). Onpenury Ha enuncn tauxy C Tako na

nospmuHa Tpoyria ABC Oyne Hajseha.

Ocrasnu 3aganu

957. Onpemun Benmmuuny b’ y jenraaunan xunepbone b*x® —16y? =16b’ 3najyhu na je npasa

15x+16y —36 =0 Tanrenra te xumnepooue.

958. OnpenuTy jenHaunny xunepbone b*x* —a’y® = a’b?

5x—-6y—-16=0 u 13x-10y—-48=0.

aKo Cy jeIHaYMHE JBE]Y HEHUX TaHTeHTH

1016. I1paBa ceue nmapaboiny y nBema Taukama. OIpeIuTH jeJHaYMHE TaHTeHaTa napadosie y THM Taukama 1
BEJIMYMHY YIJIa KOJU OHE Tpajie:

a) l:x-2y—-6=0,P:y*=2x,
6) 1:2x-3y+4=0,P:y* =4x.
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