
Осетљива места у настави седмог разреда 
Ђорђе Дугошија 

 
У градиву седмог разреда има пуно места у којима се појмови и тврђења узимају „здраво 
за готово“ .  Да ли баш мора овако? У предавању ће бити истакнута таква места и покушај 
разрешавања проблема у сагласности са актуелним планом и програмом.  
 

Прва осетљива тема  је  

 

 

 



1. КВАДРАТИ 
 

 

 

Квадрати природних бројева 

Бисери из неких уџбеника: 

„Потпун квадрат је природан број који је квадрат неког другог природног броја“ 

„Природни бројеви који се налазе између бројева који су потпуни квадрати нису потпуни 
квадрати.  

„ 2 2 2( )a b a b+ ≠ + “ уоквирена формула 

Како препознати да ли је неки природан број потпун квадрат? 

• Задња цифра? 

 

Решење: 

 

• Остатак при деоби са 8 ? 

 

Решење: 



 

• Растав на просте факторе :  

 
Често је у употреби недоказана  

• Osnovna teorema aritmetike.   
Svaki prirodan broj veći od 1 je ili prost ili je proizvod prostih brojeva. Pri tom je rastav 
jedinstven do na redosled faktora.  

Дакле,  
1 2

1 2 1 1, ,..., , ,...,k
k k kn p p p N p p prostiαα α α α= ∈  

Одавде следи  
• n је потпун квадрат акко су 1 2, ,..., kα α α  парни. 

Докажимо основну теорему аритметике (она се на жалост нигде не доказује јер је уврежено да је 
доказ тежак).  Претходно поновимо важне појмове и теореме:  
 

Prosti i složeni brojevi 
 

Prirodne brojeve koji su veći od 1 i koji su deljivi samo sa 1 i samim sobom nazivamo prostim.   

Prosti su  dakle 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,.. 

Prirodne brojeve koji se mogu predstaviti kao proizvod dva prirodna broja veća od 1 nazivamo složenim. 

Као што се види 1 није ни прост а ни сложен број!  

Deoba sa ostatkom 
0, , , ,0a qb r a b N q N r b= + ∈ ∈ ≤ <  

Pokažimo neka važna svojstva deobe:  

• Ostatak zbira jednak je ostatku zbira ostataka. 
• Ostatak proizvoda jednak je ostatku proizvoda ostataka. 

 

Zaista, ako je , , , ,0 , , ,a kn p b ln q p q mn r pq tn s p q r s n= + = + + = + = + ≤ < , onda je,  

koristeći zakone  

( ) ,0a b k l m n r r n+ = + + + ≤ < , 

( ) ( ) ,0ab kl kq lp n pq kl kq lp t n s s n= + + + = + + + + ≤ < . 

Teorema. Neka je a  prirodan broj koji nije deljiv prostim brojem p . Tada:  



a) Nijedan od brojeva ,2 ,3 ,..., ( 1)a a a p a−  nije deljiv sa p . 
b) Skup ostataka tih brojeva pri deobi sa p je {1,2,..., 1}p − .  
c) Postoji broj {1,2,..., 1}a p′∈ − takav da proizvod a a′⋅ ima ostatak 1 pri deobi sa 

p.  
a) Ako bi u skupu { ,2 ,..., ( 1) }A a a p a= −  postojao element  deljiv sa p , označimo sa  ,1ka k p< <  
najmanji od takvih.   Neka je m N∈ prirodan broj takav da je ( 1)mk p m k< < +  . Takvo m postoji ,  
jedinstveno je i 1 p km k≤ − < .  Zbog toga broj ( )p km a− pripada skupu A i manji je od ka . On je  i 
deljiv je sa p , jer je ( )p mk a pa mka− = − . Kontradikcija! Zaključujemo da nijedan broj iz A nije deljiv 
sa p.  

b) Svi ostaci brojeva iz A pri deobi sa p su medjusobno različiti, jer bi u suprotnom, razlika dva koji imaju 
isti ostatak bila element iz A deljiv sa p, a takav ne postoji. Kako A ima 1p − element skup svih ostataka 
je {1,2,..., 1}p − .  

c) Skup svih ostataka brojeva iz A sadrži 1 pa postoji {1,2,..., 1}a p′∈ − koji zadovoljava tvrdjenje.  

 

Teorema. Ako prost broj deli proizvod a b⋅  dva prirodna broja a i b, onda deli bar 
jednog od njih.  
 

Pretpostavimo da |p ab , ali da p ne deli ni a ni b. Tada je ab np=  za neko n N∈ , a prema prethodnoj 
teoremi, postoje prirodni brojevi a′ i b′  takvi da a a′  i b b′ imaju ostatak 1 pri deobi sa p . Tada je i 
ostatak broja aa bb′ ′  pri deobi sa p jednak 1, pa jednakost a b ab a b np′ ′ ′ ′=  daje kontradikciju , jer je pri 
deobi sa p ostatak broja na levoj strani 1, a na desnoj 0.  

Докажимо сада главно тврђење:  

Osnovna teorema aritmetike.  Svaki prirodan broj veći od 1 je ili prost ili je 
proizvod prostih brojeva. Pri tom je rastav jedinstven do na redosled faktora.  

 
Svaki složen broj n je proizvod dva manja broja a i b.  Ako su oni prosti, tvrdjenje je dokazano . U 
suprotnom složen faktor se može ponovo rastaviti i postupak ponavljati sve dok svi tako dobijeni faktori 
od n ne budu prosti.  
Dokažimo da je rastav jedinstven do na redosled faktora. Pretpostavimo da za neke proste brojeve 

1 2 1 2, ,..., , , ,...,m np p p q q q  važi 1 2 1 2m np p p q q q=  . Možemo pretpostaviti da je m n≥ . Posle 
skraćivanja jednakih faktora na raznim stranama ove jednakosti,  dobijamo ili da je proizvod nekih prostih 
brojeva jednak 1, što nije moguće ,  ili ponovo jednakost gornjeg oblika ali sa disjunktnim skupovima 
faktora strana.  I ovo je nemoguće, jer bi prost faktor na levoj strani morao da deli neki od njega različit 
prost faktor na desnoj strani.  
 

Примери употребе:  



•  

 

•  

 

Решење:  

 

 

2. Једначина 2 , 0x a a= >  
Теорема.  У скупу Q  ова једначина има два или ниједно решење. 

Ако је r Q+∈ неко решење, онда је очигледно и r−  решење. Али зашто нема других решења? 

Ово у постојећим уџбеницима није ничим образложено! 

Да се то уради , постоје два начина.   

Први је коришћење формуле  за разлику квадрата (коју у скупу рационалних бројева ђаци знају и 
која се изводи у једном кораку ) али је за њу предвиђена цела посебна лекција касније , па се 
вероватно из тог разлога избегава .  

Други начин захтева  доказ неколико својстава квадратне функције која се у већини рукописа НЕ 
ДОКАЗУЈУ а негде и не наводе!  

 

 



 

Других решења нема јер из 2 2x r=  следи { , }x r r∈ − .  

Како доказати ова тврђења? 

 

 

Доказ.  2 2,a b a a a b a b b b a b> ⇒ ⋅ > ⋅ ⋅ > ⋅ ⇒ > . 

 

 

Доказ.  2 20 0 ( )( ) ( )( )a b a b a a b b a b< < ⇒ − > − > ⇒ − − > − − ⇒ > . 

Корист:  

• Ако n N∈  није потпун квадрат, једначина 2x n=  нема решења у скупу рационалних 
бројева. 

Доказ. Препоставимо супротно да је неко 
a Q
b

+∈ , ( , ) 1a b =  решење. Тада је  

2 2a b n= .   
Број b  не може да има ниједан прост фактор, јер би тај  број био фактор  и  броја a  на 
левој страни једнакости , што није могуће ако су a  и b  узајамно прости.  Зато је 2 1b = . 
Следи 2n a= супротно датом.  

• Докажите да једначина 2 3
2

x =  нема решења у скупу рационалних бројева . 

У супротном , ( , ) 1px p q
q

= = , па је 2 23 2q p= . Како 2 не дели 3,  2 дели 2q  односно 2 | q  , па је 

2q q′= . Следи  2 23 2 q p′⋅ ⋅ = , па 2 | p  , што је контрадикција.“ 

 



 

3. Како увести реалне бројеве? 

 
Програм захтева увођење ирационалних бројева. А шта је то?   

Мотивација за увођење ирационалних бројева је непостојање решења  у скупу рационалних 

бројева просте квадратне једначине 2 2x =  која у геометријском третману има решење 2  
једнако мерном броју дужине дијагонале јединичног квадрата.  

КОРЕН  

Уводи се  корен из ненегативног рационалног броја:  

 

 

За 2a =  доказује се да то постоји, уз претпоставку да је површина квадрата једнака производу 
дужина његових страница.   

У најбољем случају појам се исчепрка из текста понеких уџбеника као:  
 Ирационални бројеви су мерни бројеви дужина дужи који нису рационални као и њима 
супротни бројеви (мада не знамо шта је то).  

 

НЕМА НИ СЛОВА о егзистенцији корена за позитивне рационалне (реалне) бројеве .  

Бисери:  

• тврди се да је 

( 2)( 2) 2, , , , 0a aab a b a b
b b

− − = = ⋅ = >  



 па се то и доказује , заборављајући намерно да 

 не знамо шта је супротан број, збир, разлика, производ , количник 
ирационалних бројева (који можда и постоје). 

Постоји ли могућност да се ова лаж избегне? 

 

Сваки позитиван рационални број r је мерни број дужине неке дужи:  На бројевној правој OI
можемо конструисати тачку М са координатом r  и | | | |OM r OI= .   

 

Приликом конструкције доказује се „парче“  Талесове теореме (која се избегава).  

Претпоставимо (аксиома): 

 свака дуж при изабраној јединици мере има дужину  и сваки правоугаоник површину.  

Дефиниција. Мерни број те дужине називаћемо позитивним реалним бројем.  

Позитивна полуоса бројевне праве је тако цела „обројена“ тј. свакој тачки је придружен број њена 
координата.  

Уведимо и негативне реалне бројеве тако да је r−  координата тачке симетричне тачки са 
координатом r .  При том ( )r r− − = .  

Бисер: 

• „Скуп тачака на бројевној правој које одговарају реалним бројевима је 
свугде густ“ 

Егзистенцију корена можемо доказати користећи конструкције и Питагорину теорему: 

 



Важно је приметити да је  

 

И да је ово  

једнако | |a  тј. растојању тачке с координатом a  од координатног почетка.   

Слаба карика у настави „апсолутна вредност“ добијањем геометријског смисла постаје проста 
ствар за све ученике и није више баук!  

Ирационални бројеви могу се увести и користећи несамерљиве дужи.  

Две дужи су самерљиве ако је свака од њих састављена од целог броја неке дужи –њихове 

мере. Другим речима, ако им је однос рационалан број.   

На несрећу, таква дуж веома често не постоји. Дијагонала и страница квадрата нису 

самерљиве дужи!  

Бисер: 

Ако су дужи чији су мерни бројеви дужина ирационални бројеви самерљиве , збир тих 

ирационалних бројева може се изразити „једним“ бројем“.  

 

4. ДЕЦИМАЛНИ ЗАПИС РЕАЛНОГ БРОЈА.   

 

Погледајмо детаљније како одређујемо реални број  који ће бити координатa неке тачке на 

позитивном делу бројевне осе?  Другим речима, како одређујемо дужину l дужи чији су крајеви 

координатни почетак О и та тачка (мерено јединичном дужи бројевне осе и њеним  деловима 

десетим, стотим, хиљадитим,...).  

 

 Најпре одређујемо колико највише јединичних дужи у тој дужи има. Обележимо тај ненегативан 

цео број са 0a .  При том важи  

0 0 1a l a≤ < + . 

Ако је 0l a≠ , неизмерени остатак 0l a−  меримо десетим деловима јединичне дужи. Нека таквих 

делова има највише 1 {0,1,2,3, 4,5,6,7,8,9}a ∈ . То значи да је  

1 1
0 0

1
10 10
a aa l a +

+ ≤ < + . 



Ако једнакост није достигнута, остатак 1
0( )

10
al a− +  меримо стотим деловима јединичне дужи. 

Нека њих има највише 2 {0,1,2,...,9}a ∈ . Тада је  

1 2 1 2
0 0

1
10 100 10 100
a a a aa l a +

+ + ≤ < + + . 

 Ако једнакост до неког корака поступка није достигнута,  мерења се наставља даљим 

уситњавањем јединице мере за 10 пута, а завршава се ако се у неком кораку достигне једнакост. 

На тај начин дужина дужи се добија или у облику 


1
0 0 1 2... ,

10 10 0

def
k

k

k

aal a a a a a= + + + = 


 или 

приближно у том облику са грешком највише 


1
10 0

k


јединичне дужи . Грешка се све више 

смањује и може се учинити мањим од било које дужи (односно од  ма ког позитивног броја) са 

довољним бројем итерација процеса мерења.  Замишљамо да се процес мерења  може и 

неограничено продужавати ако никад не стане.  

Преведено на бројеве, добијамо следећи резултат:  

сваки позитиван реални број l има коначан или бесконачан децимални 

запис  0 1 2, kl a a a a=   . 

Може се доказати да важи:  

Рационалан број 
p
q

, у случају да су p  и q узајамно прости природни бројеви, 

• има коначан децимални запис, ако именилац q  нема простих фактора другачијих од 2 и 5;  

Доказ. Коначан децимални запис је количник природног броја и степена броја 10. Запис је 

коначан акко се рационалан број може проширити на степен броја 10 т. Акко постоји k N∈

тако да је 10mq k⋅ = .  Прости фактори од q  могу бити само 2 и 5 и обратно ако то јесте број 

k  постоји.  

• У супротном, децимални запис биће бесконачан и периодичан тј.  појавиће се један коначан 

низ (блок) сукцесивних децималних цифара који ће се стално понављати.   

Доказ. У поступку дељења , (0)p  са q  појављују се остаци из скупа {1,2,.., 1}q −  па се после 

највише 1q −  корака понови први остатак. Блок није дужи од 1q − .  

 

Ирационални бројеви имају бесконачан непериодичан децимални запис. 



Бисери: 

„Децимални запис неког ирационалног броја не можемо никад до краја  записати за разлику 
од рационалних бројева чији су записи коначни или бесконачни и периодични. Због тога је 
неопходно некако описати правило по којем се нижу децимале неког ирационалног броја,“ 

Такво правило у већини случајева НЕ ПОСТОЈИ.  

 

 РАЧУНСКЕ ОПЕРАЦИЈЕ СА РЕАЛНИМ БРОЈЕВИМА 

„Све четири рачунске операције које су дефинисане на скупу рационалних бројева дефинисане су 
и на скупу рационалних бројева“  КАКО ? ТО СЕ НЕ ОБЈАШЊАВА.  

Пишу се истим симболима. 

Бисери: 

 „Резултат операције над децималним бројевима је децималан број односно реалан број“ 

Може ли ово послужити за дефиницију операција?  

Како ћемо израчунати на пример 

0,4 0,7
0,(8) 0,(12)
0,(4) 0,(34)

2 0,(6)

2π

+
+
⋅

⋅

? 

„За сваки ирационалан број постоји колико год желимо њему близак рационалан број . Због тога 
све особине и законитости које важе за операције на скупу рационалних бројева важе и на скупу 
ирационалних односно реалних бројева. „ 

САБИРАЊЕ   

Сабирање рационалних бројева на природан начин продужавамо на сабирање реалних бројева.  

Знамо да сваком реалном броју a одговара на реалној  оси тачка ( )A a  која има координату a  а 
тиме и оријентисана дуж OA  чији је почетак координатни почетак О а крај тачка А.   

Нека је ( )B b  тачка са координатом b .  Ако надовежемо оријентисане дужи OA  и OB  тако што 
ћемо OB  транслацијом померити тако да је јој почетак буде у тачки А а крај дође у неку тачку C , 
онда је a b+  координата тачке C .  



 слика без мреже! 

Видимо да је збир два реална броја увек реалан број,  а у случају да су бројеви  рационални 
добијамо исти резултат који смо имали при „старом“ сабирању рационалних бројева.   

Јасно је такође да су остала на снази стара правила (закони)  

( ) ( )
0 0 .

a b b a
a b c a b c
a a a

+ = +
+ + = + +
+ = + =

 

СУПРОТАН БРОЈ 

За сваки број a  постоји број a−  такав да је  

( ) 0a a+ − = .  

Број a−  назива се као што већ знамо супротан број броја a .  

ОДУЗИМАЊЕ 
 
Операцију одузимање дефинишемо као сабирање са супротним бројем : 

 
( )a b a b− = + −  

АПСОЛУТНА ВРЕДНОСТ 

Растојање тачке ( )A a до координатног почетка једнако је 



, 0
| |

, 0
a a

a
a a

≥
= − <

. 

 
Растојање тачака ( )A a  и ( )B b  (тј. дужина дужи AB ) једнако је 

,
| |

, .
b a a b

a b
a b a b
− ≤

− =  − >
 

МНОЖЕЊЕ 
 

Производ два реална броја a и b , у ознаци a b⋅  или само ab , дефинишемо најпре за 
позитивне бројеве као површину правоугаоника чије странице имају дужине a  и b .  

Наравно, усвајамо да сваки правоугаоник има површину једнаку производу дужина његових 
страница. 

Такође усвајамо да је  

0 0 0,a a a R⋅ = ⋅ = ∈  

а за позитивне бројеве a и b  да је  

( )
( )( ) .

a b ab
a b ab

− = −
− − =

 

Тиме је дефинисано множење за све реалне бројеве.  

Овако дефинисано множење је у сагласности са начином на који смо дефинисали „старо“ множење 
рационалних бројева. Није зато никакво чудо да остају на снази и стари закони комутативности, 
дистрибутивности и множења јединицом 

( )
1 1 .

ab ba
a b c ab ac
a a a

=
+ = +

⋅ = ⋅ =
 

Како за свако 0a >  постоји правоугаоник чија је једна страница дужине a  а површина једнака 1, 
закључујемо да постоји 0b >  такво да је 1ab = .  

Ако је 0a < , онда је 0a− > , па постоји 0b > такво да је ( ) 1a b− = . Но, 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b ab ba b a a b− = − = − = − = − ,  па је ( ) 1a b− = .  

Дакле  

за свако 0a ≠  постоји b  такво да је 1ab ba= = . 

Број b  називамо реципрочна вредност броја a и пишемо 1b
a

= . 



Приметите да нула нема реципрочну вредност (нема правоугаоника површине 1 а да му је једна 
страница дужине нула (тачка), зар не?).  

ДЕЉЕЊЕ 

Операцију дељење броја a  бројем b који није једнак нули дефинишемо као  

1: aa b a
b b

= = ⋅ .  

Уведене операције +  и ⋅  у сагласности су са уређењем реалних бројева тј. и даље важе „стари“ 

 закони: 

Ако је a b≤  и c R∈ , онда је a c b c+ ≤ +  

Ако је 0a ≥ , 0b ≥ , онда је 0ab ≥ .  

Тек сада можемо слободно да радимо са новим бројевима.  

Бисер:  , 0a b c ac bc< > ⇒ < .  

Доказ сликом разликујући случајеве 0 1c< <  и 1c >  ??!! 

Кратак резиме свега што смо добили јесте да  

све што сте смели да радите са рационалним бројевима смете да радите и са реалним!  

 

Као примену закона тривијално се доказују формуле 
2 2 2 2 2( ) 2 ,( )( )a b a ab b a b a b a b+ = + + − + = −  

И овде је право место да се оне изведу, јер су изузетно корисне за даљи рад.  По програму оне 
имају посебне лекције, али јако касно кад нам више нису неопходне за рад!  

Примери употребе: 

• Усмено квадрирање   2 2 2 243 (40 3) 40 3 2 40 3 1600 9 240 1849= + = + + ⋅ ⋅ = + + = . 

• 2 2178 78 (178 78)(178 78) 100 256− = − + = ⋅  

• Решавање једначине 2 , 0x a a= > . 

 

Неки примери  

Докажите да је 1n n+ +  , n N∈  ирационалан број.  

У супротном би рационалан број био и квадрат овог броја па и ( 1)n n + . Тада би ( 1)n n +  био 

потпун квадрат , а то није јер је 2 2( 1) ( 1)n n n n< + < + . 



 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 



 

 

 

 



Talesova teorema može izvesti iz Pitagorine. Ove 
teoreme su ekvivalentne!  
Dokazaćemo Talesovu teoremu u obliku iskaza: „ Ako su P i 1P tačke na kraku Op  a Q i 1Q tačke na 

kraku Oq  ugla pOq  takve da su prave PQ  i 1 1PQ paralelne, onda je 1 1: :OQ OQ OP OP= .  

 

Dokaz. Postavimo koordinatni sistem u ravni ugla pOq  tako da mu je koordinatni početak teme O a 

x - osa normalna na PQ  i  neka su pri tom koordinate tačaka ( , )P a b  i 1( , )P x y pozitivne.  Neka je 

( , )R b a− . Dokažimo da je PO RO⊥ . Za to je dovoljno da proverimo da je 2 2 2PR PO RO= +  tj. da je 
2 2 2 2 2 2( ) ( )a b b a b a a b+ + − = + + + , prema teoremi obrnutoj Pitagorinoj. Kako 1P Op∈ biće 1POR∆  

pravougli , pa je po Pitagorinoj teoremi 2 2 2
1 1PR PO RO= +  ili 2 2 2 2 2 2( ) ( )x b y a x y b a+ + − = + + + . 

Odavde sledi bx ay=  tj.  : :y x b a= , pa je 2 2 2 2 2 2 2 2
1 : ( ) : ( ) :OP OP x y a b x a= + + = .  

Ponavljanjem zaključivanja  dokazujemo da je i 2 2 2 2
1 : :Q O QO x a=  . Otuda je  

1 1: : ( : )Q O QO PO PO x a= = , što je i trebalo dokazati.  


