OceT/bMBa MecTa y HacTaBM ceaMor pa3peaa

bhophe Ayrowmnja

Y rpagusy cegMmor paspesa MMma NyHO MecTa y Kojuma ce NojMoBM 1 TBphera y3umajy ,,34paBo
3a rotoBo” . [la v 6aww mopa oBako? Y npeaasarby he 6UTU UCTaKHYTa TakBa MeCTa M MOKYLLaj
paspeluaBarba Npobaema y carflacHOCTU ca aKTye/IHUM MJIaHOM M MPOrPamMom.

MNpBa oceT/bmBa TEMa je

PEAJIHU BPOJEBWM

KBagpar pauuoHanHor 6poja
PewaBane jegHa4nHe x>=a,ac Q
[MocTojare npaunoHanHmx dpojesa. KopeH

PeanHu 6pojeBn. PeanHa npasa

Jeunmannu 3anuc peanHor 6poja. MNpubnmxkHa BpeaHoCT.
AnconyTHa rpetuka

PauyHcke onepauuje ca peanHum BpojeBuma

®yHKUMja OMPEKTHE NPOMNOPLIMOHANTHOCTH



1. KBAOPATU

¢k

IIponsBop panuonantHor dpoja a ca caMmuM codoM Ha3MBaMo Keagpaiit Spoja a u NUIEMO

def
a2 =—4a-a.

KBagpatu npupogHux 6pojesa
Bucepw u3 Hekux yLbeHnKa:
,MOTNYH KBagparT je npupoaaH 6poj Koju je KBagpaT HEKOTr gpyror npupoaHor 6poja“

,MpupoaHu 6pojeBu Koju ce Hanale namehy 6pojesa Koju cy NOTNYHU KBAAPATU HUCY NOTMYHMU
KBagpaTu.

»(@+Db)? = a® +b*“ yoksupena dpopmyna

Kako npeno3HaTtu ga v je HeKu npupogaH 6poj noTnyH KBagpar?
e 3agwa umnoppa?

a) Kojum undpama ce mory 3aBpuraBati KBapaTyi IpUpOgHUX dpojeBa?
0) la mu je 1234567 kBajpar npupopHor dpoja?

Peweme:
a)Ca0,1,4,9,6,5 ) Huje jep ce 3aBpmaBa Ha 7.

e OcraTaKk npu geobunca 8?

a) JTokaxuTe a KBaipaTH HeTTApHUX IPUPOAHUX dpojeBa pu feodu ca 8 jajy ocrarax 1.
) Ila nu je Hexu oz dpojea 20192019...2019 (monasma ce 2019) kBaipaT IPUPOLHOT
dpoja?

Peweme:



a) (2k +1)2 = 4k(k+ 1)+ 1 = 8m + 1 jep 2|k(k + 1);

0) Huje! 3dor 2019 = 8- 252 + 3 ocrarak npu neodu ca
8je3 amnel.

o PacraB Ha npocTe (pakTOpeE :

YecTo je y ynorpeOu HeJoKa3aHa
. Osnovna teorema aritmetike.

Svaki prirodan broj veéi od 1 je ili prost ili je proizvod prostih brojeva. Pri tom je rastav
jedinstven do na redosled faktora.
Haxie,

n=prpy P, oy,....a, €N, p,..., p, prosti
Opnaspe cnenu
e N je NOTHYH KBaJAPaT aKKoO €y &, ,,...,Q, NAPHH.

JlokaKUMO OCHOBHY T€OpEeMYy apHUTMETHKE (OHA ce Ha *KalloCT HUTJC He JIOKa3yje jep je YBPEXKEHO Ja je
JTOKa3 Texak). [IpeTxoIHo MOHOBUMO Ba)KHE ITOjMOBE U TEOpEME:

Prosti i slozeni brojevi

Prirodne brojeve koji su veci od 1 i koji su deljivi samo sa 1 i samim sobom nazivamo prostim.
Prosti su dakle 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,..
Prirodne brojeve koji se mogu predstaviti kao proizvod dva prirodna broja ve¢a od 1 nazivamo sloZzenim.

Kao mro ce Bunu 1 HHje HU IPOCT a HU ciI0keH Opoj!
Deoba sa ostatkom
a=qgb+r,a,beN,qeN,,0<r<b

PokaZimo neka vaZzna svojstva deobe:

e Ostatak zbira jednak je ostatku zbira ostataka.
e Ostatak proizvoda jednak je ostatku proizvoda ostataka.

Zaista, akoje a=kn+ p,b=In+qg,p+g=mn+r,pg=tn+s,0< p,q,r,s<n,ondaje,
koriste¢i zakone

a+b=(k+l+m)n+r,0<r<n,
ab=(kl+kg+Ip)n+pqg=(kl+kq+Ip+t)n+s,0<s<n.
Teorema. Neka je a prirodan broj koji nije deljiv prostim brojem p . Tada:



a) Nijedan od brojeva a,2a,3a,...,(p—-21)a nije deljivsa p.

b) Skup ostataka tih brojeva pri deobi sa p je {1,2,...,p—-1}.

c¢) Postoji broj a’{1,2,..., p—1}takav da proizvod a-a’ima ostatak 1 pri deobi sa

p.

a) Ako bi uskupu A={a,2a,...,(p—1)a} postojao element deljivsa p, oznatimosa ka,1<k < p
najmanji od takvih. Neka je m e N prirodan broj takav da je mk < p < (m+1)k . Takvo m postoji ,
jedinstveno jei 1< p—km < k. Zbogtoga broj (p —km)a pripada skupu A i manji je od ka . On je i
deljivjesap, jer je (p—mk)a = pa—mka. Kontradikcija! Zakljuujemo da nijedan broj iz A nije deljiv
sap.

b) Svi ostaci brojeva iz A pri deobi sa p su medjusobno razli¢iti, jer bi u suprotnom, razlika dva koji imaju
isti ostatak bila element iz A deljiv sa p, a takav ne postoji. Kako A ima p —1element skup svih ostataka

ie{L2,..p-1}.

¢) Skup svih ostataka brojeva iz A sadrzi 1 pa postoji 8" €{L,2,..., p —1}koji zadovoljava tvrdjenje.

Teorema. Ako prost broj deli proizvod a-b dva prirodna broja a i b, onda deli bar
jednog od njih.

Pretpostavimo da p |ab, ali da p ne deli ni a ni b. Tada je ab =np zaneko n e N, a prema prethodnoj
teoremi, postoje prirodni brojevi a’i b’ takvi da a'a i b’bimaju ostatak 1 pri deobisa p . Tada jei
ostatak broja aa’bb’ pri deobi sa p jednak 1, pa jednakost a’b’ab =a'b’'np daje kontradikciju , jer je pri
deobi sa p ostatak broja na levoj strani 1, a na desnoj 0.

JlokaxkuMo cajia TJIaBHO TBpheme:

Osnovna teorema aritmetike. Svaki prirodan broj veéi od 1 je ili prost ili je
proizvod prostih brojeva. Pri tom je rastav jedinstven do na redosled faktora.

Svaki sloZen broj n je proizvod dva manja broja a i b. Ako su oni prosti, tvrdjenje je dokazano . U
suprotnom sloZen faktor se moZe ponovo rastaviti i postupak ponavljati sve dok svi tako dobijeni faktori
od n ne budu prosti.

Dokazimo da je rastav jedinstven do na redosled faktora. Pretpostavimo da za neke proste brojeve

Prs Pyyeees Prys Oy Uyseenr O, VAZE PP, Py, = 40, -+ 0, - MoZemo pretpostaviti da je m > n . Posle
skrac¢ivanja jednakih faktora na raznim stranama ove jednakosti, dobijamo ili da je proizvod nekih prostih
brojeva jednak 1, §to nije moguce , ili ponovo jednakost gornjeg oblika ali sa disjunktnim skupovima

faktora strana. I ovo je nemoguce, jer bi prost faktor na levoj strani morao da deli neki od njega razlicit
prost faktor na desnoj strani.

Mpumepwu ynoTtpebe:



3a Koju HajMamwy IpupofaH Opoj 1 je dpoj 240n moTnyH KBafipar NpupogHor dpoja?

Kako je 240n = 4% .15-n, HajMame 11 32 Koje je OBO
MOTIYH KBagpar je n = 15.

Hokaxure fa HM 3a jefiaH TpouudpeH npuponat dpoj n dpoj 10011 Huje noTHyH KBa-
ipaT IMpUpPOFHOT dpoja.

Peweme:

1001n =7-11-13-n je noTnyH KBagpaT caMo ako je
n= 7-11-13m2,m € N,atagajen>7-11-13=1001.

2.JeaHauymnHa X’ =aa>0

Teopema. Y ckyny Q oBa jeaHaunHa MMa 4Ba UM HUjEAHO peLlerbe.

Ako je r € Q" HeKo pelere, oHAa je ounrneaHo u —I' peluerbe. ANy 3alWITO HEMa APYrMX pellera?

OBo y noctojehum ybeHnuma Huje HUYUMM 0bpasnoxKeHo!
[a ce To ypaau , noctoje Aga HaunHa.

MpBu je Kopuwhere dpopMyne 3a pPas3nMKy KBagpaTa (Kojy y CKyny paumoHanHux 6pojesa haum 3Hajy u
KOja ce M3BOAM Y jeIHOM KOpaKy ) anu je 3a wy npeasuheHa uena nocebHa feKunja KacHuje , na ce
BEPOBATHO M3 TOT pasnora usberaea .

[pyrn HauMH 3axTeBa A0Ka3 HEKO/IMKO CBOjcTaBa KBagpaTHe dyHKUMje Koja ce y BehuHu pykonuca HE
OOKA3YJY a Herge v He HaBogage!

o

Axko cy a u b ucror 3uaxa n ako je a’ = b?, onmaje a = b.



o

AKo cy a u b pa3nn4nTor 3HaKa a UMajy jeHaKe KBajpare, oHja je a = —b.

[lpyrvx pelwetba Hema jep u3 X = cnegm X €{r,—r}.

Kako foKa3atu oBa TBphetba’?

e

Axojea>b > 0,onmaje a’ > b>.

lokas. a>b=a-a>a-b,a-b>b-b=a?>Db%.

o

Akojea < b < 0,oupaje a’ > b>.

fokas. a<b<0=-a>-b>0= (-a)(-a) > (-b)(-b) = a* > b’.
Kopwucr:

e Ako Ne N Huje noTnyH KBagpaT, jegHauMHa X° =N HeMa peLuerba y CKymy paLmoHanHuX
6pojesa.

. a + .
DokKas. MNpenocTaBMMO CynpoTHO 43 je HeKo B €Q", (a,b) =1 pewerve. Taga je

a’=b"n.
Bpoj b He moxe ga uma HujeaaH npoct dakTop, jep 61 Taj 6poj 6uo dbakTop u 6poja a Ha
NeBOoj CTPaHu jeaHaKocTm , WTo Huje moryhe ako cy @ u b ysajamHo npoctu. 3ato je b? =1.

Cnean N = a’ CynpOTHO AATOM.

e [lokaxuTe Aa jeaHaunHa X° = E Hema pellera y CKyny paunoHaaHux bpojesa .

Y cynpoTHOm X = B,(p,q) =1,naje 39> =2p>. Kako 2 He aenun 3, 2 aean §° oaHocHo 2|( , naje
q

0=2q".Cnean 3-2-9” = p*,na 2| p , wTo je KOHTPaAMKLM]a.“



3. Kako yBecTu peasnHe bpojese?

MNporpam 3axTeBa yBohere npaLmoHanHmx 6pojesa. A wra je T0?

MoTurBaumja 3a ysoherbe npaLmoHaaHnx 6pojesa je HenocTojarbe pellerba Y CKyny paumoHanHMX

6pojeBa NpocTe KBaApaTHE jeaHauYNHe x> =2 KOja y reoMeTpmjCKOM TPETMaHy UmMma peluere \/E
jeAHaKko mepHoM Bpojy AyKMHE AnjaroHane jeAMHUYHOr KBaapaTa.

KOPEH

Yeoau ce KOPEH M3 HEHEraTUBHOT palMoHanHor 6poja:

Bpoj koju je MepHu poj Ay>KMHe CTpaHMIle KBajjpaTa MoBpuiKHe a > () 3anucyjeMo y odmuky
\/a u HasuBamo »KOpeH (M/I}1 KBaJipaTHU KOpPeH) u3 a’. YcBajaMo 1 fia je Yo =0. Haxne,

&

Va je Henerarusau §poj umju je KBagpaT jeIHaK 4.

3a a = 2 fgoKasyje ce Aa TO NOCTOjK, Y3 NPETNOCTaBKY Aa je NoBpLIMHA KBaapaTa jeaHaKa npousBoay
OYXKMHA HeroBux cTpaHmua.

Y Hajbosbem cyyajy nojam ce ucyenpKa U3 TeKCTa NOHeKMX yubeHMKa Kao:

MpaumoHanHu 6pojesu cy mepHu 6pojeBn Ay*KUHa AYKU KOjU HUCY PpaLMOHaHM Kao U bMMa
CynpoTHU 6pojeBn (Maaa He 3HaMO LUTa je To).

HEMA HW C/IOBA o eraucteHumMju KopeHa 3a NO3MTUBHE paLnoHaaHe (peanHe) bpojese .
bucepu:

e TBpAM ce Aaje

(V2ND)=2, ab=ab.*

Ja
—, a,b>0
Jb



na ce To 1 foKa3syje , 3abopassbajyhn HAMEPHO aa

He 3HaMO LWTa je cynpoTaH 6poj, 36up, pasnnKka, NPon3BoL , KOAUYHUK
npaumoHanHux bpojesa (Koju moxaa u nocroje).

MocToju A moryhHocT Aa ce oBa naxk nsberHe?

CBaKu No3uTMBaH paumoHanHu 6poj I je mepHu 6poj ayKuHe Heke aysku: Ha 6pojesHoj npasoj Ol
MOEMO KOHCTpymMcaTv Tauky M ca koopauHatom I v |OM |=r|Ol |.

MpUnnMKom KOHCTPYKLMje AoKa3syje ce ,,napye” Tanecose Teopeme (Koja ce nsberasa).
MpeTnocTaBMmo (aKcuoma):
CBaKa Ay Npu U3abpaHoj jeauHULM Mepe UMa AYKUHY W CBaKM NPaBOYraoHMK NOBPLUMHY.

DedvHuymja. MepHn 6poj Te gyKnHe HazMBaheMo NO3UTUBHUM peanHum Bpojem.

Mo3ntneHa nonyoca bpojeBHe npase je Tako uena ,,0bpojeHa” Tj. CBaKOj TauKkM je NpUApPY*KeH 6poj eHa

KOoOpAuHara.

YBeauMo v HeraTUBHe peanHe 6pojese Tako Aa je —I' KoopAMHATa TauKe CUMETPUYHE TauKK ca
koopauHatom I'. Mputom —(—=r)=r.

bucep:

e ,CKyn TayaKa Ha 6pojeBHOj NPaBOj Koje oaroBapajy peanHum bpojeBnma je

csyrge ryct”

ErsncTeHumjy KopeHa MoXKemMo A0oKasaTh Kopuctehu KoHCTpyKumje u MuTaropuHy Teopemy:




BaXHo je npumeTnTH Aa je

V=g & 220

—a, a<(

M paje oBo
jeaHako |a| Tj. pacTojarby Tauke ¢ KOOPAMHATOM & Of KOOPAMHATHOT MOYETKA.

Cnaba KapuKa y HacTaBw ,,ancoayTHa BpeaHoCT” Aobujarbem reomeTpmjcKor CMUCAa NocTaje npocTa
CTBap 3a CBe YYEeHUKe U HUuje Buwwe bayk!

Hpannonannu 6pojeBn MOTy ce yBeCTH M KopucTehn Hecamep/buBe TYKH.

JBe 1y:KH cy caMepJbHBe aK0 je CBaKa O/l lbHX CaCTAB/beHa 01 1eJI0T 0poja Heke 1yKM —HBbHX0Be
Mepe. JIpyruM pe4uMa, aKo UM je OJHOC PpAlMOHAJIaH 0poj.

Ha necpehy, TakBa 1y BeoMa 4ecTo He mocToju. /lujaronana u crpaHua KBaApaTa HUCY
camep/bHBe Ty:KH!

bucep:

AKO cy 1yKU YMjU Cy MepHU OpojeBH NYKUHA MPALMOHAJIHU OpojeBU caMep/bUBeE , 30UpP THX

HPAMOHAHUX OPojeBa MoKe ce H3PA3UTH ,,jeTHUM* Gpojem*.
4. JEIUMAJIHU 3AITUC PEAJIHOI BPOJA.

[Mornenajmo neraspHUje Kako onpelyjemo peanHu Opoj koju he OuTH KOOpIMHATA HEKE Tauke Ha
TIO3UTHBHOM g€y OpojeBHe oce? Jlpyrum peunma, kako oapehyjemo ayxkuny | myxu umju cy xpajesu
KoopauHaTHU nodeTak O U Ta Tauka (MEPEHO jeAMHUYHOM AYKU OpOjeBHE OCce M IheHHM JICTIOBHMa

JCCCTUM, CTOTHM, XI/IJT:aZ[I/ITI/IM,...).

Hajnpe oapehyjemo konuko HajBHILE jeAMHUYHUX AY>KU Y TOj Ly>ku nMa. O0eIe:KUMO Taj HeHeraTUBaH

1eo 6poj ca a,. IIpu Tom Baxu

a,<l<a,+1.
Axo je | # a,, Hensmepenu octarak | — &, Mepumo eceTnm AenoBuMa jexuHudHe Tyxu. Heka TakBux
nenosa uma Hajsuie &, €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. To 3naun na je

a _ a+1

a,+—<l<a,+—.
ET R RRET)



&

AKO jeZHaKOCT HHje JOCTHTHYTa, ocTaTak | — (8, + —) MepuMO CTOTHM JeI0BHMA jeIHHIHYHE LyHKH.

10
Hexka mux nma Hajeuine 8, €{0,1,2,...,9}. Taza je
a a, +1
a0+i+—zgl <a0+ﬁ+2—.
10 100 10 100
AKO jeZIHaKOCT 0 HEKOT KOpaka MOCTYIKa HHje JJOCTUTHYTa, MEpeha Ce HACTaBIba Ja/buM

YCUTH-aBameM jenuHuIle Mepe 3a 10 myTa, a 3aBpIiaBa ce ako ¢€ y HEKOM KOPaKy JOCTUTHE j€THAKOCT.

. . a def
Ha Taj HauuH qyKUHA IyKU ce no6uja win y oomuky | = d,y +%+ ot k= a,,a,a,---a, Wi

10.--0
2y

k

NpUOJIMKHO y TOM OOJIMKY €a TPELIKOM HajBHIIIE 0 JEeOMHUYHE Ty*KH . ['pelka ce cBe BUILE

K
CMamyje U MOXE C€ YYMHUTH MambUM OJ1 OMIIO KOje TyKH (OTHOCHO O Ma KOT MO3UTHUBHOT Opoja) ca
JIOBOJHFHUM OpojeM uTepallija mpoleca Mepema. 3aMHUIIIBaMo Jia Ce IMPOoIlec Mepemha MOXKe U
HEOTpaHWYECHO MPOY’KaBaTH aKO HUKaJ HE CTaHe.

[IpeBeneno Ha OpojeBe, no0Mjamo cieaehu pe3yarar:
CBAaKH MMO3UTHBAH pca/iHA 6p0j | tMa KOHA4YaH WM 0eCKOHAYaH AeuMaJJIHA
3anuc |=ay,aa,---a -

Mosxe ce Joka3aTH Ja BaXu:
Panumonanan 0poj B, y cay4dajy racy P M ( y3ajaMHO NPOCTH NPUPOAHH OpojeBH,
q

HMa KOHAYAH JeNMMATHH 3aIliC, AKO MMEHWIAl (] HeMa MPOCTHX (aKkTopa APYravujux ox 2 u S;

Joxka3. Konauan genuMaJjIHu 3anuc je KOJIUYHUK MPUPOIHOT Opoja u creneHa opoja 10. 3anuc je

KOHAYAH aKKO ce PalMoHaJIaH Opoj Mo:Ke NPOIMPUTH Ha cTenen 6poja 10 T. Akko nocroju K € N
Tako aa je (-K =10". Ipoctu dakropu ox  Mory 6uTH camo 2 u 5 1 06pPaTHO aK0 TO jecTe Gpoj
K mocroju.

Y cynporHoMm, JenuMasnu 3anuc Ouhe 6eckoHayaH u nepuoauyaH Tj. nojasuhe ce jeran koHayan
HH3 (0J10K) CYKIIeCMBHUX JeNMMATHHUX Hudapa koju he ce cTaaHO NOHAB/BATH.

Joka3s. Y nocrynky nesbewa P,(0) ca ( mojasbyjy ce ocramu u3 ckyna {1,2,..,q —1} na ce nocue

Hajsumie (—1 xopaka moHoBu npBu octaTak. biaok Huje xyxu ox —1.

Hpannonannu 6pojeBn nMajy 6eCKOHAYAH HeNEPHOANYAH JeMMATHH 3AIHUC.



bucepu:

»JdeIMMATHH 3alHC HeKOT MPAIMOHAJIHOT Opoja He MOkeMO HUKAJ 0 KpPaja 3alMcaTH 3a Pa3jiuKy
0/l pAMOHAJTHHUX OpojeBa YMjH Cy 3alIUCH KOHAYHH WJIH 0eCKOHAYHM U MePUOAMYHHU. 300T TOra je
HEOIX0/IHO HEKAKO ONMHCATH MPABUJIO M0 KOjeM ce HHKY AelnMalie HeKOT HPaluoHAJIHOT Opoja,”

Taxso npasuio y Behunn cayqajesa HE IIOCTOJU.

PAYYHCKE OIIEPAIIMJE CA PEAJIHUM BPOJEBUMA

,,CB€ YeTHpH padyHCKe oIepaliyje Koje ¢y nepuHucaHe Ha CKYIy paldOHAIHUX OpojeBa AeuHUCaHE CY
u Ha ckymy parmonanaux o6pojera KAKO ? TO CE HE OBJAIIIHABA.

[Mumry ce nctum cumbonmma.

bucepu:

,,PE3yJTaT onepanuje HaJl JIeMMaTHAM OpojeBHMa je Aennmaliad Opoj 0HOCHO peanaH O0poj*
Moske T 0BO IOCTYXHUTH 32 AePUHALIN]Y omieparuja?

Kaxo hemo m3pauynaTi Ha mpumMep

0,4+0,7
0,(8)+0,(12)
0,(4)-0,(34) 2
J2-0,(6)
2
,»3a CBaKH UpalOHaNIaH Opoj MOCTOjU KOJIHMKO TOJ1 )KEIUMO HeMy OM3ak paunoHanaH O0poj . 30or Tora

CBE 0COOMHE M 3aKOHUTOCTH KOj€ BayKe 3a OIepallije Ha CKYIy pallMOHAIHUX OpojeBa BaKe U Ha CKYITY
HpaIMOHAIHAX OJJHOCHO pealHuX Opojesa. ,,

CABUPAILE

Cabupame pauroHanHux OpojeBa Ha IPUPOJAH HAUYMH MPOAYKaBaMo Ha cabuparme pealTHuX OpojeBa.

3HaMo 1a cBakoM peaHoM Opojy & ojrosapa Ha peanHoj ocu Tauka A(8) koja uma koopauHaTy & a

tiMe u opujertucana ny:x OA umjm je modyerak koopaunatau nmoderak O a Kpaj Tauka A.

Hexka je B(b) tauka ca xoopaunatom b . Axo mamosesxemo opujentucane xyxu OA u OB Tako mro
hemo OB Ttpancnanujom momepuru Tako 1a je joj mouerak Oyze y Tauku 4 a kpaj gohe y ueky tauky C,
oHa je a+b xoopmunata Tauke C .



cnuka 0e3 Mpexe!

Buaumo fia je 30up JiBa peanHa Opoja yBek peanaH Opoj, a y ciiydajy Jia cy OpojeBH paljoHaIHH
JI0OMjaMo UCTH PE3yJITAT KOjH CMO UMAJIH TIPH ,,cTapoM™ cabupamy palioHaTHUX OpojeBa.

JacHo je Takole 1a cy ocrana Ha CHa3M crapa IpaBuiIa (3aKOHH)

a+b=b+a
a+(b+c)=(a+b)+c
a+0=0+a=a.

CYIIPOTAH BPOJ
3a cBaku Opoj @ mocroju Opoj —a TakaB Ja je
a+(-a)=0.
Bpoj —a nasmBa ce kao mro Beh 3HaMo cynpoTaH 6poj Opoja a.

OJTY3UMAIBLE

Oneparyjy ony3uMame 1eGUHUIIEMO Kao cabupame ca CyPOTHHM OpojeM :

a-b=a+(-b)
ATICOJIYTHA BPEJHOCT

Pactojame Tauke A(a) 10 KOOpIMHATHOT MOYETKA jeIHAKO je



a, a=0
lal= .

Pactojame Tauaka A(2) u B(D) (1j. nyxuna myxu AB) jenmaxo je

b-a, a<b
la—-bl|=
a-b, a>h.

MHOXEIBE

Ej Ipoussox ABa peasina 6poja au b,y osnanm a-b wam camo ab, nepunumemo najupe 3a
N03UTHBHE GpojeBe Ka0 MOBPIIMHY NPABOYTA0HMKA YHje CTPaHUIe UMajy ay:Kkune & u b .

HapagHo, ycBajamMo 1a cBaku MpaBOyraOHUK MMa TOBPLIMHY jeAHAKY IPOU3BOY AY>KHHA FETOBUX
CTpaHUIIa.

Taxohe ycBajamo na je
a-0=0-a=0,aeR
a 3a no3utuBHe Opojese au D naje

(-a)b=-ab
(-a)(-b) = ab.

Tume je nepuHMCaHO MHOXKEHHE 3a CBE pealiHe OpojeBe.

OBako nehnHICaHO MHOXKEIHE j€ Y CarJIaCHOCTH ca HAYMHOM Ha KOjH CMO Ae(UHUCAIH ,,CTAPO" MHOKEHE
panmoHaTHUX OpojeBa. Huje 3aTo HUKAaKBO YyZ0 Ja OCTajy Ha CHA3W W CTApH 3aKOHW KOMYTaTHBHOCTH,
TUCTPHOYTUBHOCTH M MHOXKCHha ¢ THHAIIOM

ab =ba
a(b+c)=ab+ac
a-l1=1-a=a.

Kako 3a cako @ >0 1mocToju npaBoyraoHuK uuja je jeiHa CTpaHuIa Jy>)KMHE & a MOBpIIMHA jeJHaKa 1,
3ak/pydyjemo aa nocroju b >0 Takso naje ab=1.

Axoje a<0,onmaje —a>0, mamocroju b > 0raxso maje (—a)b =1. Ho,
(-a)b =—(ab) =—(ba) =(-b)a=a(-b), nmaje a(-h)=1.

Haxkme

3a ceako a # 0 mocroju b TakBo na je ab=ba=1.

. . 1
Bpoj b HaszuBamo penmnpouna Bpeanocr opoja & u numemob =—.
a



[IpuMmeTuTe 1a HyJIa HEMa pPelUIIPOYHY BpeIHOCT (HeMa ITpaBOyraoHHWKa MOBpITHHE 1 a 1a My je jenHa
CTpaHWIIA Ty>)KWHE HyJa (Tavka), 3ap He?).

JE/BEIBE
Onepaunjy nesbeme 0poja a 6pojem D xoju nuje jennax mynn nedunumemo kao

a:b=2=a. 1 .
b b
YBeneHe omnepanyje + H - y carjJacHOCTH Cy ca ypehemeM peannux OpojeBa Tj. ¥ 1ajbe Baxke ,,CTapH
3aKOHHU:
Axoje a<b uceR,ongaje a+c<b+c
Axoje a>0,b>0,onmaje ab>0.

TeK cafila Mmoxkemo c1060HO A3 pagnmo ca HoBum bpojeBuma.
bucep: a<b,c>0=ac<bc.
JToka3s cimkom pasnukyjyhu ciaygajee 0<c <1 u ¢ >1 ??1!

Kparak pe3mmMe cBera mro ¢cMo JTOOWIH jecTe Ja

CB€ LITO CTE CMEJIM 1A PaIMTE Ca palluUOHAJTHUM 6pojeBnMa CMETE 1a paaIuTe U ca pea.]'lHPIM!

Kao npumeHy 3aKoHa TpMBMjaHO ce A0Ka3yjy dopmyne

(a+b)> =a*+2ab+b* (a—b)(a+b)=a*-b’

M oBae je NpaBo MeCTO Aa ce OHe U3Beay, jep Cy M3y3eTHO KopuCHe 3a AasbM pad. o nporpamy oHe
MMajy nocebHe NeKumje, aaur jako KacHO Kaj, Ham BuLIe HUCY HeonxoaHe 3a paa)!

Mpumepu ynotpebe:

e Vcmeno keagpupare 43 = (40+3)* =40° +32 +2-40-3=1600+9 + 240 =1849..
o 178°-78" =(178-78)(178+78) =100-256

e Pewasame jegHaunHe X2 =a,a>0.

Hekn npumepu
Dokaxurte ga je n+1+\/ﬁ , N e N upayuonanan 6poj.

Y cynpoTHom 61 paumoHanaH 6poj 6uo v kBagpat osor 6poja nau /n(n+1) . Taga 6u N(N+1) 6uo

NoTNyH KBazapaT, a 1o Huje jep je N° <n(n+1) < (n+1)°.



Habure najmame npupoaHo 1 3a koje cy csu dpojesu Vn, Vi +1,..., Vi + 9 upanmo-
Ha/IHN.

Hujenan ox dpojeBan,n+1,...,n+9 ne cme dutu kBa-
IpaT MPUPOTHOT dPoj (KOPUCTUTE MPETXOMHM 3aJaTaK).
Onpenumo Hajmame k € N 3a koje moctoju 11 € N TakBo
,uajek2 <n<n+l<---<n+9< (k+1)2. s

(k+1)%—k? > 10 godujamo k = 6, majen = 6%+1 = 37.

O6pHyTa lNuTtaropmHa Teopema

Hexka je ABC tpoyrao 4mje cTpanuile uMajy xyxuHe a, b, c. Axo je $C 1ym, onja je c? >

a® + b?, a axo je omrap, oupa je ¢ < a’ + b

Hexka je D nopHoxje Hopmane u3 A Ha npaBy BC (ci. 2.6).
Kako je ¥C Tym, noduja ce pacniopen B - C — D.

A
c b
B a D C
Cnuka 2.6 Cnuka 2.7

[Tpumenowm [Iutaropune Teopeme Ha mpasoyrie Tpoyrnose ABD u ACD (cn. 2.6), nodujamo
¢ =BD?+AD? =(a+CD)*+AD?* =4® +2a-CD+ CD? +AD? = a® + 2a-CD + b* > a® + b°.
TuMe je mpeu neo TBphema AoKa3aH.

Y cnyuajy na je ¥C omrap u ¢ < a win ¢ < b, spenu ¢* < a® win ¢ < b%. Y oda cryuaja je
¢ <a’+b* Axojec>anc> b, rauka D je usmeby Tavaka Bu C (cm. 2.7), ma je

¢ =BD?+AD? = (a—CD)* + AD?> =a®* - 2a-CD + CD? + AD?
=a’-2a-CD+b* <a®+ 1>
Tume je u gpyru fieo TeopeMe JOKasaH.



£ Npumep 2
2 2

Jlokaxkure f1a je TpOyrao ca CTpaHMIIaMa AY>XUHA d = 2Uv, b=u"-v,c= u? + vz, u>v
IpaBOYI/IN.
Pewwere

Jla ducmo mokasanu fa je Tpoyrao mpaBoyrnu, Ha ocHoBy Odpuyte IInTaropune TeopeMe, JOBO/BHO je IPOBEPUTH
ma Baxn a® + b? = %, 1j. ma je
(2uv)? + (u? —v?)? = (u? +v*)%.

Y 0BO ce vBepaBaMO PauvVHOM, KOPHCTehN 3aKOHe MHOKeHa I cadupama peaqHux dpoijepa.

MpumeHe MNMutaropuHe Teopeme n ObpHyTe MNutaropuHe
Teopeme

KoHcTpynmmre qyx gy>xmHe:

\/E, e je a # 1 gy>XmHa fate gyxu.

2 2
Kopucrehn (#) - (a ; b) = ab KOHCTpyMIIUTE Iy TY>KUHE Vab;au b Cy jare

YK,
Wspauynajre nujaroHase napaneaorpamMa KoMe Cy Mo3Hate Ay>K1MHe OCHOBMIIA a u b u1 BucuHe h

KOja OfiroBapa OCHOBUIIM 4.

Pewenwe

CrycTiMO BUCHHY /1 13 TeMeHa Koje OATOBapa OLITPOM VITIy TlapaielorpaMa Ha IPaBy Koja CafpiKil OCHOBUILY 4 U
ca € 03HAYMMO pacTojare HeHor IOJHOKja o HajOmbKer TeMeHa (B1AY CIHKY 2.8).

a—c C
b ¢
d i b }L
a C
Cnuka 2.8

ITpumenomM ITutaropuHe TeopeMe Ha [OOUjeHNM IPABOYIIM TPOYrao fodujamo
b? = h?+c?,

OfjaK/ie Ha/la3MMo Jia je

c=Vbh2-h2



HNokaxmute faa je AOAB npasoyrmm. Vi3pauyHajTe My 0OMM 1 OBPIINHY.

B(—4,8)

A(6, 3)

\

O

Heka je A(—2,1) n Hexa je M(x,y) mponsBo/bHa Tayka KoopmHaTHe paBHu Xy umje KOOpau-
HaTe 3a/l0BO/baBajy jemHakocT ¥ = 2x. Jlokaxure fa je YAOM mpas.
Pewetse

Ha ocrosy Odpryrte [IuTaropuse Teopeme, [OBO/BHO je IPOBEPUTH Ja BaXKK
IMAJ? = MOJ* +]AOP. *)

Mmamo
2
IMA]? = (x— (—2)) F(2x=1)% = (x+ 2)(x+2) + (2x = 1)(2x 1)

=x?+2x+2x+4+4x* - 2x—2x+1=5x2+5,
IMO|? = x? + (2x)? = 5x2,
|AO)? = (-2)*+1% =5.
Jemuakoct (*) je Tauna. Tume je TBpheme noxasano.

Ha ocnoBy oBor pesynrara MoXKe ce 3aK/bY4YMUTHU A je CKYII TadaKa y KOOPAMHATHOj paBHM 4Mje KOOpIMHaTe 3a/[0-
BO/bABA]Y jefHAKOCT ¥ = 2X IpaBa IMHNUja KOja CAZP>Ki KOOPAMHATHI II0YETaK.

Yy
C'(0,5)
B(6,2)
D(0,1)
0 }-1(2, 0) T

a) Joxaxxure aa je ABCD Tpanes.
B) V3padyHajTe MOBPIINHY TOT Tpamesa.

a) Nszadbepumo Ttauke E(—-2,1); F(-2,1) u G(-2,1).
[Iposepute na cy tpoyrnosu EOG u GOF, npaBoyriu
(mpema OdpuyToj [TuTaropunoj reopemn), u3 yera cmue-
nu fa cy tauke E, O u F Ha ucToj mpaBoj. YBepure ce
na cy yuerBopoyrinosu OADE u OF BC napanenorpamu,

u3 gera cneau ga je OE||AD u OE||CB, na je AD||CB.




Talesova teorema moze izvesti iz Pitagorine. Ove
teoreme su ekvivalentne!

Dokaza¢emo Talesovu teoremu u obliku iskaza: ,, Ako su P i P tacke na kraku Op a Qi Q, tacke na

kraku Oq ugla U pOg takve da su prave PQ i PQ, paralelne, onda je OQ, :0Q =OP,:OP.

Dokaz. Postavimo koordinatni sistem u ravni ugla [J pOQ tako da mu je koordinatni pocetak teme O a
X - osa normalna na PQ i neka su pri tom koordinate ta¢aka P(a,b) i P(X, y) pozitivne. Neka je
R(-b,a) . Dokazimo da je PO L RO Za to je dovoljno da proverimo da je PR? = PO? + RO? tj. da je
(a+b)*+(b—a)’> =b*+a’ +a’+b?, prema teoremi obrnutoj Pitagorinoj. Kako P, € Op bice AP,OR
pravougli, pa je po Pitagorinoj teoremi F’lR2 = |:’1O2 +RO?ili (x+b)*+(y—-a)’=x"+y*+b? +a’.

Odavde sledi bx =ay tj. y:x=Db:a,paje OP?:0P? = (x*+y?):(a’*+b*) =x":a’.

Ponavljanjem zaklju¢ivanja dokazujemo da je i QlO2 :Q0% =x*:a° . Otuda je

Q0:Q0=PRO:PO (=x:a),stojeitrebalo dokazati.



