
A zaxto ne ovako
∗

Poqetkom ove xkolske godine, na qasu odr�anom u tre�em razredu na
prirodnom smeru, zadao sam slede�i primer:

Zbir du�ina tri ivice pravilne prizme koje polaze iz istog
temena je 9. Odrediti dimenzije prizme tako da povrxina omo-
taqa bude maksimalna, ako je prizma:
a) trostrana; b) qetvorostrana; v) xestostrana.1

Od 30 uqenika, samo jedna uqenica uspela je da se seti x koordinate temena
kvadratne funkcije, ali nije imala predstavu xta ta formula znaqi, niti
da joj je potrebna da bi rexila zadatak ( u moju odbranu, ode	e�e sam do-
bio ove xkolske godine; nezgodno je to xto je vixe od pola uqenika imalo
vrlo dobru ili odliqnu ocenu na kraju drugog razreda ). Naravno, ima
mnogo uqenika kojima sam liqno predavao qetiri godine, a koji su stekli
vrlo skromna zna�a o matematici, ali zato su imali nedovo	nu ili, even-
tualno, dovo	nu ocenu. Pritisci kojima sam svake godine izlo�en su
ogromni, koliqina iracionalnosti me�u rodite	ima, ali i me�u kolegini-
cama i kolegama se uve�ava eksponencijalno. Ovaj primer navodim kao
pokazate	 propasti u koju sr	amo sad ve� decenijama. Nekritiqki se daju
qetvorke i petice, ,,anesteziramo" decu zarad mira u xkoli. Logiqna
posledica takvog pristupa jeste da nivo zna�a drastiqno opada, a radne
navike i odgovornost sve re�e spadaju u osobine naxih uqenika.

Rexe�e u sluqaju trostrane prizme:
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Sticajem okolnosti imam relativno dobar uvid u to kako radimo, ne samo
u Beogradu. To nije reprezentativan uzorak, ali trendovi se naziru. Sve
ve�i broj nastavnika napixe potrebne formule na tabli ili (moderniji
pristup) u prezentaciji, bez dokaziva�a i krene sa izradom zadataka. Ne
mogu re�i da ih ne razumem, ali moramo biti svesni da smo, ma koliko
loxi bili, posled�a brana ,,debilizaciji" nastave u xkoli. Oqigledno
je da xto ma�e tra�imo, ma�e dobijamo, i da to spuxta�e mo�e da traje
u nedogled.

∗Zimski Dr�avni seminar Druxtva matematiqara Srbije, 9. februar 2020.
1zadatak iz u
benika matematike za tre�i razred gimnazije, autor Jovan D. Keqki�
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Projektni zadatak broj 1 - Vextina raquna�a

Dobra raqunska tehnika vrlo je va�an kamenqi� u mozaiku koji �elimo
da izgradimo kod naxih uqenika, a potpuno je neopravdano zapostav	ena
uz objax�e�e da danas svi imaju digitrone i da ih ne treba zamarati
nebitnim deta	ima.
Sledi odre�eni broj zadataka kojima �elimo da podstaknemo nastavnike
da pokuxaju da svoje qasove obogate ponekim raqunskim izazovom, naravno
u skladu s teku�im gradivom.
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Projektni zadatak broj 2 - Optimalno rexava�e jednaqina

Ovde je navedeno nekoliko primera jednaqina uz izazov da se rexe�e odredi
uz malo snala�e�a i pomo�u dobrih ideja umesto primene ,,grube sile".
Ci	 nije do�i do rexe�a ve� na�i elegantan naqin da se jednaqine ili
nejednaqine rexe.
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Crtice iz istorije matematike

Fransoa Vijet (François Viète, Fontne le Kont, 1540 | Pariz, 23. februar
1603) uxao je u istoriju matematike kao jedan od zaslu�nih za razvoj al-
gebre i matematiqke notacije, iako je po obrazova�u bio pravnik, a matem-
atikom se bavio iz hobija. Veliki deo svog radnog veka proveo je u slu�bi
francuskih kra	eva Anrija III i Anrija IV qije su vladavine uxle u is-
toriju kao doba velikih politiqkih i religioznih previra�a. Ka�u da je
Vijetova 	ubav prema matematici bila tolika da je imao obiqaj da ostane
u svojim odajama i nekoliko uzastopnih dana izuqavaju�i je, a za to vreme
bi jeo i spavao tek toliko koliko je bilo potrebno da pre�ivi.

Slika 1: Portret Fransoa Vijeta.

Vijet je najpre radio kao pravni zastupnik vi�enih protestantskih
porodica, da bi zatim postao savetnik u Parlamentu Breta�e sa sedixtem
u gradu Renu. Posle nekoliko godina dobio je novo namexte�e, radio je
kao kra	evski savetnik i jedan od zvaniqnih posrednika izme�u kra	a i
�egovih podanika. Prema �ivotopisu iz pera Frederika Ritera sazna-
jemo da je u periodu od 1588. do 1594. Vijet zvaniqno radio kao jedan od
dvorskih dexifranata. Postoji dosta izvora koji potvr�uju da je za ma�e
od xest meseci uspeo da dexifruje novu nomenklaturu2 koju je xpanski

2Xifre za standardni alfabet plus spisak od 413 reqi s odgovaraju�im xiframa.
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kra	 Filip II koristio za prepisku sa svojim ambasadorom na francuskom
dvoru. Iako je konaqni ,,prevod" konkretne depexe stigao dan nakon xto
je Anri IV pobedio snage Katoliqke lige, pa tako nije u potpunosti uti-
cao na rasplet doga�aja, Filip II bio je toliko 	ut da se po�alio papi i
optu�io Francuze da su koristili crnu magiju da bi razbili xifarnik.
Zbog ovog doga�aja neki autori smatraju Vijeta ocem kriptologije.3

Jox jedna anegdota u kojoj je Vijet radio u korist svoje rodne zem	e
mo�e se na�i u prvom tomu izda�a Les Historiettes. Mémoires pour servir à
l’histoire du XVIIe siècle francuskog hroniqara �edeona Talmana de Roa
(1619{1692) u okviru qetrdeset xeste priqe, u celosti posve�ene naxem
junaku:

Za vreme vladavine Anrija IV, Holan�anin po imenu Adrianus
Romanus, matematiqar po obrazova�u, ali ne toliko uqen koliko
je verovao da je bio, objavio je k�igu u kojoj je postavio izazov
svim matematiqarima Evrope, a da nije naveo nijednog iz Fran-
cuske. Ubrzo potom, holandski ambasador posetio je francuskog
kra	a u dvorcu Fontenblo. Kra	 je u�ivao pokazuju�i mu razne
zanim	ivosti i pohvalio se kako u �egovom kra	evstvu �ive
izuzetni predstavnici svih profesija.

,,Ali, Gospodine", odgovorio mu je ambasador, ,,nemate matem-
atiqara, poxto Adrianus Romanus u svom katalogu ne navodi
nijednog Francuza."

,,Imam, imam", reqe kra	, ,,imam izuzetnog qoveka: potra�ite
i dovedite gospodina Vijeta."

Gospodin Vijet, koji je bio kra	ev savetnik, ve� se nalazio u
Fontenblou; doxao je po pozivu. Ambasador je poslao po k�i-
gu Adrianusa Romanusa i pokazao izazov Vijetu koji odlazi do
jednog od prozora galerije u kojoj su se tada nalazili, i pre nego
xto ju je kra	 napustio, olovkom pixe dva rexe�a. Uveqe je
poslao ambasadoru jox nekoliko rexe�a i dodao da �e mu ih
dati onoliko koliko ambasador �eli, jer je to bila jedna od
onih jednaqina s beskonaqno mnogo rexe�a.4

3Kriptologija se mo�e podeliti na kriptografiju i kriptoanalizu. Kriptografija

se bavi metodama za sla�e poruka u oblik koje mo�e proqitati samo onaj kome je poruka

name�ena. Kriptoanaliza se bavi pronala�e�em naqina za odgoneta�e xifrovane

poruke onda kada nije poznat postupak xifrova�a.
4Du temps d’Henri IV, un Hollandais, nommé Adrianus Romanus, savant aux

mathématiques, mais non pas tant qu’il croyait, fit un livre où il mit une proposition qu’il
donnait à résoudre à tous les mathématiciens de l’Europe ; or, en un endroit de son livre il
nommait tous les mathématiciens de l’Europe, et n’en donnait pas un à la France. Il arriva
peu de temps après qu’un ambassadeur des États vint trouver le Roi à Fontainebleau. Le Roi
prit plaisir à lui en montrer toutes les curiosités, et lui disait les gens excellents qu’il y avait
en chaque profession dans son royaume.

”Mais, Sire, lui dit l’ambassadeur, vous n’avez point de mathématiciens, car Adrianus Ro-
manus n’en nomme pas un de français dans le catalogue qu’il en fait.”

”Si fait, si fait”, dit le Roi, ”j’ai un excellent homme : qu’on m’aille quérir M. Viète.”
Le soir il en envoya plusieurs à cet ambassadeur, et ajouta qu’il lui en donneroit tant qu’il

lui plairait, car c’était une de ces propositions dont les solutions sont infinies.
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Slika 2: Vijetov dexifrovani tekst xpanske depexe.

Spomenuti flamanac Adrian van Romen (1561{1615) bio je po obrazo-
va�u lekar i matematiqar, da bi se 1604. zamonaxio i posled�e godine
�ivota proveo kao uqite	 matematike u Po	skoj. U svom tekstu zadao je
jednaqinu:

45(1)−3795(3)+95634(5)−1138500(7)+7811375(9)−34512075(11)+105306075(13)−
232676280(15)+384942375(17)−488494125(19)+4838418000(21)−3786588000(23)+
236030652(25)−117679100(27)+46955700(29)−14945040(31)+3764565(33)−
740259(35) + 111150(37)− 12300(39) + 945(41)− 45(43) + 1(45)
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Slika 3: Van Romenov izazov savremenicima.
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i pozvao velike evropske matematiqare da je rexe. Na spisku su se nalazili
slede�i van Romenovi savremenici:

Kristofer Klavijus
Gvidobaldo del Monte
�ovani Antonio Ma�ini
Jan de Groa, otac filozofa Huga Grocija
Ludolf van Cojlen
Mixel Koa�e
Nikolas Peterson
Simon Stevin
Tiho Brahe
Valentin Oto
Bernard Lodel de Muson
Jans van den Vege s uqenicima
Tomas Fijenus
Kornelis van Opmer

Nakon xto je video jednaqinu Vijet je prepoznao da se u �oj krije podela
luka na 45 jednakih delova, a Romenovi primeri navedeni ispod jedna-
qine na to jasno ukazuju.5 Rexe�a koja je dao Vijet odgovaraju luku od 8◦

(odnosno od 2π
45 radijana), a kad je odredio prvo, posle je bilo lako na�i

i preostala, tada prihvat	iva, 22 rexe�a i slede�eg dana ih uruqiti
holandskom ambasadoru. Navodno je Vijet tada izjavio ,,Ut legi, ut solvi”.6

5Vijet je ve� ranije otkrio jednakost koja povezuje sinnθ sa sin θ i cos θ.
6,,Qim proqitax, rexi."
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Projektni zadatak broj 3 - Trigonometrija za poneti

Trigonometrija je veqiti kamen spotica�a naxih uqenika. Po planu rada
obiqno se predaje kao qetvrta tema u drugom razredu, tj. od marta do kraja
xkolske godine, ali nekako ni mi profesori ne uspevamo da ispoxtujemo
plan rada, a i uqenici posustanu pred kraj xkolske godine. Rezultati su
vidno loxi, xto se posebno vidi tokom pripreme prijemnih ispita za upis
na fakultet.

O imenima trigonometrijskih funkcija

Naziv sinus u evropske jezike stigao je ,,pokvarenim telefonom". Prvi
poznati termin nalazi se u delima indijskog matematiqara Arjabhate (oko
510). Iako koristi polutetivu (ardhā-jyā, ardhajyā ili ardhā-djyā), ponegde
je naziva polovinom tetive (jyā-ardhā), da bi zatim skratio tu req i koris-
tio samo termin tetiva (jyā ili j̄ıva). U Bramaguptinim delima pojav	uje
se req karamajyā, odnosno ,,uspravni sinus" (sinus rectus), da bi se razliko-
vao od ,,izvrnutog/oborenog sinusa" (sinus versus). Arapi su da	e prome-
nili taj naziv u karaja, kako se mo�e na�i u spisima Bagdadske xkole iz
9. veka, npr. u el Horezmijevim prepisima Bramaguptinog dela Bramasi-
danta. U kasnijim delima Arapi koriste req ĵıba koja nema znaqe�e, a
fonetski je izvedena iz reqi jyā (na Hindi jeziku). Suglasnici su dozvo-
	avali da se ta req qita kao da je napisano jaib, sa znaqe�em ,,nedra",
,,grudi", ,,zaliv". Prevode�i s arapskog na latinski Gerardo iz Kremone
(oko 1150.) koristio je za jaib req sinus (nedra, zaliv, oblina, prevoj toge
oko grudi, zem	a oko zaliva, prevoj zem	e), a onda su tako postupali i
�egovi sledbenici, mada se veruje da je isti prevod korix�en u Evropi i
pre Gerarda iz Kremone. Pored reqi sinus, u prevodima pojav	uje se i req
tetiva. Na sra�eni zapis ,,sin” prvi put nailazimo u delima francuskog
matematiqara Erigona (1634).

Dok su Grci kao funkciju koristili tetivu nad lukom, nije bila od
interesa tetiva komplementnog ugla, ali kada je za osnovu nauke uzet
pravougli trougao, postalo je zgodno razmatrati sinus komplementnog ugla.
Tako je u upotrebu uxla req kotijyā (nalazimo je u Arijabhatinim spisima,
oko 510.), iako je bilo dovo	no dobro koristiti jednostavno sin(90◦−ϕ), pa
su je preuzeli i Arapi. Platon iz Tivolija (oko 1120.) koristio je izraz
chorda residui, Regiomontanus (oko 1463.) sinus rectus complementi, Retikus
(oko 1551.) basis, Vijet (1579) sinus residuae, Ma�ini (1609) sinus secundus,
Edmund Gunter (1620) co.sinus, �on �utn (1658) cosinus, i taj termin je
i danas prihva�en. Skra�eni zapis ,,cos” koji su usvojili kasniji autori
prvo se mo�e na�i kod �onasa Mura (1674).

Arapi su pravili razliku izme�u uspravne senke (sred�ovekovni prevo-
dioci koristili su u ovom sluqaju termine umbra, umbra recta ili umbra
extensa) i izvrnute senke (umbra versa ili umbra stans, u zavisnosti od
toga da li je gnomon bio normalan na horizontalnu ravan kao kod obiqnih
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qasovnika, ili u odnosu na vertikalni zid kao kod qasovnika na zgradama),
ponekad nazvane horizontalna odnosno vertikalna senka. Vijet (oko 1593)
naziva tangentu sinus foecundarum (skra�eno na foecundus) ali i amsinus i
prosinus. Tek je s Tomasom Finkeom (1583) termin ,,tangenta" poqeo da bude
ekvivalent za umbra versa, a 1595 ga je prihvatio Pitiskus. Ma�ini (1609)
koristi tangens secunda za kotanges. Sam termin mo�e se prvi put na�i
u delima Edmunda Gantera (1620). Skra�enicu tan u obliku Atan prvi
je upotrebio �irard (1626) a skra�enicu cot. predlo�io je �onas Mur
(1674), ali danas na me�unarodnom nivou nema univerzalno prihva�enih
simbola za tangens i kotanges.

Kratak vodiq kroz zem	u Trigonometriju

Definicija: Neka je 4ABC pravougli sa pravim uglom u temenu C.
Sinus ugla α, u oznaci sinα, definixemo kao odnos naspramne katete i
hipotenuze tj.

sinα =
a

c
,

kosinus ugla α, u oznaci cosα, kao odnos nalegle katete i hipotenuze

cosα =
b

c
,

tangens ugla α, u oznaci tgα, kao odnos naspramne i nalegle katete,

tgα =
a

b
,

kotangens ugla α, u oznaci ctgα, kao odnos nalegle i naspramne katete,

ctgα =
b

a
.

Primer. Odrediti trigonometrijske funkcije ugla α pravouglog trougla
ABC, ako su katete a = 3 i b = 4. Koje su vrednosti trigonometrijskih
funkcija ugla γ?7

Primer. Odrediti vrednosti trigonometrijskih funkcija uglova 30◦,
45◦, 60◦, 15◦, 22◦30′, 75◦, 67◦30′, 18◦

U svakodnevnoj praksi qest je sluqaj da umesto ovakvog zadatka nacrtamo
uqenicima tabelu s vrednostima trigonometrijskih funkcija uglova 30◦, 45◦

i 60◦ i eventualno objasnimo naqin kako da lakxe zapamte te brojeve, koji
im u tom trenutku, a i kasnije, u suxtini nixta ne znaqe. Oni ,,napred-
niji" nastavnici dodaju u tabelu i vrednosti funkcija za 0◦ i 90◦.

Osnovni trigonometrijski identiteti su slede�i ,,pogrexno" namexten
kamiqak. I da	e qesto sre�em uqenike koji bubaju formule gde se sinus
i kosinus ugla izra�avaju preko tangensa ili kotangensa, uz obrazlo�e�e

7Drugo pita�e je zadato da bi uqenicima skrenuli pa��u da smo definisali

trigonometrijske funkcije oxtrog ugla pravouglog trougla
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da nastavnici tra�e da se to zna ,,iz glave". Tri osnovna identiteta su
sasvim dovo	na za nastavak ,,plovidbe" kroz trigonometriju.

sin2 α+ cos2 α = 1 tgα =
sinα

cosα
tgα · ctgα = 1.

Naravno, potrebno je dokazati te identitete, jer to ne zahteva vixe od
dva minuta, a i neophodno je navikavati uqenike da svaka formula koju
koriste mora biti dokazana.

Naredni ,,kamen u mozaiku" jeste uvo�e�e novih pojmova, potrebnih da
se proxiri pojam trigonometrijskih funkcija oxtrog ugla pravouglog
trougla na trigonometrijske funkcije bilo kog ugla i trigonometrijske
funkcije realnog broja. Taj vrlo va�an korak ka vixem nivou nekako
pro�e kao treptaj oka, i ne ostav	a trag u glavama naxih uqenika.

Uopxteni ugao, radijanska mera ugla i trigonometrijska kru�nica su
va�ni pojmovi bez qijeg razumeva�a nema ,,nastavka putova�a" u carstvo
trigonometrije.8

Jox nisam sreo uqenika koji je uspeo da mi ispriqa kako smo sa trigonome-
trijskih funkcija uglova prexli na trigonometrijske funkcije realnog
argumenta. Kao poqetnik sigurno nisam ovome posve�ivao previxe vre-
mena, ali posled�ih 25 godina priqu o ovim pojmovima ponav	am bar tri
puta, sa svim deta	ima, u prve tri nede	e obrade ove teme.9

Uopxteni ugao, ure�en par oblika (n, α), uvodimo da bismo mogli da do-
bijemo geometrijski prikaz uglova ve�ih od 360◦,
Radijanska mera ugla jeste odnos du�ine luka koji iseca dati ugao iz
kru�nice qiji centar se poklapa s temenom ugla, i polupreqnika date
kru�nice. Na taj naqin svakom uglu dode	ujemo realan broj koji ga karakte-
rixe. Ovo preslikava�e je bijekcija, jer razliqitim uglovima dode	ujemo
razliqite realne brojeve i za svaki realan broj mo�emo na�i odgovaraju�i
ugao koji iseca luk date du�ine.

Trigonometrijska kru�nica jeste kru�nica jediniqnog polupreqnika
sa centrom u koordinatnom poqetku. Proizvo	na taqka na kru�nici ima
koordinate koje uzimaju vrednosti iz segmenta [−1, 1 ]. Svaka taqka na
kru�nici predstav	a beskonaqno mnogo uglova tj. realnih brojeva koji se
me�usobno razlikuju za celobrojni umno�ak od 2π.

Pitalice

1. Glavna mera ugla je broj α takav da je 0 ≤ α ≤ 360◦. Taqno ili
netaqno?

2. Svake dve glavne mere ugla razlikuju se za 360◦. Taqno ili netaqno?

3. Uoqimo na kru�nici polupreqnika r luk du�ine r. Xto je ve�i r,
ve�i je i ugao xto ga kraj�e taqke luka zatvaraju sa centrom kru�-
nice

8Koliko pa��e pokla�amo uvo�e�u ovih pojmova?
9Kako vi objax�avate uqenicima prelaz sa uglova na realne brojeve?
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4. Ugao od jednog radijana pribli�no je jednak uglu od 57◦18′. Taqno
ili netaqno?

5. Taqke na trigonometrijskoj kru�nici odre�ene brojevima−17π

3
,
133π

3
,

π

3
se poklapaju?

6. Nacrtati pravilni xestougao upisan u trigonometrijsku kru�nicu
qija se temena nalaze u taqkama oblika k · π

3
, k = 0, 1, . . . 5. Na kojem

luku koji je odre�en susednim temenima tog xestougla le�e taqke

kojima odgovaraju realni brojevi 3
√

3, −15,
23π

4
, −313, 17, 2?

7. Odrediti na trigonometrijskoj kru�nici sve taqke M(t) za koje va�i:

1. t = (−1)n · π
6

+ nπ, n ∈ Z 2. t = (−1)n+1 π

3
+ nπ, n ∈ Z

3. t = (−1)k · π
12

+ k
π

2
, k ∈ Z; 4. t = (−1)k+1 π

12
+ k · π

3
, k ∈ Z

8. Odrediti na trigonometrijskoj kru�nici slede�e intervale realnih
brojeva:

1.
(
kπ,

π

2

)
, k ∈ Z 2.

(
(2k − 1)

π

4
, (4k − 1)

π

8

)
, k ∈ Z

3.
(

(4k − 1)
π

8
, k
π

2

)
, k ∈ Z 4.

(
k
π

2
, (4k + 1)

π

8

)
, k ∈ Z

Sada mo�emo uopxtiti pojam trigonometrijskih funkcija, tj. mo�emo
da pre�emo na trigonometrijske funkcije realnog broja.

Proizvo	an ugao postavimo tako da mu je teme u koordinatnom poqetku, a
zavrxni krak seqe trigonometrijsku funkciju u nekoj taqki M . Koordi-
nate taqke M(x, y), definixemo kao

cosα = x sinα = y

Ako smo izabrali oxtar ugao, taqkaM �e se nalaziti u prvom kvadrantu i
tada mo�emo da doka�emo da je novouvedena definicija saglasna s defini-
cijom trigonometrijskih funkcija oxtrog ugla pravouglog trougla. Raz-
matraju�i osobine koordinate taqkeM , mo�emo lako da zak	uqimo koje os-
obine imaju funkcije sinus i kosinus ( oblast definisanosti, oblast vred-
nosti, nule, znak, periodiqnost, tok, ekstremne vrednosti)10

1. Za koje m ∈ R postoji realan broj x tako da je cosx =
2m− 1

m+ 2
?

2. Koji je broj ve�i:
a) sin 1 ili sin 2 b) cos 1 ili cos 2 ?

3. Zavrxni krak ugla α = 1234567890987654329537
8 π seqe trigonometrijsku

kru�nicu u taqki M koja se nalazi u:
a) I kvadrantu; b) IIkvadrantu; c) IIIkvadrantu; d) IV kvadrantu;
e) na osi Oy

4. Pore�ati po veliqini od najve�eg do najma�eg brojeve:
sin 1, sin 2, sin 3, sin 4, sin 5, sin 6, sin 7, sin 8

10Opixite osobine funkcija sinus i kosinus!
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5. Odrediti predznak proizvoda:
1. sin 1 · cos 1 · tg 1 · ctg 1 2. sin 1 · cos 2 · tg 3 · ctg 4

6. Da li za svako x ∈ R va�i: 1. cos(sinx) > 0; 2. sin(cosx) > 0

Svo�e�e na oxtar ugao prirodno se definixe pomo�u trigonometri-
jske kru�nice. Neka je dat realan broj γ. �ega mo�emo napisati u ob-
liku γ = 2kπ + β, k ∈ Z, 0 ≤ β ≤ 2π xto znaqi da smo trigonometrijske
funkcije bilo kog realnog broja sveli na trigonometrijske funkcije re-
alnog broja iz intervala [ 0, 2π]. Broj β mo�emo predstaviti na slede�i

naqin pomo�u broja α, 0 ≤ α ≤ π

2
u zavisnosti od toga u kom kvadrantu se

nalazi zavrxni krak ugla:

I 2π + α II π − α III π + α IV 2π − α

I
π

2
− α II

π

2
+ α III

3π

2
− α IV

3π

2
+ α

Primenom trigonometrijskih funkcija oxtrog ugla pravouglog trougla
dolazimo do formula za svo�e�e na oxtar ugao:11

trig(π ± α) = ±trigα trig(2π ± α) = ±trigα

trig
(
π

2
± α

)
= ±cotrigα trig

(
3π

2
± α

)
= ±cotrigα

Za dosadax�u priqu bila je potrebna jedino definicija trigonometri-
jskih funkcija oxtrog ugla pravouglog trougla. Sve ostalo se izvodi za de-
setak sekundi ili qita sa slike. Dolazimo do drugog va�nog elementa koji
je dobro bar dva puta izvesti tokom obrade nastavne teme o trigonometriji.

Adicione formule!!!

Neka su zadate dve trigonometrijske kru�nice i na prvoj taqke A, P i Q
takve da je taqka A(1, 0), ÂP = α i ÂQ = β. Na drugoj kru�nici date

su taqke A i Q takve da je ÂQ = α − β. Te kru�nice su podudarne i
kru�ni lukovi koji odgovaraju tetivama PQ i AR su jednaki pa va�i da
je d(P,Q) = d(A,R). Primenom obrasca za rastoja�e dve taqke dolazimo do
formule za kosinus razlike uglova. Zamenom β sa −β dobijamo formulu
za kosinus zbira uglova. Ako α u formuli za kosinus razlike zamenimo
sa

π

2
− α, dobi�emo formulu za zbir sinusa. Tangens i kotangens zbira i

razlike uglova se na osnovu ovih formula jednostavno izvode i nixta od
toga ne mora da se nabuba.

Formule za dvostruki ugao i polovinu ugla prirodno se nadovezuju na adi-
cione formule.

Transformacija zbira i razlike trigonometrijskih funkcija u proizvod
i obrnuto lako se izvode uz pomo� ,,tihog" poteza koji dobija partiju,

α =
α+ β

2
+
α− β

2
∧ β =

α+ β

2
− α− β

2

Sada preostaje da steqena zna�a zajedno s uqenicima primenimo u rexa-
va�u jednaqina i nejednaqina. Sinusna i kosinusna teorema tra�e pet-
naest minuta pa��e i time smo zaokru�ili potrebna zna�a iz trigonometrije.

11Objasnite kako to radite na svom qasu
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Bonus za kraj

1. Ako je α = 2 rad, onda tgα iznosi:
A) 2,185; B) −2, 185; C) 1,185; D) −1, 185; E) 1

2. Ma�i od uglova, koji grade dijagonale kocke jednak je:
A) 90◦; B) 70◦31′; C) 60◦; D) 53◦20′; E) 45◦

3. Odnos polupreqnika opisane i upisane kru�nice pravilnog sedmougla
jednak je:
A) 0,901; B) 0,851; C) 0,801; D) 0,751; E) 0,701

4. Najve�i ugao u trouglu qije su stranice 5, 4 i 2 jednak je:
A) 170◦35′; B) 157◦12′; C) 135◦; D) 118◦48′; E) 108◦13′12

5. Ukupan broj realnih rexe�a jednaqine

cosx+ cos 2x+ 2 cos2
3x

2
+ cos 4x =

1

2
na segmentu [ 0, 2π]

12Kako �ete objasniti uqenicima naqin rexava�a ovih zadatka
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