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FORMIRAǋE I STRUKTURISAǋE

BROJEVNIH SISTEMA

dr Milosav M. Marjanovi�, dr Zoran Kadelburg

1. Uvod

Prelistavaju²i Euklidove Elemente vidimo da su brojevi tema koja je daleko
najzastupǉenija. Od 13 kǌiga ovog klasiqnog dela: 5, 7, 8, 9, 10. i 12. gotovo su u
potpunosti posve²ene brojevima kao temi. (Videti, npr, Euclid’s Elements of Geometry,
Edited and provided with a modern English translation by Richard Fitzpatrick). U Ele-
mentima su (pozitivni) realni brojevi koncipirani kao klase ekvivalencije razmera
istorodnih magnituda A i B: A : B ∼ C : D, kad je ispuǌen uslov

(∀m)(∀n) mA > (=, <) nB ako i samo ako je mC > (=, <) nD.

Koriste²i savremeni jezik matematike, mo¼emo re²i da se pretpostavǉa egzistencija
skupa N0 prirodnih brojeva i ǌegovo dejstvo na skup M magnituda.

Zadivǉuje logiqka preciznost Elemenata koju nije imala matematika u okviru
drugih velikih klasiqnih civilizacija, ali je sama definicija broja, a pogotovu iz-
vo±eǌe operacija na magnitudama, a ne na samim brojevima, qinilo ovu teoriju slo¼enom
xto je tako±e sputavalo ǌen daǉi razvoj sve do doba Renesanse.

Dekartov (René Descartes, 1596–1650) model brojevne (polu)prave, gde su magni-
tude predstavǉene intervalima a ǌihove du¼ine relativno jediniqna du¼ kao realni
brojevi i gde se operacije mno¼eǌa i deǉeǌa izvode kao konstrukcije qetvrte propor-
cionale, bio je veliki korak u pojednostavǉeǌu Eudoksove teorije. Znaqajan podsticaj
ovom pojednostavǉeǌu bila je Vietova (Francois Viéte, 1540–1601) slovna algebra (lo-
gistica speciosa) pa se ka¼e da gde je Viet stao Dekart je nastavio. Napomenimo da je
Vietova algebra jox uvek retoriqka dok je kod Dekarta skoro u potpunosti formirana
kao savremena simboliqka algebra.

Ovo pojednostavǉeno shvataǌe realnih brojeva postepeno je ulazilo i u xkolske
programe pa se u savremenoj xkoli obra±uju sistemi prirodnih brojeva, pozitivnih
racionalnih brojeva (razlomci), zatim racionalnih i realnih brojeva. Ta je obrada
vrlo nepotpuna i vrlo neujednaqena od zemǉe do zemǉe. Svi mi, stariji maǌe, mla±i
vixe, mo¼emo se se²ati naxih dana provedenih u osnovnoj xkoli i uqeǌa prirodnih bro-
jeva u toku prva qetiri razreda. Postoje velike razlike kako su ti sadr¼aji obra±ivani
u razliqitim periodima, pa sad skicirajmo xta se posti¼e ve¼bama u kojima su arit-
metiqki sadr¼aji upleteni u svakodnevne situacije.

Aritmetika se oslaǌa na fenomenologiju koju qine kolekcije objekata koje opa¼amo
u prostoru oko nas. U didaktici matematike za te objekte ka¼emo da su skupovi na
opa�ajnom nivou. Poqetna tema aritmetike je brojaǌe koje qini pravilno recito-
vaǌe naziva brojeva (do 10) i prebrojavaǌe skupova qiji je broj objekata najvixe 10.
Tako se formira poqetni blok brojeva do 10, u okviru koga se osmixǉavaju operacije
sabiraǌa i oduzimaǌa. Ovo osmixǉavaǌe vrxi se putem primera ali da ka¼emo xta
je bitno u tim primerima koristi²emo jezik teorije skupova. Naime, kaza²emo da adi-
tivnu shemu qini par disjunktnih skupova i da je prati zadatak sabiraǌa kad se zna
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broj elemenata ovih skupova a tra¼i se broj elemenata ǌihove unije. Tu istu shemu
prati zadatak oduzimaǌa kad se zna broj elemenata unije i jednog od tih skupova a
tra¼i se broj elemenata drugog od ǌih.

Ovo znaqeǌe operacija je permanentno pa i zbirovi 10 + 1, 10 + 2, . . . , 10 + 10
imaju navedeni smisao. Obele¼avaju²i ih kra²e sa 11, 12, . . . , 20 (i navode²i nazive
ovih brojeva) formira se blok brojeva do 20. Glavni didaktiqki zadatak u ovom bloku
je formiraǌe tablice sabiraǌa.

Zbir 20 + 10 oznaqavamo kra²e sa 30 i ovaj broj qitamo trideset, zbir 30 + 10
oznaqavamo sa 40 i qitamo qetrdeset, . . . , zbir 90 + 10 pixemo kra²e 100 i qitamo
sto. Ove brojeve nazivamo desetice prve stotine. Zbirove desetica i jednocifenih
brojeva, npr, 20+7, 40+2, 70+8, . . . , pixemo kra²e 27, 42, 78, . . . i qitamo dvadeset
sedam, qetrdeset dva, sedamdeset osam, . . . pa tako pored desetica osmixǉavamo i
ostale brojeve iz bloka brojeva do 100.

Prvi glavni didaktiqki zadatak u okviru ovog bloka je osmixǉavaǌe operacija
mno�eǌa i deǉeǌa. Pa, da bismo izdvojili bitno u nizu primera nameǌenih os-
mixǉavaǌu ovih operacija opet ²emo koristiti jezik teorije skupova i kaza²emo da
multiplikativnu shemu qini kolekcija od l disjunktnih skupova iste brojnosti m.
Kad su dati brojevi l i m a tra¼i se broj n elemenata unije ovih skupova, tada taj
broj oznaqavamo sa l ·m i tada ka¼emo da ovu shemu prati zadatak mno�eǌa. Kad su
uz ovu shemu dati n i l a tra¼i se m, ka¼emo da je to zadatak deǉeǌa koji nazivamo
particija (raspodela), a kad su dati n i m a tra¼i se l, ka¼emo da je to zadatak
deǉeǌa koji se naziva kvoticija (kolikovaǌe).

Drugi glavni didaktiqki zadatak u ovom bloku je formiraǌe tablice mno�eǌa
i tablice deǉeǌa sa ostatkom: brojeva do 19 sa 2, do 29 sa 3, . . . , do 89 sa 9. Ove
tablice tako±e ulaze u trajni usmeni fond.

Uzimaju²i proizvode 2 · 100, 3 · 100, . . . , 9 · 100, 10 · 100 i kazuju²i da se kra²e
pixu kao 200, 300, . . . , 900, 1000 i kako se qitaju, uvodimo stotine prve hiǉade.
Zbirovi ovih stotina i najvixe dvocifrenih brojeva, npr, 300 + 25, 500 + 94, 700 +
3, . . . ka¼emo da se kra²e pixu kao 325,, 594, 703, . . . i ka¼emo kako se qitaju i
tako formiramo blok brojeva do 1000. Sliqno radimo daǉe sa proizvodima 2 · 1000,
3 · 1000, . . . , 10 · 1000 itd, xire²i tako jox daǉe blokove brojeva. Ovim putem svaki
prirodni broj dobija jedinstveni cifarski zapis, a ovi zapisi slu¼e da se preko ǌih
iska¼u algoritmi izvo±eǌa aritmetiqkih operacija. Sve u svemu, prirodni brojevi su
fundament celokupne matematike i bez obzira na elementarnost naqina obrade koji je
prilago±en deci ranog xkolskog uzrasta, ove sadr¼aje ne smemo nipoxto potceniti.

Postoje matematiqari zvani Naturalisti (me±u ǌima su bili veliki klasiqni
matematiqar Poenkare (Henri Poincaré, 1854–1912) i nemaqki matematiqar Kroneker
(Leopold Kronecker, 1821–1891) i drugi) koji su smatrali da su prirodni brojevi di-
rektni produkt qovekovog uma. Kroneker ka¼e ,,Bog je stvorio prirodne brojeve, sve
drugo je delo qoveka“. S druge strane postoje matematiqari, zvani Formalisti, koji
uzimaju prirodne brojeve kao konstrukcije koje se provode na logiqkoj osnovi. To je, na
primer, sluqaj kad izlagaǌe prirodnih brojeva poqiǌe ab ovo – Peanovim aksiomama
(Giusepe Peano, 1858–1939).

Mi smo ovde usmereni na izdvajaǌe svojstava brojevnih sistema koja, kad su iz-
ra¼ena algebarski, prenose se iz jednog sistema u ǌegovo proxireǌe. Ovaj prenos
sagledavamo kao sluqaj koji obuhvata Pikokov princip permanencije (George Peacock,
1791–1858) kad se odnosi na okvir jednog brojevnog sistema i ǌegovog proxireǌa.
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2. Sistem prirodnih brojeva s nulom

Nax ciǉ u ovom predavaǌu je prikaz operativnih svojstava (tj. svojstava operacija
i relacije poretka) brojevnih sistema. To je tema koju su ovi autori tretirali u svojim
radovima:

[1] Milosav M. Marjanović, Zoran Kadelburg, Structuring Systems of Natural, Positive
Rational and Rational Numbers, The Teaching of Mathematics, 2019, Vol. XXII, 1,
pp. 1–16.

[2] , Number Systems Characterized by Their Operative Properties, The
Teaching of Mathematics, 2019, Vol. XXII, 2, pp. 52–57.

[3] Milosav M. Marjanović, Generalized Associative and Commutative Laws, The Teach-
ing of Mathematics, 2019, Vol. XXII, 2, pp. 71–76.
Prvi i najva¼niji korak u ovom naxem istra¼ivaǌu bio je izdvajaǌe osnovnih ope-

rativnih svojstava sistema N0 prirodnih brojeva s nulom, a koja su ispisana u slede²oj
listi:

(i) (∀k)(∀l) k + l = l + k (iv) (∀k)(∀l) kl = lk

(ii) (∀k)(∀l)(∀m) (k + l) + m = k + (l + m) (v) (∀k)(∀l)(∀m) (kl)m = k(lm)
(iii) (∃0)(∀k) k + 0 = k (vi) (∃1)(0 < 1 i (∀k) k · 1 = k)

(vii) (∀k)(∀l)(∀m) k(l + m) = kl + km

(viii) (∀k)(∀l) (k < l ⇐⇒ (∃m > 0) k + m = l)

(ix) (∀k)(∀l) (k < l ili k = l ili l < k)

(x) (∀k)(∀l)(∀m) (xi) (∀k)(∀l)(∀m > 0)
(k < l ⇐⇒ k + m < l + m) (k < l ⇐⇒ km < lm)

Lista 1

Prime²uje se da smo mi ovu listu formirali redukuju²i svojstva koja izra¼avaju
aksiome ure±enog poǉa. Pa, ako sistem prirodnih brojeva sa 0 gledamo kao strukturu
(N0, +, ·, <), gde je N0 skup prirodnih brojeva, ,,+“ i ,,·“ operacije sabiraǌa i mno¼eǌa,
a ,,<“ relacija poretka, bi²e sva svojstva sa Liste 1 zadovoǉena.

Uopxtavaju²i, neka ure±enu qetvorku (S, +, ·, <) qine neprazni skup S, binarne
operacije ,,+“ i ,,·“ i relacija poretka ,,<“ (gde ne pixemo indeks S da ih razlikujemo od
operacija i relacije u skupu N0) i neka zadovoǉavaju svojstva navedena na Listi 1, ta-
da takvu strukturu zva²emo ure�eno polupoǉe. Kao primere ure±enog polupoǉa mo¼emo
navesti sistem prirodih brojva sa 0, celih brojeva, pozitivnih racionalnih brojeva sa
0, racionalnih i realnih brojeva, a dokaza²emo da va¼i slede²e tvr±eǌe.

Teorema 1. Sistem prirodnih brojeva sa 0 je najmaǌe ure�eno polupoǉe, tj.
svako ure±eno polupoǉe sadr¼i kopiju izomorfnu polupoǉu prirodnih brojeva sa 0.

Dokaz. Zaista, neka je (S, +, ·, <) proizvoǉno ure±eno polupoǉe. Definiximo
induktivno niz N∗ u S, uzimaju²i a0 = 0S , a1 = 1S i, pretpostavǉaju²i da je an

definisan, neka je an+1 = an + 1S . Doka¼imo da je an+m = an + am. Ova relacija je
taqna kad je m = 1; pretpostavimo da je i relacija an+(m−1) = an + am−1 taqna (ovo je
indukcijska pretpostavka). Tada je

an+m = an+(m−1)+1 = an + am−1 + 1S = an + am,
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a xto je trebalo dokazati.

Doka¼imo tako±e da je an·m = an ·am. Za m = 1 imamo an·1 = an = an ·1S = an ·a1.
Pretpostavimo an·(m−1) = an · am−1. Imamo

an·m = an(m−1)+n = an(m−1) + an = an · am−1 + an · 1S = an(am−1 + 1S) = an · am.

Dokazali smo da je ova jednakost taqna za svako m.

Kako je, za svako n, niz N∗ rastu²i, to n < m povlaqi an < am pa je preslikavaǌe
n 7→ an jednoznaqno. Dakle, N∗ je izomorfna kopija sistema N0.

3. Konstrukcija daǉih brojevnih sistema

U ovom delu predavaǌa bavimo se proxireǌem sistema prirodnih brojeva s nulom,
najpre do sistema nenegativnih racionalnih brojeva (u kojem su neograniqeno izvodǉive
operacije mno¼eǌa i deǉeǌa (osim deǉeǌa nulom)), a zatim do sistema svih racional-
nih brojeva (u kojem su izvodǉive sve qetiri osnovne raqunske operacije (osim deǉeǌa
nulom)).

Kao xto je poznato, mogu² je i drugaqiji pristup – da se najpre uvede sistem celih
brojeva (u kojem su izvodǉive operacije sabiraǌa i oduzimaǌa), pa da se zatim taj
sistem proxiri do sistema svih racionalnih brojeva. Mi ²emo i²i prvim pomenutim
putem, jer on odgovara istorijskom redosledu, a koristi se i u naxim programima
(razlomci se uqe u petom, a negativni brojevi u xestom razredu osnovne xkole).

3.1. Sistem nenegativnih racionalnih brojeva

Polazimo, dakle, od sistema (N0,+, ·, <) prirodnih brojeva s nulom i ǌegovih svoj-
stava datih u Listi 1. Najpre uvodimo dva dodatna znaka, ‘‘−’’ i ‘‘ : ’’, koja definixu
,,delimiqne“ operacije na skupu N0, na slede²i naqin:

(1) Ako je k + l = m, tada se l naziva razlikom brojeva m i k, xto se oznaqava sa
l = m− k;

(2) Ako je kl = m i k 6= 0, tada se l naziva koliqnikom brojeva m i k, xto se oznaqava
sa l = m : k.

Izvodi se niz svojstava ovako uvedenih operacija; ovde navodimo slede²a:

(3) a) (k + l)− l = k, (k − l) + l = k; b) (k · l) : l = k, (k : l) · l = k.

(4) a) k = l ⇐⇒ k + m = l + m. b) Ako m 6= 0, onda k = l ⇐⇒ k ·m = l ·m.
(5) k(l −m) = kl − km.

(6) Aditivni i multiplikativni neutralni elementi su jednoznaqno odre�eni.
(7) k · 0 = 0. (8) k : l < (=, >) m : n ako i samo ako kn < (=, >) lm.

(9) k(l : m) = (kl) : m. (10) (k : l) : m = k : (lm).
(11) k : (l : m) = (km) : l. (12) (k : l) : (m : n) = (kn) : (lm).
(13) Za svako m > 0, k : l = (mk) : (ml). (14) (k : l) · (m : n) = (km) : (ln).
(15) (m± n) : k = m : k ± n : k. (16) (k : l)± (m : n) = (kn± lm) : (ln).
(17) k − l < (=, >)m− n ⇐⇒ k + n < (=, >)l + m. (18) (k − l)−m = k − (l + m).
(19) (k + l)−m = k + (l −m). (20) k − (l −m) = (k + m)− l.
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(21) (k − l) + m = (k + m)− l. (22) (k − l) + (m− n) = (k + m)− (l + n).
(23) (k− l)− (m−n) = (k+n)− (l+m). (24) (k− l)(m−n) = (km+ ln)− (kn+ lm).

Ilustracije radi, doka¼imo svojstva (6), (7), (12), (15) i (17), a za sve druge ovde
izostavǉene dokaze videti naxe napred navedene qlanke.

(6) Ako bi 01 i 02 bila dva aditivna neutralna elementa, imali bismo da je 01 =
01 + 02 = 02 + 01 = 02. Dokaz u multiplikativnom sluqaju je sliqan.

(7) k + (k · 0)
(vi)
= (k · 1) + (k · 0)

(vii)
= k(1 + 0)

(iii)
= k · 1 (vi)

= k, pa na osnovu (6) sledi
k · 0 = 0.

(12) (k : l) : (m : n)
(10)
= k : (l(m : n))

(9)
= k : ((lm) : n)

(11)
= (kn) : (lm).

(15) Neka je (m+n) : k = x; tada je m+n = kx. Oznaqimo jox m : k = y, n : k = z;
tada je m+n = ky +kz = k(y + z), i kako je kx = k(y + z), dobijamo na osnovu (4) (zbog
k 6= 0) da je x = y + z. Dokaz u sluqaju znaka minus je sliqan.

(17) Oznaqimo k−l = x, m−n = y; tada je k = l+x, m = n+y, k+n = (l+x)+n =

(l + n) + x, l + m = l + (n + y) = (l + n) + y. Sada va¼i x = y
(3)⇐⇒ (l + n) + x =

(l + n) + y ⇐⇒ k + n = l + m.

Sliqno, x < y
(x)⇐⇒ (l + n) + x < (l + n) + y ⇐⇒ k + n < l + m.

Navedena svojstva, izme±u ostalog, sugerixu uvo±eǌe slede²e relacije u skup
odnosa prirodnih brojeva:

(k : l) ∼ (m : n) ⇐⇒ kn = lm (l, n > 0).

Lako se pokazuje da je ovo jedna relacija ekvivalencije.

Definicija 1. Skup nenegativnih racionalnih brojeva Q+ je skup klasa
prethodno uvedene relacije ekvivalencije. Kratko²e radi, elemente tog skupa oznaqa-
va²emo, na primer, kao k : l (umesto [k : l]).

Inspirisani prethodnim svojstvima (15), (14) i (8), operacije sabiraǌa i mno¼e-
ǌa, kao i relaciju poretka u skupu Q+ uvodimo pomo²u:

(k : l) + (m : n) = (kn + lm) : (ln),

(k : l) · (m : n) = (km) : (ln),
k : l < m : n ako je kn < lm.

Dokazuje se korektnost ovih definicija, tj. da one ne zavise od izabranih predstavnika
klasa ekvivalencije. Na primer, u sluqaju sabiraǌa, pretpostavimo da je k : l = k′ : l′

i m : n = m′ : n′, tj. kl′ = k′l i mn′ = m′n. Tada je

(kn + lm)l′n′ = (kl′)nn′ + (mn′)ll′ = (k′l)nn′ + (m′n)ll′ = (k′n′ + l′m′)ln,

i zato (kn + lm) : (ln) i (k′n′ + l′m′) : (l′n′) pripadaju istoj klasi ekvivalencije.
Razlika i koliqnik dva elementa iz Q+ se definixu sliqno kao u N0. Pritom

va¼i

(k : l)− (m : n) = (kn− lm) : (ln) i (k : l) : (m : n) = (kn) : (lm), m > 0.

Struktura (N0, +, ·, <) se prirodno utapa u novu strukturu (Q+,+, ·, <) identi-
fikuju²i prirodan broj k s odnosom k : 1, pri qemu se lako proverava da ovo utapaǌe
quva operacije i relaciju poretka.
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Ako je k : l, l > 0 pozitivan racionalan broj, vidi se da va¼i (k : l) · (l : k) =
(kl) : (lk) = 1 : 1. Na taj naqin, svaki pozitivan element iz Q+ ima multiplikativni
inverz, za koji se proverava da ne zavisi od izbora predstavnika klase. Koristi²emo
oznaku (k : l)−1 za multiplikativni inverz l : k elementa k : l.

Koriste²i sada slova q, r, s, t, . . . za oznaqavaǌe elemenata skupa Q+, navodimo
listu svojstava operacija i relacije poretka u sistemu (Q+, +, ·, <)

(i) (∀q)(∀r) q + r = r + q (iv) (∀q)(∀r) qr = rq

(ii) (∀q)(∀r)(∀s) (q + r) + s = q + (r + s) (v) (∀q)(∀r)(∀s) (qr)s = q(rs)
(iii) (∃0)(∀q) q + 0 = q (vi) (∃1)(0 < 1 i (∀q) q · 1 = q)

(vii) (∀q 6= 0)(∃r) qr = 1

(viii) (∀q)(∀r)(∀s) q(r + s) = qr + qs

(ix) (∀q)(∀r) (q < r ⇐⇒ (∃s > 0) q + s = r)

(x) (∀q)(∀r) (q < r ili q = r ili r < q)

(xi) (∀q)(∀r)(∀s) (xii) (∀q)(∀r)(∀s > 0)
(q < r ⇐⇒ q + s < r + s) (q < r ⇐⇒ qs < rs)

Lista 2

Ilustracije radi, navodimo dokaze nekih svojstava iz Liste 2.
(ii) Neka je q = k : l, r = m : n i s = i : j. Tada va¼i:

(q + r) + s = ((kn + lm) : (ln)) + (i : j) = ((knj + lmj) + lni) : (lnj),

q + (r + s) = (k : l) + ((mj + ni) : (nj)) = (knj + (lmj + lni)) : (lnj),

odakle sledi tra¼ena jednakost.

(vii) Za q 6= 0, qq−1 = 1 sledi na osnovu definicije multiplikativnog inverza q−1.

(viii) Neka je q = k : l, r = m : n i s = i : j. Tada va¼i:

q(r + s) = (k : l)((m : n) + (i : j)) = (k : l)((mj + ni) : (nj))

= (kmj + kni) : (lnj),

qr + qs = (k : l)(m : n) + (k : l)(i : j) = (km : ln) + (ki : lj)

= (kmlj + klni) : (llnj)
(13)
= (kmj + kni) : (lnj),

odakle sledi da su desne strane prethodnih jednakosti ekvivalentne istom odnosu.

(xi) Neka su k : l, m : n, i : j elementi skupa Q+ (l, n, j > 0). Tada, koriste²i
definicije operacija i relacije poretka u Q+, kao i osnovna svojstva sistema N0,
dobijamo:

k : l < m : n ⇐⇒ kn < lm
(xi)⇐⇒ knjj < lmjj

(iv),(v),(x)⇐⇒ (nj)(kj) + (nj)(li) < (lj)(mj) + (lj)(ni)
(vii)⇐⇒ (nj)(kj + li) < (lj)(mj + ni)

⇐⇒ (kj + li) : (lj) < (mj + ni) : (nj)

⇐⇒ (k : l) + (i : j) < (m : n) + (i : j).
8



Kada se svojstvo (vii) iskǉuqi iz Liste 2, sistemi N0 i Q+ imaju isti skup
osnovnih svojstava. Zato su i sva svojstva koja se iz ǌih izvode tako±e identiqna. To
pokazuje da je za ovo proxireǌe ispuǌen zahtev Pikokovog principa permanencije.

Navodimo neka nova svojstva strukture (Q+, +, ·, <) koja slede iz prethodne liste.
(25′) Za svako q ∈ Q+, q 6= 0, multiplikativni inverz je jednoznaqno odre�en.
(26′) Ako je q, r ∈ Q+ i q > 0, tada jednaqina qx = r ima jedinstveno rexeǌe

u Q+. (Drugim reqima, u strukturi Q+ je definisano deljeǌe, iskǉuquju²i deǉeǌe
nulom.)

(27′) Kadgod je r > 0, koliqnik brojeva q i r iz Q+ se mo�e izraziti kao
q : r = qr−1.

(28′) qr = 0 ako i samo ako je q = 0 ili r = 0.
Doka¼imo svojstva (26′) i (28′).
(26′) Kako je q(q−1r) = (qq−1)r = 1 · r = r, to je q−1r rexeǌe jednaqine qx = r.

Obratno, ako je qx = r, tada je q−1(qx) = q−1r, xto povlaqi da je x = q−1r.
(28′) Implikacija (q = 0 ili r = 0) =⇒ qr = 0 je dokazana u (7) u sluqaju

prirodnih brojeva, pa se prenosi u Q+. Da bismo pokazali da va¼i i obratno, pret-
postavimo, npr, da je r 6= 0. Zbog (7′), 0 je rexeǌe (po q) jednaqine qr = 0. Kako je,
prema (26′), rexeǌe te jednaqine jedinstveno, sledi da je q = 0.

3.2. Sistem racionalnih brojeva

U slede²em koraku se na analogan naqin uvodi skup Q racionalnih brojeva. Kada
budemo koristili operativna svojstva sistema Q+, oznaqava²emo sa (1’), (2’), . . . svoj-
stva (1), (2), . . . sistema N0, primeǌena na elemente sistema Q+ (koja va¼e na osnovu
Pikokovog principa).

Posmatrajmo skup svih formalnih razlika q−r elemenata skupa Q+. Inspirisani
svojstvom

(17’) k − l < (=, >)m− n ⇐⇒ k + n < (=, >)l + m,
definiximo relaciju ,,∼“ u tom skupu pomo²u

q − r ∼ s− t ako je q + t = r + s.

1. ∼ je relacija ekvivalencije.
Jedino je potrebno proveriti tranzitivnost. Pretpostavimo da je q − r ∼ s− t i

s− t ∼ u−v, tj. da je q + t = r+s i s+v = t+u. Tada, dodaju²i v obema stranama prve
jednakosti, a r obema stranama druge, dobijamo q+ t+v = r+s+v i r+s+v = r+ t+u.
Dakle, q + t + v = r + t + u pa skra²uju²i sa t dobijamo q + v = r + u, tj. q− r ∼ u− v.

Definicija 2. Skup Q racionalnih brojeva je skup klasa ekvivalencije pret-
hodne relacije.

Kao i u sluqaju skupa Q+, elemente skupa Q ²emo jednostavno oznaqavati, na
primer, sa q − r.

Iz definicije relacije ∼ neposredno sledi:
2. Za sve q, r i s iz Q+ va�i

q − r ∼ (q + s)− (r + s).
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Na osnovu prethodnog,

ako je q > r va¼i q − r ∼ (q − r)− 0 i oznaqimo αqr = q − r i βqr = 0;
ako je q < r, va¼i q − r ∼ 0− (r − q) i oznaqimo αqr = 0 i βqr = r − q.

Tada se q− r u prvom sluqaju, a r− q u drugom sluqaju zovu apsolutna vrednost
elementa q−r. Prema 2. je q−r ∼ αqr−βqr i αqr−βqr se zove standardni predstavnik
klase q − r.

Lako se vidi da va¼i

3. (q − r)− s = (q − s)− r (q > r + s).
Sada pokazujemo da je standardni predstavnik klase jedinstveno odre±en. Naime,

va¼i

4. Ako je q − r ∼ s− t, tada je αqr = αst i βqr = βst.

Kada je q > r, iz q + t = r + s sledi da je q = (r + s)− t i q− r = ((r + s)− t)− r
3.=

((r + s)− r)− t
(3′)
= s− t. Dakle, αqr = αst i jasno βqr = βst. A ako je q < r, sledi da je

r = (q + t)− s i r − q = ((q + t)− s)− q = ((q + t)− q)− s = t− s. Dakle, βqr = βst i
jasno αqr = αst.

Inspirisani svojstvima (17’), (22’) i (24’), relacija poretka i operacije se u skupu
Q uvode pomo²u:

q − r < s− t ako je αqr + βst < βqr + αst,

(q − r) + (s− t) = (αqr + αst)− (βqr + βst),

(q − r) · (s− t) = (αqrαst + βqrβst)− (αqrβst + βqrαst).

Korektnost ovih definicija sledi iz jedinstvenosti standardnih predstavnika odgo-
varaju²ih klasa.

Element 0− 0 je standardni predstavnik svoje klase. Za q − r ∈ Q va¼i

(q − r) + (0− 0) = (αqr + 0)− (βqr + 0) = αqr − βqr = q − r.

Dakle, vidimo da je 0− 0 aditivni neutralni element.

Za klase q − r i r − q je αqr = βrq i αrq = βqr. Zato je

(q − r) + (r − q) = (αqr − βqr) + (αrq − βrq) = (αqr + αrq)− (βrq + βqr) = 0− 0,

i vidimo da je r − q aditivni inverz za q − r. Taj inverz ²emo oznaqiti sa r − q =
(q − r)−.

Element (1 − 0) ∈ Q ima formu standardnog predstavnika i igra ulogu multip-
likativnog neutralnog elementa. Zaista,

(q − r) · (1− 0) = (αqr · 1 + βqr · 0)− (αqr · 0 + βqr · 1) = αqr − βqr = q − r.

Primetimo da je preslikavaǌe q 7→ q−0 utapaǌe skupa Q+ u Q, koje quva operacije
i relaciju poretka.

Sada mo¼emo da navedemo operativna svojstva sistema (Q,+, ·, <).
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(i) (∀a)(∀b) a + b = b + a (v) (∀a)(∀b) ab = ba

(ii) (∀a)(∀b)(∀c) (a + b) + c = a + (b + c) (vi) (∀a)(∀b)(∀c) (ab)c = a(bc)
(iii) (∃0)(∀a) a + 0 = a (vii) (∃1)(0 < 1 i (∀a) a · 1 = a)
(iv) (∀a)(∃b) a + b = 0 (viii) (∀a 6= 0)(∃b) ab = 1

(ix) (∀a)(∀b)(∀c) a(b + c) = ab + ac

(x) (∀a)(∀b) (a < b ⇐⇒ (∃c > 0) a + c = b)

(xi) (∀a)(∀b) (a < b ili a = b ili b < a)

(xii) (∀a)(∀b)(∀c) (xiii) (∀a)(∀b)(∀c > 0)
(a < b ⇐⇒ a + c < b + c) (a < b ⇐⇒ ac < bc)

Lista 3

Drugim reqima, ponovo je zadovoǉen princip permanencije, a dobijeno je novo svoj-
stvo (iv) egzistencije aditivnog inverznog elementa.

Navodimo kao ilustraciju dokaze nekih od svojstava sa Liste 3.

(vi) Neka su q − r, s− t, u− v elementi skupa Q. Tada va¼i

((q − r)(s− t))(u− v) = ((αqrαst + βqrβst)− (αqrβst + βqrαst))(αuv − βuv)

= (αqrαstαuv + βqrβstαuv + αqrβstβuv + βqrαstβuv)

− (αqrαstβuv + βqrβstβuv + αqrβstαuv + βqrαstαuv),

(q − r)((s− t)(u− v)) = (αqr − βqr)((αstαuv + βstβuv)− (αstβuv + βstαuv))

= (αqrαstαuv + αqrβstβuv + βqrαstβuv + βqrβstαuv)

− (βqrαstαuv + βqrβstβuv + αqrαstβuv + αqrβstαuv),

i tvr±eǌe sledi iz svojstava sistema Q+.

(x) Neka su q−r i s−t elementi sistema Q za koje va¼i q−r < s−t, tj. q+t < r+s.
Uzmimo u = r + s, v = q + t. Tada je

(q−r)+(u−v) = (q+u)−(r+v) = (q+(r+s))−(r+(q+t)) = ((q+r)+s)−((q+r)+t) 2.= s−t.

Obratno, neka je (q− r)+ (u− v) = s− t i 0− 0 < u− v, tj. q +u+ t = r + v + s i v < u.
Iz (q + u + t)− v = (r + v + s)− v ili ((q + t) + u)− v = ((r + s) + v)− v, primeǌuju²i
(3′) i (19′), sledi da je (q + t) + (u + v) = r + s. Dakle, prema (ix) iz Liste 2, va¼i
q + t < r + s, tj. q − r < s− t.

(xiii) Neka su q − r, s − t i u − v elementi sistema Q, pri qemu je 0 − 0 < u − v.
Tada je αuv > 0, βuv = 0, pa va¼i

q − r < s− t ⇐⇒ αqr − βqr < αst − βst ⇐⇒ αqr + βst < βqr + αst

⇐⇒ (αqr + βst)αuv < (βqr + αst)αuv

⇐⇒ αqrαuv + βstαuv < βqrαuv + αstαuv

⇐⇒ αqrαuv − βqrαuv < αstαuv − βstαuv

⇐⇒ (αqr − βqr)(αuv − 0) < (αst − βst)(αuv − 0)

⇐⇒ (αqr − βqr)(αuv − βuv) < (αst − βst)(αuv − βuv)

⇐⇒ (q − r)(u− v) < (s− t)(u− v).
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I u ovom sluqaju se dobijaju neka nova svojstva.

(29′′) Za svako a ∈ Q, aditivni inverz je jedinstveno odre�en.
(30′′) Ako a, b ∈ Q, tada jednaqina a + x = b ima jedinstveno rexeǌe u Q.

(Drugim reqima, u strukturi Q je definisano oduzimaǌe.)
(31′′) Razlika brojeva a i b iz Q se mo�e izraziti kao a− b = a + b−.

(32′′) Neka su x− i 1− aditivni inverzi za x i 1, respektivno. Tada je x− =
1− · x.

Doka¼imo ovo posledǌe svojstvo. Iz

x + 1− · x = 1 · x + 1− · x = (1 + 1−)x = 0 · x = 0

i iz (30′′) sledi da je 1− · x aditivni inverz za x.

Skup svih a ∈ Q za koje va¼i 0 < a oznaqavamo sa Q+ i zovemo skup pozitivnih
racionalnih brojeva. Sliqno se uvodi skup Q− negativnih racionalnih brojeva. Na
osnovu svojstva (ix) va¼i:

a < 0, ili a = 0, ili 0 < a.

Dakle, skup Q je disjunktna unija Q = Q+ ∪ {0} ∪Q−.

5. (a) Proizvod dva pozitivna ili dva negativna broja je pozitivan broj.
(b) Proizvod pozitivnog i negativnog broja je negativan broj.
Zaista, ako je q > 0 i r > 0, onda je qr > 0 i

(q − 0)(r − 0) = (qr − 0), (0− q)(0− r) = (qr − 0),

pa je (a) dokazano. Tako±e,
(q − 0)(0− r) = (0− qr),

pa va¼i i (b).

6. Ako a, b, c ∈ Q i c < 0, onda va�i a < b ⇐⇒ bc < ac.
Neka je a = αqr − βqr, b = αst− βst i c = αuv − βuv, gde je αuv = 0 i βuv > 0. Tada

va¼i

a < b ⇐⇒ αqr − βqr < αst − βst ⇐⇒ αqr + βst < βqr + αst

⇐⇒ (αqr + βst)βuv < (βqr + αst)βuv

⇐⇒ αqrβuv + βstβuv < βqrβuv + αstβuv

⇐⇒ βstβuv − αstβuv < βqrβuv − αqrβuv

⇐⇒ (αst − βst)(0− βuv) < (αqt − βqr)(0− βuv)

⇐⇒ (αst − βst)(αuv − βuv) < (αqr − βqr)(αuv − βuv)
⇐⇒ bc < ac.

4. Svojstvo minimalnosti uvedenih sistema

Podsetimo se da smo u odeǉku 1 pokazali da je sistem prirodnih brojeva s nulom
najmaǌe ure±eno polupoǉe, tj. da svako ure±eno polupoǉe sadr¼i kopiju izomorfnu
polupoǉu N0. Sada ²emo dokazati odgovaraju²a svojstva za strukture Z, Q+ i Q.
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Nazovimo strukturu (S, +, ·, <):
1◦ ure�enim polupoǉem s aditivnim inverzom ako zadovoǉava svojstva nabro-

jana u Listi 1 , kao i dodatno svojstvo (∀a)(∃b) a + b = 0.
2◦ ure�enim polupoǉem s multiplikativnim inverzom ako zadovoǉava svoj-

stva nabrojana u Listi 2.
3◦ ure�enim poǉem ako zadovoǉava svojstva nabrojana u Listi 3.

Teorema 2. Struktura celih brojeva (Z, +, ·, <) je najmaǌe ure�eno polupoǉe
s aditivnim inverzom.

Pritom se skup Z definixe kao Z = N0 ∪ N−, gde je N− = {n− | n ∈ N }.
Dokaz. Neka je (S,+, ·, <) proizvoǉno ure±eno polupoǉe s aditivnim inverzom

i neka je f : N0 → S, f(n) = an preslikavaǌe definisano u dokazu teoreme 1. To
preslikavaǌe mo¼emo produ¼iti do preslikavaǌa g : Z→ S na slede²i naqin:

g(z) =
{

az, za z > 0,
−a−z, za z < 0.

Doka¼imo da je preslikavaǌe g injektivno i da ,,quva“ operacije ‘‘+’’ i ‘‘·’’ i relaciju
‘‘<’’.

1◦ Neka z1, z2 ∈ Z i neka je g(z1) = g(z2). Jasno je da postoje samo dve mogu²nosti:
z1, z2 > 0 ili z1, z2 < 0. U prvom sluqaju imamo da je az1 = az2 , i, kako je preslikavaǌe
f : N → S injektivno, sledi da je z1 = z2. U drugom sluqaju, iz −a−z1 = −a−z2 sledi
da je a−z1 = a−z2 , pa je −z1 = −z2 i z1 = z2. Dakle, g je injektivno preslikavaǌe.

2◦ Poka¼imo da g(z1 + z2) = g(z1) + g(z2) va¼i za sve z1, z2 ∈ Z. Ova relacija
trivijalno va¼i ako je z1 = 0 ili z2 = 0. Daǉe razlikujemo slede²e sluqajeve:

(a) z1, z2 > 0. Tada g(z1 + z2) = az1+z2 = az1 + az2 = g(z1) + g(z2).
(b) z1 > 0, z2 < 0, z1 + z2 > 0. Tada:

g(z1 + z2) = az1+z2 = az1−(−z2) = az1 − (a−z2) = g(z1) + g(z2).

(v) z1 > 0, z2 < 0, z1 + z2 < 0. Tada:

g(z1 + z2) = −a−(z1+z2) = −a(−z2)−z1 = −(a−z2 − az1) = az1 + (−a−z2) = g(z1) + g(z2).

(g) z1, z2 < 0. Tada:

g(z1 + z2) = −a−(z1+z2) = −a(−z1)+(−z2) = −(a−z1 + a−z2) = −a−z1 + (−a−z2)

= g(z1) + g(z2).

3◦ Poka¼imo sada da g(z1 · z2) = g(z1) · g(z2) va¼i za sve z1, z2 ∈ Z. Ponovo je
sluqaj z1 = 0 ili z2 = 0 trivijalan. Pozmatrajmo slede²e mogu²e sluqajeve:

(a) z1, z2 > 0. Tada je g(z1 · z2) = az1·z2 = az1 · az2 = g(z1) · g(z2).
(b) z1 > 0, z2 < 0 (tj. z1 · z2 < 0). Tada imamo

g(z1 · z2) = −a−(z1·z2) = −az1·(−z2) = −(az1 · a−z2) = az1 · (−a−z2) = g(z1) · g(z2).

(v) z1, z2 < 0 (tj. z1 · z2 > 0). Tada va¼i slede²e:

g(z1 · z2) = az1·z2 = a(−z1)·(−z2) = (−a−z1) · (−a−z2) = g(z1) · g(z2).
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4◦ Najzad, poka¼imo da z1, z2 ∈ Z i z1 < z2 povlaqi g(z1) < g(z2).
Iz z1 < z2 sledi da z1 + m = z2 va¼i za neko m > 0. Kako je pod 2◦ dokazano da

je g(z2) = g(z1) + g(m), to je g(z1) < g(z2), zbog g(m) > 0.
Dakle, dokazali smo da je g[Z] izomorfna kopija skupa Z.

Teorema 3. Struktura (Q+, +, ·, <) nenegativnih racionalnih brojeva je naj-
maǌe ure�eno polupoǉe s multiplikativnim inverzom.

Dokaz. Neka je (S, +, ·, <) proizvoǉno ure±eno polupoǉe s multiplikativnim in-
verzom i neka je f : N0 → S, f(n) = an preslikavaǌe definisano u dokazu teoreme 1.
Definiximo preslikavaǌe h : Q+ → S pomo²u

h(k/l) = ak : al, za k, l ∈ N, l > 0.

Pokaza²emo da je preslikavaǌe h injektivno i da ,,quva“ operacije ‘‘+’’ i ‘‘·’’ i relaciju
‘‘<’’.

1◦ Neka su k1/l1, k2/l2 ∈ Q+ takvi da je h(k1/l1) = h(k2/l2). Tada je ak1 : al1 =
ak2 : al2 , pa sledi da je ak1 ·al2 = ak2 ·al1 , dakle ak1l2 = ak2l1 . Ovo znaqi da je k1l2 = k2l1
i najzad k1/l1 = k2/l2. Dakle, preslikavaǌe h je injektivno.

2◦ Za proizvoǉne elemente k1/l1, k2/l2 iz Q+ va¼i slede²e:

h(k1/l1 + k2/l2) = h((k1l2 + k2l1)/(l1l2)) = ak1l2+k2l1 : al1l2

= (ak1al2 + ak2al1) : (al1al2) = (ak1 : al1) + (ak2 : al2) = h(k1/l1) + h(k2/l2).

3◦ Za sve k1/l1, k2/l2 ∈ Q+ imamo da je

h((k1/l1) · (k2/l2)) = h((k1k2)/(l1l2)) = ak1k2 : al1l2 = (ak1ak2) : (al1al2)

= (ak1 : al1) · (ak2 : al2) = h(k1/l1) · h(k2/l2).

4◦ Neka su k1/l1 i k2/l2 elementi skupa Q+, takvi da je k1/l1 < k2/l2. Tada je
k1l2 < k2l1, i sledi da je ak1l2 < ak2l1 . Daǉe, ak1al2 < ak2al1 , i najzad ak1 : al1 < ak2 :
al2 , tj. h(k1/l1) < h(k2/l2).

Time je dokazano da je h[Q+] izomorfna kopija skupa Q+.

Teorema 4. Struktura racionalnih brojeva (Q, +, ·, <) je najmaǌe ure�eno
poǉe.

Dokaz. Neka je (S,+, ·, <) proizvoǉno ure±eno poǉe i neka je g : Z→ S preslika-
vaǌe korix²eno u dokazu teoreme 2. Definiximo rpeslikavaǌe j : Q→ S pomo²u

j(p/q) = g(p) : g(q), za p ∈ Z, q ∈ N, q 6= 0.

Dokaza²emo da je j injektivno preslikavaǌe i da ,,quva“ operacije ‘‘+’’ i ‘‘·’’ i relaciju
‘‘<’’.

1◦ Neka su p1/q1, p2/q2 ∈ Q takvi da je j(p1/q1) = j(p2/q2). Tada je g(p1) : g(q1) =
g(p2) : g(q2). Ili, drugaqije, g(p1) · g(q2) = g(p2) · g(q1), xto povlaqi da je g(p1q2) =
g(p2q1). Ovo znaqi da je p1q2 = p2q1, pa je p1/q1 = p2/q2. Ovim je dokazano da je
preslikavaǌe j injektivno.

2◦ Slede²e va¼i za svaka dva elementa p1/q1, p2/q2 iz Q:

j(p1/q1 + p2/q2) = j((p1q2 + p2q1)/(q1q2)) = g(p1q2 + p2q1) : g(q1q2)

= (g(p1)g(q2) + g(p2)g(q1)) : (g(q1)g(q2))

= (g(p1) : g(q1)) + (g(p2) : g(q2)) = j(p1/q1) + j(p2/q2).
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3◦ Neka p1/q1, p2/q2 ∈ Q; tada:

j((p1/q1) · (p2/q2)) = j((p1p2)/(q1q2)) = g(p1p2) : g(q1q2) = (g(p1)g(p2)) : (g(q1)g(q2))

= (g(p1) : g(q1)) · (g(p2) : g(q2)) = j(p1/q1) · j(p2/q2).

4◦ Neka su p1/q1 i p2/q2 elementi iz Q za koje va¼i p1/q1 < p2/q2. Tada je
p1q2 < p2q1, xto povlaqi g(p1q2) < g(p2q1). Sledi da je g(p1)g(q2) < g(p2)g(q1) i,
najzad, g(p1) : g(q1) < g(p2) : g(q2), tj. j(p1/q1) < j(p2/q2).

Tako smo dokazali da je j[Q] izomorfna kopija skupa Q.

5. Generalisani komutativni i asocijativni zakoni

Kad pixemo a+ b, tada ovaj izraz ima dva znaqeǌa – sintaktiqko, to je zapis kojim
predstavǉamo zbir dva broja, i semantiqko, kao broj koji predstavǉamo tim zapisom
(a koji nazivamo brojevna vrednost tog zbira). Me±utim kad pixemo a + b + c, tada
ovaj zapis nazivamo zbir tri broja (koriste²i ovaj termin sa sintaktiqkim znaqeǌem),
ali xta je ǌegova brojevna vrednost, tj. koji broj tim zapisom predstavǉamo? Zbirovi
a + b i b + c imaju svoju brojevnu vrednost, tj. ǌima tako±e oznaqavamo brojeve, pa je
to sluqaj i sa zbirovima (a + b) + c i a + (b + c). Asocijativni zakon, kao princip
aritmetike, ka¼e da su ova dva broja jednaka, tj. (a + b) + c = a + (b + c). Bilo koji od
ǌih, recimo (a + b) + c, mo¼emo uzeti da odre±uje brojevnu vrednost zbira a + b + c.

Da li ²e se vrednost ovog zbira meǌati permutovaǌem ǌegovih qlanova? Mo¼emo
da permutujemo sabirke zbira dva broja. Recimo bi²e a + b = b + a ili (a + b) + c =
c+(a+b) na osnovu komutativnog zakona za sabiraǌe, koji tako±e uzimamo za princip
aritmetike. Primeǌuju²i jednom asocijativni a drugi put komutativni zakon i tako
redom, dobijamo slede²i niz jednakosti

(a + b) + c = a + (b + c) = a + (c + b) = (a + c) + b = (c + a) + b

= c + (a + b) = c + (b + a) = (c + b) + a = (b + c) + a

= b + (c + a) = b + (a + c) = (b + a) + c.

Vidimo da je 1 · 2 · 3 = 6 permutacija slova a, b, c i za svaku permutaciju dva naqina
ǌihovog asociraǌa, pa je to 6 · 2 = 12 razliqitih izraza koje smo upravo ispisali.

Kad asociramo na sve mogu²e naqine zbir qetiri broja a + b + c + d ima²emo dva
naqina uz zbir (a+ b+ c)+ d, jedan uz (a+ b)+ (c+ d) i opet dva uz zbir a+(b+ c+ d).
Ukupno, to je 5 razliqitih asociraǌa. Slova a, b, c, d mo¼emo permutovati na 1 ·2 ·3 ·4 =
24 naqina. Sve u svemu, to je 24·5 = 120 razliqitih zbirova pa i ne pomixǉamo da bi ih
trebalo me±usobno jednaqiti kako smo to radili u sluqaju zbira tri broja. Dokaza²emo
da takve jednakosti va¼e u opxtem sluqaju zbirova i proizvoda n brojeva.

Komutativni i asocijativni zakon qesto se vide da su formulisani u xkolskim
kǌigama za matematiku, gde se ne koriste na bitan naqin pa samo slu¼e kao ,,dekora-
tivni“ detaǉi. Pre nego xto doka¼emo ǌihova uopxteǌa navedimo nekoliko primera
zbirova n brojeva gde se koriste ova uopxteǌa kao deo rutine koja preovladava i gde
pomisao da tu ipak treba nexto dokazivati nikad se ne pojavǉuje.

1. Dobro je poznata priqa o Gausu (Carl Friedrich Gauss, 1777–1855), koji je kao
±ak izraqunao zbir brojeva od 1 do 100 tako xto je spario 1 i 100, 2 i 99, . . . , 50 i 51,
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pa zbirove ovih parova, koji su svi jednaki 101 pomno¼io ǌihovim brojem 50 i dobio
101 · 50 = 5050.

2. Pitagorina formula za zbir neparnih brojeva. Posmatrajmo slede²u kvadratnu
slagalicu

© © © . . . ©
© © © . . . ©
© © © . . . ©

· · · · · · · · ·
© © © . . . ©

koju qini n kru¼i²a u n redova. Poqiǌu²i s prvim kru¼i²em u prvom redu, zatim
sa slede²a 3 koji zajedno s prvim qine kvadrat . . . do krajǌih 2n − 1 koji sa svim
prethodnim qine kompletnu sliku, dobija se zbir 1 + 3 + · · ·+ (2n− 1) kru¼i²a. Poxto
u n redova imamo po n kru¼i²a, ǌihov broj je i n ·n. Dakle, 1+3+ · · ·+(2n−1) = n ·n.

3. Na Rjepinovu platnu Mentalna aritmetika (Repin, Mental Arithmetic) vidi se
grupa deqaka okupǉenih oko svog uqiteǉa, gde usmeno raqunaju

(102 + 112 + 122 + 132 + 142) : 365.

Pratimo ǌihov mogu²i tok misli. Kvadriraju²i 10 i zbirove 10 + 1, 10 + 2, 10 + 3 i
10 + 4, ima²emo 5 · 100 + 20 + 40 + 60 + 80 + 1 + 4 + 9 + 16 = 500 + 200 + 30 = 730 pa je
730 : 365 = 2. Drugi nexto br¼i naqin je kvadriraǌe brojeva 12− 2, 12− 1, 12, 12 + 1,
12 + 2. Zdru¼ivaǌem 144 − 2 · 12 · 2 + 4 sa 144 + 2 · 12 · 2 + 4 i 144 − 2 · 12 · 1 + 1 sa
144 + 2 · 12 · 1 + 1 ima²emo 5 · 144 + 2(4 + 1) = 720 + 10 = 730, pa je opet 730 : 365 = 2.

Raqunaǌe na ovaj drugi naqin je lakxe ali je obrazlo¼eǌe postupka suptilinije.
Razlike shvatamo kao jedan broj (pa bi ih trebalo pisati sa zagradama) i primeǌujemo
pravilo (a−b)+b = a. Zaista, uzimaju²i a−b = x bi²e a = x+b i (a−b)+b = x+b = a.
U realnoj xkolskoj nastavi prihvata se pravilo da se broj ne meǌa kad od ǌega oduzmemo
neki drugi broj pa zatim taj isti broj dodamo.

Kad su prirodni brojevi u pitaǌu, zavisnost ideje broja od percepcije skupa ima
sna¼nu intuitivnu osnovu. Naime, radi se o Kantorovom principu invarijantnosti
broja (Georg Cantor, 1845–1918): broj ne zavisi od prirode elemenata skupa, niti od
bilo kog ǌegovog strukturisaǌa (poretka elemenata, naqina ǌihovog grupisaǌa itd).
Za zbirove solidnu intuitivnu osnovu predstavǉa generalisana aditivna shema kao
kolekcija n disjunktnih skupova, a to qini prihvatǉivim znaqeǌe i svojstva zbiro-
va n prirodnih brojeva. Ali ta intuitivna osnova ne mo¼e poslu¼iti da se prenese
znaqeǌe zbira n brojeva i svojstava nezavisnosti ǌegove brojevne vrednosti od naqina
zdru¼ivaǌa sabiraka i razmene ǌihovih mesta. Kad su sabirci racionalni ili realni
brojevi, rutina preovladava pa se to prihvata u teku²oj nastavi bez ikakve sumǌe. Ima
vixe primera te vrste, recimo to je geometrijska progresija kad su a0 i q proizvoǉni
realni brojevi. Za proizvode n brojeva nedostaje ovakva intuitivna osnova qak i kad
se radi o prirodnim brojevima.

Sad se mi usmeravamo na dokaze generalisanog asocijativnog i komutativnog zakona
za sabiraǌe. Dokazi se oslaǌaju na asocijativni i komutativni zakon za sabiraǌe ali
bi u svemu bio isti za mno¼eǌe pri qemu bi se znak ,,+“ svuda zameǌivao znakom ,,·“. Jox
opxtije, isti dokazi bi va¼ili za bilo koju binarnu operaiju ,,∗“ koja je komutativna
i asocijativna.
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Brojevna vrednost zbira a1 + a2 + a3 definixe se kao broj (a1 + a2) + a3 i taj
broj oznaqavamo pixu²i a1 + a2 + a3. Pretpostavimo da je brojevna vrednost zbira
n − 1 brojeva definisana i da se oznaqava sa a1 + a2 + · · · + an−1. Tada brojevna
vrednost zbira n brojeva definixe se kao broj (a1 + a2 + · · ·+ an−1) + an i oznaqava
sa a1 + a2 + · · ·+ an. Primetimo da u definiiji brojevne vrednosti zbira imamo jedan
fiksirani redosled zdru¼ivaǌa

((
(a1 + a2) + a3

)
+ a4

)
+ a5 + · · · ,

ali taj redosled nije bitan, jer ²emo upravo dokazati uopxteni asocijativnim za-
kon:

Teorema 5. Vrednost zbira n brojeva ne zavisi od naqina zdru�ivaǌa ǌegovih
sabiraka.

Dokaz. Tvr±eǌe je taqno za zbirove tri broja. Pretpostavimo da je taqno za
zbirove m brojeva, gde je m < n. Tada,

(a1 + · · ·+ an−1) + an = ((a1 + · · ·+ an−2) + an−1) + an

= (a1 + · · ·+ an−2) + (an−1 + an) = · · · = (a1 + · · ·+ an−3) + (an−2 + an−1 + an)

= · · · = a1 + (a2 + · · ·+ an).

Svako zdru¼ivaǌe qlanova zbira a1 + a2 + · · · + an zavrxava se jednim od finalnih
zdru¼ivaǌa koje smo gore naveli, xto dokazuje tvr±eǌe teoreme.

Sad formulixemo i dokazujemo uopxteni komutativni zakon:

Teorema 6. Vrednost zbira n brojeva ne zavisi od redosleda sabiraka.

Dokaz. Tvr±eǌe je taqno za zbirove tri broja. Pretpostavimo da je taqno za sve
zbirove m brojeva kad je m < n. Neka je s brojevna vrednost zbira a1 +a2 + · · ·+an i
neka je a′1, a

′
2, . . . , a

′
n−1 proizvoǉna permutacija ǌegovih prvih n − 1 qlanova. Tada je,

prema indukcijskoj pretpostavci,

s = (a′1 + · · ·+ a′n−1) + an = ((a′1 + · · ·+ a′n−2) + a′n−1) + an

= (a′1 + · · ·+ a′n−2) + (a′n−1 + an) = (a′1 + · · ·+ a′n−2) + (an + a′n−1)

= (a′1 + · · ·+ a′n−2 + an) + a′n−1.

Prema indukcijskoj petpostavci u posledǌem zbiru u zagradi, an se mo¼e pomerati da
bude izme±u bilo koja dva sabirka ili ispred ǌih svih. Tako za sve te permutacije
vrednost zbira a1 + · · ·+ an se ne meǌa, a to je i trebalo dokazati.

Ovi dokazi mogu se ukǉuqiti u programe dobrih sredǌih xkola. Ali budimo i
malo skeptiqni pa ka¼imo da se xkolska matematika tako±e uqi drilovaǌem zadacima.

Sa sadr¼ajem koji izla¼emo ovde trebalo bi da budu upoznati svi koji predaju
matematiku u xkoli, bilo da su predmetni nastavnici, bilo uqiteǉi. A bi²e kad se
ovi sadr¼aji na±u u kursevima didaktike matematike koji ²e slu¼iti produbǉivaǌu
znaǌa xkolske matematike.
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