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POPMUPAILE I CTPYRKTYPUCAILE
BPOJEBHUX CUCTEMA

ap Mwuaocas M. MapjauoBuh, np 3opan Kanenoypr

1. ¥YBon

[IpenucraBajyhu Fykaudose Eaemenwme BuauMo na cy OpojeBM TeMa Koja je HAJeKO
Haj3acrymibernja. Omn 13 kmura osor kjaacuudor menaa: d, 7, 8, 9, 10. u 12. roroso cy y
nornysoctu nocsehene 6pojesuma kao temu. (Bumern, anp, Euclid’s Elements of Geometry,
Edited and provided with a modern English translation by Richard Fitzpatrick). ¥ Eae-
menmuma ¢y (IO3UTUBHU) peasHu OPOjeBU KOHIMIMPAHU KAO KJIACe eKBUBAJEHIMje pa3Mepa
ucroponuux mMarauryga A u B: A: B ~ C : D, xan je UCIHymeH yCiIoB

(Vm)(¥n) mA > (=,<) nB ako u camo ako je mC > (=,<) nD.

Kopucrehu caBpemenn je3auk mMaremMaTuke, MOKEMO pehu ma ce MpeTNOCTaB/ba €r3UCTEHI]A,
ckyna Ny mpuponuux 6pojeBa 1 HEroBo nejcTBO Ha ckyn M Marautyna.

3aarBibyje JOTMYKa IPEemu3HOCT Faemenama KOjy HUje MMaja MaTeMaTHKa y OKBUDPY
IPYTUX BEJNVKUX KJIACUYHUX IUBUIM3ANMja, ald je camMa JeduHUIMja Opoja, a IMOTOTOBY WU3-
BoDeme omepanyja Ha MArHUTy AaMa, a He Ha caMUM OPOjeBUMa, YMHUIIO OBY TEOPU]Y CIOKEHOM
mTO je Takohe ciyTaBasio HeH najby pa3Boj cBe 10 noba Penecance.

IlekaproB (René Descartes, 1596-1650) momen GpojeBHe (mony)mpase, rue Cy MarHu-
Tyl TpeJCTaB/heHe MHTEPBANUMA & HUXOBE MY:KWHE PEJATUBHO jeUHUYHA IV KaO PEAHU
OpojeBu U TAe ce omepalrje MHOKEHmA U IeJbeiba M3BOAE KA0 KOHCTPYKIMje YeTBPTE MPOIOp-
UOHAJE, OO je BEJIWKM KOPak y MojeqHOCTaBbemny EymokcoBe Teopuje. 3HaUajaH MOICTUIA]
OBOM TOjeaHOCTaBbewny Ouna je Bueroa (Francois Viéte, 1540-1601) caosra aure6pa (lo-
gistica speciosa) ma ce kaxe na rue je Buer crao Iekapr je macrasumo. Hamomenumo na je
BueroBa anrebpa jom yBek peTopmyka IOK je Kox [lekapra CKOPO y NOTIYHOCTH (hOpMUDPaHA
Kao caBpeMeHa cuMOOJMYKa ajredopa.

OBO mOjeIHOCTABILEHO CXBATAKHE PEANHUX OPOjeBa MOCTENEHO je yIA3WI0 U Y IIKOJICKE
mporpaMe ma ce y caBpeMeHoj mkoau obpalbyjy cucreMu mpupomHUX OpojeBa, MO3UTUBHUX
panuoHaJHUX OpojeBa (pasioMIM), 3aTUM PANMOHAJHUX U peannux OpojeBa. Ta je obpana
BPJIO HEMOTIYHA U BPJIO HeyjeoHaueHa of 3eMibe OO 3eMie. CBM Mu, crapuju Mame, Miaabu
BUIIE, MOKEMO ce cehaTy HamuX NaHa IPOBENEHNX Y OCHOBHO] MIKOJIY U YU€Hha IPUPOTHUX OPO-
jeBa y TOKy mpBa uyeTupu paspena. [loctoje Bemuke pas3nuke Kako cy T caap:kaju oOpabuBanu
y PA3IUUUTUM TEPUOINMA, A CaJ CKAIMPAjMO IITa Ce MOCTWKE BekbaMma y KojuMa Cy apuT-
METUYKM CAIPKAJU YIIETEHN Y CBAKOJIHEBHE CUTYAIHje.

Apurmernka ce ociama Ha (EHOMEHOJOTH]Y KOjy YMHE KOJEKIMje 00jerara Koje omaskaMo
y IPOCTOPY OKO Hac. ¥ IUIAKTUAIM MaTeMaTHKe 3a Te 00jeKTe KaKeMO Na CY CKYnosu Ha
onaxcajrom Hueoy. lloueTHa TemMa apuTMETUKe je Opojame KOje UUHU NPABUAHO PEeYumo-
same nazuea bpojesa (mo 10) u npebpojasame crynosa uuju je 6poj objexkara majsume 10.
Tako ce dopmupa nouetsun 640k 6pojesa do 10, y OKBUPY KOTa Ce OCMUNLBABAJY onepayuje
cabupamwa u 00yzumamna. OBO OCMUINIbABALE BPIIA CE MyTEM IpPUMEpaA Alu Oa Ka:KeMO IITa
je burHO y TMM mpuMeprMa KOpuCTUNeMO je3uk Teopuje ckymoBa. Hamme, kazahemo ma adu-
MUBHY Cremy YMHA Tap MUCjVHKTHAX CKYNOBa U 1a je IpaTu 3a0amak cabupamna Kal ce 3Ha
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Opoj enemMeHaTa OBUX CKyIOBa a Tpa:xku ce Opoj eneMeHara muXoBe yHHje. Ty mcTy cxemy
opartu 3a0amak 00y3uMamha Kal ce 3Ha OpOj eleMeHaTa YHUje M jeJHOr OJ THUX CKYIOBa a
Tpa:ku ce OpOj eleMeHaTa OPYror Ol HUX.

OBo 3maueme omepaiuja je mepmanentHo ma u 36mposu 10 + 1, 10+ 2, ..., 10 + 10
nMajy Hasemenu cummcao. Obenexasajyhu ux gpahe ca 11, 12, ..., 20 (u maBomehu nasuse
oBux Gpojesa) popmupa ce 6.0k Opojesa do 20. T'naBHM DUAAKTUYKA 330aTaK Y OBOM BJIOKY
je dopmupame mabauye cabupamna.

36up 20 4+ 10 o3mauaBamo kpahe ca 30 u oBaj 6poj unramo mpudecem, 36up 30 + 10
o3mauaBamo ca 40 u yumramo wempodecem, ..., 36up 90 + 10 numemo xpahe 100 u umramo
cmo. OBe GpojeBe Ha3MBaMO decemuue npae cmomure. 30MpoBe TeCeTuIa 1 jeTHOMU(YEHUX
opojesa, Hup, 20+ 7, 40+2, 70+ 8, ... , mumemo kpahe 27, 42, 78, ... u unramo dsadecem
cedam, wempoecem 08a, cedamoecem 0CaM, ... Ta TAKO IMOPel AeCETUIa OCMUIIBABAMO U
ocrase 6pojese u3 b.u0Ka b6pojesa do 100.

[TpBu rnaBHM AMAAKTUYKM 3alaTak y OKBUPY OBOT OJIOKA je OCMUIIbABAILE ONMepal)ja
MHomcewa u dewewa. Ila, ma Gucmo M3ABOjUIM OUTHO y HU3Y HTpUMEpa HAMEHEHUX OC-
MUIIJbABAKY OBUX ONeparuja ometT heMo KOPUCTUTHU je3UK Teopuje CKymoBa u kazahemo ma
MYAMUNAUKGMUBHY CTEMYy YMHUA KOJEKNrja OX | MUCjyYHKTHUX CKyHOBa UCTE OPOjHOCTHA M.
Kan cy matm 6pojeBu [ u m a tpaxku ce Opoj n ereMeHATA yHUje OBUX CKYNOBA, Tala Taj
6poj o3HauaBaMo ca [ - m ¥ Taza KaKeMo Na OBY CXeMYy TMpaTH 3a0amak MHOxcemwa. Ram cy
y3 OBY CXeMy JaTU N U [ a TPasKu ce m, KakeMO 1a je TO 3a0amak 0enemha KOju Ha3UBAMO
napmuyuja (pacnodesa), a Kax Cy AT n U M a TPaku ce [, KaKeMo Ha je T0 3a0amak
demema KOJU ce Ha3uBa kKeomuyuja (Koaukosame).

Jpyru riaBHA IUIAKTAYKY 33aTak Y OBOM OJIOKY je (OpMUpAHmE MabAUUE MHONCEDQ
u mabauye dememwa ca ocmamrom: d6pojesa mo 19 ca 2, mo 29 ca 3, ..., mo 89 ca 9. Ose
tabaune Takobhe ynaaze y TpajHU yCMeHU (OHI.

Y3umajyhu mpoussome 2 - 100, 3 - 100, ..., 9-100, 10 - 100 n xa3yjyhu ma ce gpahe
mumry kao 200, 300, ..., 900, 1000 u xako ce uuTajy, yBOAUMO CMOMUNHE NPBE TULHAJE.
30upoBM OBUX CTOTMHA U HajBuime msomudperux Opojesa, Hmp, 300 + 25, 500 4 94, 700 +
3, ... rakeMo ma ce kpahe mmmy kao 325,, 594, 703, ... u KaKeMO KaKO C€ YUTA]y U
Tako Gopmupamo 640k 6pojesa do 1000. Cnmuno pammmo masme ca mpomssoamma 2 - 1000,
3-1000, ..., 10 - 1000 urza, mmpehu Tako jom mame OiaokoBe OpojeBa. OBuM myTeM cBaku
npupoHU OpOoj nobuja jeMMHCTBEHM yudapcru 3anuc, a OBU 3AINCU CIyXe Ta Ce MPEKO HBUX
MCKaKY aJrOPUTMU U3BODhema apurMeTndkux omepamuja. Cse y cBeMy, mpupoaau OpojeBu Cy
(GyHITAMEHT IeJOKyIHe MaTeMaTuke U 06e3 003upa Ha eJeMeHTApHOCT HauuHa o0pane Koju je
mpuiarobheH menu paHOT MKOJICKOT y3pacTa, OBE Caap/kaje He CMEMO HUMOIITO HOTIEHUTH.

[Tocroje marematuuapu 3sanu Harypamuctu (MeDy muMa cy OWIM BENIUKM KIACUYHU
marematuyap [loenkape (Henri Poincaré, 1854-1912) u memauku maremaruyap Kpomekep
(Leopold Kronecker, 1821-1891) u apyru) koju cy cMaTpajgu ga Cy IPUPOIHU OPOjeBU -
PEKTHU TPOAYKT YOBEKOBOT yMa. Kpouekep kaske ,,bor je crBopumo mpupoane OpojeBe, cBe
npyro je meno doeka“. C mpyre cTpame mocroje maremaruuapu, 3Banu Popmanmcru, Koju
y3uMajy IpupoaHe OpojeBe Kao KOHCTPYKIMje KOje ce MPOBOJE Ha JIOTUYKO] OCHOBHU. 10 je, HA
mpuMep, cIydaj Kaj m3jarame IpupomHux OpojeBa moumibe ab ovo — IleanoBuMm akcmomama

(Giusepe Peano, 1858-1939).

Mu cmo oBme ycMepeH:u Ha M3ABajame CBOjCTaBa OPOjEBHUX CHCTEMA KOja, Kajl Cy W3-
paskeHa ajre0apckm, IpeHOCE Ce M3 jelHOT CUCTeMa y Weroo mpomupeme. (Baj mpeHoc
carsieaBaMo Kao cayuaj koju obyxsara I[Tuxokoe npunyun nepmanenyuje (George Peacock,

1791-1858) kam ce 0HOCKH HA OKBUD jeJHOT OPOjEBHOT CUCTEMA U HETOBOT MPONIUAPEHA.
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2. Cucrem mpupomHUX OpojeBa C HYJIOM

Ham num y oBoM npenaBamy je IpUKa3 olepaTUBHUX CBOjCTaBa (Tj. CBOjCTaBa omeparmja
u pesainuje nopeTka) 6pojeBHuX cucrema. To je TeMa KOojy Cy OBU ayTOPU TPETUPAJH Y CBOJUM
pamoBuMa:

[1] Milosav M. Marjanovi¢, Zoran Kadelburg, Structuring Systems of Natural, Positive
Rational and Rational Numbers, The Teaching of Mathematics, 2019, Vol. XXII, 1,
pp- 1-16.

2] | Number Systems Characterized by Their Operative Properties, The
Teaching of Mathematics, 2019, Vol. XXII, 2, pp. 52-57.

[3] Milosav M. Marjanovié¢, Generalized Associative and Commutative Laws, The Teach-
ing of Mathematics, 2019, Vol. XXII, 2, pp. 71-76.

[TpBu 1 HAjBaKHU]U KOPAK Y OBOM HAIEM UCTPAKUBAKHY OO je M3mBajame OCHOBHUX OTe-
paTMBHUX CBOjcTaBa cucteMa Ny mpupoaHux OpojeBa ¢ HyJIOM, a Koja cy ucnucana y cuaenehoj
JINCTU:

i) (VE)VD)k+1l=1+k (iv) (Vk)(VI) kl = Ik
(ii) (VE)VO)(Vm) (k+1)+m=k+ (I +m) (v) (VE)(VD)(Ym) (kl)m = k(Im)
(iii) (30)(VK)k+0=k (vi) AN(0< 1 u (VE)k-1=k)
(vii) (Yk)(VD)(Ym) k(I +m) = kl + km
(viii) (VE)(VI) (k<! <= (Im>0)k+m=1)
(ix) VE)V) (k <l unau k=1 uaul < k)

(x) (VE)(VI)(¥Ym) (xi) (Vk)(VL)(Vm > 0)
(k<l <= k+m<l+m) (k<l <= km <lIm)

JIucra 1

[Tpumehyje ce ma cMO MM OBy JHMCTY GOopMUpPAIN penyKyjyhu cBOjcTBa Koja U3paskaBajy
akcuome ypebenor mosma. [la, ako cuctem mpupomnux 6pojeBa ca (0 riaegaMo Kao CTPYKTYPY
(No, +, -, <), rae je Ng ckyn npupoaaux 6pojesa, ,+ “ u - onepaimje cabupama 1 MHOKEHA,
a ,,<'“ penamnuja moperka, ouhe cBa cBojcTBa ca Jlucme 1 3am0BOJbEHA.

Yonmrasajyhu, neka ypebeny uerBopky (S, +,-, <) uuHe Hempasuu ckyn S, GuHApHE
omeparje ,+“ u ,,-“ u pesanuja nopeTka ,, < “ (rae He MAMEMO UHIEKC S 1a UX PA3JINKYjeMO O
onepanuja u penamuje y ckyny Ng) 1 HeKa 3a10BO/baBajy CBOjcTBa HaBexeHa Ha Jlucmu 1, Ta-
[1a TAKBY CTPYKTYPY 3Bahiemo ypeherno noaynome. Kao npumepe ypeheror nomymnosba MOKEMO
HABECTU CUCTEM Ipupoanx OpojBa ca 0, meaux OpojeBa, MO3UTUBHUX PANMOHAJIHUX OpojeBa ca
0, pammoHaJHUX W peaJHuxX OpojeBa, a gokazahemo ma Basxku ciemehe TBpheme.

TEOPEMA 1. Cucmem npupoonuxr bpojesa ca 0 je Hajmamwe ypeheno noaynome, Tj.
CBaKO ypeheHo mosynosme caIp:ky KOIUjy M30MOP(HY HOIYIOLY IPpUpOIHUX OpojeBa ca 0.

Jlokxas. 3aucra, weka je (S,+,:, <) mpoussomno ypeheno momymome. edurummmo
manykTuBHO HU3 N* y S, y3umajyhm ag = Og, a1 = lg u, npermocraBmajyhu na je ay
nepUHUCAH, HEKA je Ap41 = G, + 1g. Iokaxkumo na je apnym = Gn + apy. OBa penamnuja je
TavHa Kak je m = l; IpeTmocTaBuMo fa je U PeNauuja dyy(m—1) = Gp + Gm—1 TAYHA (oBo je
UHIYKIM]CKA IpEeTIocTaBka). Tazxa je

An+m = Gp4(m—1)+1 = Qn + am_1 + 15 = Qyp + A,
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a MTOo je TpebaJsio JOKa3aTHu.

Ilokasxmmo Takobhe na je Up.m = Ay - Gpy. 38 M = 1 UMaMO Gp.1 = Gy = Ay 1g = Gy - Q7.
[pernocTaBumMo ay,.(ym—1) = an * p—1. ViMamo

An-m = An(m—1)+n = An(m-1) +ap=ap am-1+an-lg= an(am—l + 15) = Qp " Q-

Iloka3zaau cMO 1a je OBa jeTHAKOCT TauyHa 3a CBAKO M.

Kako je, 3a cBako n, au3 N* pactyhu, 1o n < m noBiadu a, < G, Ia je TPeCInKaBame
n — a, jemnosnauno. Ilakme, N* je msomop¢ra xonuja cucrema Nj. m

3. KoHcTpyKkiuja maskhux OpOjeBHUX cHCTEMA

Y oBOM meiy mpenaBama 0aBUMO Ce IPOIIUPEHEeM CUCTEMA TPUPOIHAX OPOjeBa ¢ HyJIOM,
HajIpe [0 CUCTeMa HeHETaTUBHUX PAIMOHAIHAX OpojeBa (y KOjeM Cy HeOrDAHMUYEHO U3BOA/bUBE
omepalje MHOKemha 1 Jesbemha (OCUM Aesbermha HYJIOM)), a 3aTUM J0 CUCTeMa CBUX PAIMOHAI-
HuX OpojeBa (y KOjeM Cy M3BOMJbMBE CBE UETHPU OCHOBHE DAUYHCKe omepanuje (OCUM Nelbema
HYJIOM) ).

Kao mTo je moznato, Moryh je u mpyraunju IpuCTym — Ia C€ HAjIpe yBeIe CUCTEM MEeJnX
OpojeBa (y KojeM Cy M3BOIUbMBE omepamuje cabupama U OLy3UMama), [a Ha Ce 3aTUM Taj
CUCTEM MPOMUPU M0 CUCTEMa CBUX panuoHajHux OpojeBa. Mu hemo nhu mpBuM moMeHyTUM
IyTeM, jep OH OAroBapa WMCTOPUjCKOM peNoCieny, a KOPDUCTU Ce U Y HAIIUM IPOrPaMUMa
(pasmoMmu ce yue y meToM, a HeraTWBHU OPOjeBM y MECTOM Pa3pey OCHOBHE IIKOJIE).

3.1. CucreM HeHEraTUBHUX PAIMOHAJIHUX OpojeBa

[Honasumo, nakmne, ox cucrema (Ng, +, -, <) npupoaaux 6pojeBa ¢ HyJIOM U HeTOBUX CBOj-
craBa garux y Jlucmu I. Hajupe yBommmo nBa momaTHa 3HakKa, ‘‘— ' u ‘@’ Koja JeduHUITY
HaeauMuune ¢ omepanuje Ha ckyny No, Ha caemehu mauwmm:

(1) Ako je k+ 1 = m, rana ce | HasuBa pazauxom GpojeBa m u k, mWTO ce 03HAUABA CA
[l=m—Fk;

(2) Axo je kl =muk # 0, Tana ce [ Ha3uBa Koauunurom 6GpojeBa m u k, WTO ce 03HAUABA
cal=m:k.

N3Bomu ce HU3 cBOjcTaBa OBAaKO yBENEHUX OMEpalnja; OBAe HaBoauMO cuaemeha:

(3) a) (k+1)—Il=k (E-0)+1=k0)(k-l):l=k, (k:l)-l=kF.

(4) a) k=1l <= k+m=1+m. 6) Akom #0, onda k=1 <= k-m=10-m.

(5) k(Il—m) =kl — km.

(6) Adumueru u MYAMUNAUKAMUBHY HEYMPAAHY EAEMENU CY jeOH0ZHAYHO 00peDhery.
(7) k-0=0. (8) k:l<(=,>)m:n axo u camo axo kn < (=,>) Im.

(9) k(l:m) = (k) :m. (10) (k:1) :m =k : (Im).

(11) k:(l:m) = (km) : L (12) (k: 1) : (m:n) = (kn) : (Im).

(13) 3a cearxom >0, k: 1= (mk) : (ml). (14) (k:1)- (m:n) = (km) : (In).

(15) (m*+n):k=m:k+tn:k. (16) (k:1) £ (m:n)= (kn<xlm): (In).

(17) k—=l<(=>m—-n <= k+n<(=,>)+m. (18) (k—=1)—m=k—(Il4+m).
(19) (k+1)—m=Fk+ (I —m). (200 k—(—m)=(k+m)—1L.
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(21) (k=0)+m=(k+m)—L. (22) (k=0 +(m—n)=(k+m)—(I+n).
(23) (k=1)—(m—n)=(k+n)—(+m). (24) (k—=0)(m—n) = (km+In)— (kn+1lm).

Unycrpanuje pamu, nokaxumo csojersa (6), (7), (12), (15) u (17), a 3a cBe apyre oBxe
U30CTABJLEHE NOKa3€e BUAETY HAIe HANDE. HABEIEHE UJIaHKe.

(6) Ako 6u 01 u Oy Ouia nBa AIUTUBHA HEyTPAJHA eJeMeHTa, uMayu bucmo na je 0 =
01 + 02 =03 + 01 = 02. [Ioka3 y MyJITUIIUKATUBHOM CIIyYajy je CIAYAH.

Dk+ k0L E-D+%k-00 P r1+0) P r. 1Y% 1ama ocrosy (6) caem
k-0=0.

(12) (k:1): (m:n) (0 kE:(l(m:n)) @ kE:((Im):n) (L (kn) : (Im).

(15) Heka je (m+n) : k = x; Taga je m+n = kx. Osnaunmo jom m : k =y, n: k= z;
taga je m+n = ky+kz = k(y+ z), u xaxo je kx = k(y + 2), nobujamo ua ocuosy (4) (360r
k #0) ma je x =y + z. Iloka3 y ciayuajy 3HAKA MUHYC je CJIUYAH.

(17) Ozgaummo k—[ = x, m—n = y; raga je k = l+x, m = n+y, k+n = (I+x)+n =
(l+n)+z,l+m=I1+n+y)=((+n)+y. Camasaxuz =1y L. (l+n)+z=
(l+n)+y < k+n=I01+m.

Canuno, x < y & (+n)+zx<(+n)+y < k+n<l+m.

Hamenena csojctBa, m3melhy ocrasor, cyrepumy yBobheme cienehe penamuje y CKyT
OJHOCA TMPUPOIHUX OpojeBa:
(k:l)~(m:n) < kn=Im (I,n > 0).

Jlako ce moka3syje ma je oBO jeqHa pejanuja €KBUBAJICHIIM]E.

HNEenHUIUIA 1. Ckyn nemezamusHur payuonasnur 6pojesa Qy je crym kaaca
IPEeTXOIHO YBEeIeHe pejaluje ekBuBaJieHnuje. Kpartkohe pamu, eseMeHTe TOT CKyIa O3HAUA-
saliemo, Ha mpumep, kao k : [ (ymecro [k :1]).

Wncnupucanu nperxomuum cojersuma (15), (14) u (8), onepanuje cabupama u MHOKe-
Bba, Kao 1 penanujy moperka y ckymy Q4 yBoammo momohy:

(k:1)+ (m:n)=(kn+1m): (In),
(k:0)-(m:n)=(km): (In),
k:l<m:n aroje kn<lIm.
Ilora3yje ce KOPEKTHOCT OBUX He(DMHUIM]a, Tj. 1a OHE He 3aBUCE O M3abpaHWX IpeICcTaBHUKA
KJaca eKBuBaJeHmuje. Ha mpumep, y caydajy cabupama, mpernoctaBumo fa je k: 1 =k : 1/
um:n=m':n',1j. kl' =Kl umn =m'n. Tana je
(kn +Im)l'n" = (KI'\nn' + (mn")ll" = (K'D)nn’ + (m/n)ll" = (K'n" +1'm/)In,
u 3ato (kn+1m): (In) u (K'n’ +1'm’) : (I'n') npunanajy ucroj knacu exBuBasienuuje.

Paznura u rommunuk na enementa m3 Qi ce meduuumy cauuno kao y Ny. Ilpurom
BayKU

(k:))—(m:n)=(kn—1Im):(In) u (k:1):(m:n)=(kn): (Im), m>0.

Crpyxrrypa (Ng,+,+, <) ce npupoano yrama y HOBY cTpykrypy (Q4,+,:, <) umeHTn-
¢uryjyhu npuponman 6poj k ¢ omHocoMm k : 1, mpu 4yeMy ce JakKO IPOBEpPaBa & OBO yTalambe
UyBa ONepaluje U pejalujy ITOPETKA.
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Ako je k : [, | > 0 mosuTtuBan panmonasas 6poj, Bumu ce ma Baxu (k : 1) - (I : k) =
(kl) : (Ik) = 1:1. Ha Taj HaunH, CBAKM O3UTUBAH €JIEMEHT U3 ()1 MMa MYAMUNAUKANUEBHY
uMEep3, 3a KOjU ce MpoBepaBa Ja He 3aBUCH OX m30opa mpeacTaBHuKa kiace. RKopucruhemo
osmaky (k:1)~! 3a mynrunmukatusan umseps | : k emementa k : [

Kopucrehu canma cnosa q,r,s,t,... 3a o3HauaBame ejeMeHara ckymna (Qi, HaBommmo
JUCTY CBOjCTaBa ONepanuja U pejanuje mopetka y cucremy (Q4, 4+, -, <)

() (Vo)(Vr)g+r=r+q (iv) (Yq)(Vr) qr = rq
(ii) (Vg)(vr)(Vs) (g +7) +s=q+ (r+s)  (v) (Vg)(Vr)(Vs) (qr)s = q(rs)
(if) (30)(Vg) g +0 = ¢ (vi) (31)(0 < 1 (Vg)q-1=q)
(vii) (g # 0)(3r) gr = 1
(vil) (Vg)(Vr)(Vs)q(r +s) = qr +gs
(ix) (Vg)(vr)(g<r <= (Fs>0)qg+s=r)
(x) (Vg)(Vr) (¢ <7 wauw qg=1 usur < q)
(xi) (Vg)(Vr)(Vs) (xii) (Vg)(vr)(Vs > 0)
(g<r < q+s<r+s) (g<r < qs<rs)

JIucra 2

WNnycrpanuje paau, HaBOAUMO NOKa3e HEKMX cBojcTaBa u3 Jlucme 2.

(ii) Heka je g =k : [, r=m :nu s =i : j. Tana Baxkm:

(g+7r)+s=((kn+1Im):(n))+ (i:7) = ((knj+Imj)+ Ini): (Inj),
g+ (r+s)=(k:1)+ ((mj+ni) : (nj)) = (knj + (Imj + Ini)) : (inj),
OJaKJe CIequ TPaKeHa jeTHAKOCT.
(vii) Ba ¢ # 0, gg~! = 1 cenu Ha ocHOBY ne¢uHWIMjE MY NITUITMEATUBHOT HHBEP3a ¢ L.

(viii) Herka je g =k :l,r=m:nus=1:j. Tana axn:

q(r+s)=(k:0)((m:n)+(i:7)) = (k:)((mj+ni): (nj))
= (kmj + kni) : (Inj),

gr+qgs=(k:)(m:n)+ (k:0)(i:7)=(km:in)+ (ki:lj)
= (

kmlj + kini) : (llny) () (kmj + kni) : (Ing),

OJIaKJIe CJIeNr Na Cy OecHe CTpaHe MPETXOMHUX jeTHAKOCTU €KBUBAJEHTHE MCTOM OIHOCY.

(xi) Heka cy k : I, m : n, i : j enementu ckyna Q4 (I,n,7 > 0). Tanma, kopucrehn
neduHMnUje omepanuja u penamuje noperka vy Q4, Kao m ocHOBHa cBojcTBa cucreMa Ny,
nobujamo:

E:l<m:n < kn<lIm g knjj <lmjj

v

WL (005 (k) + (ng)(13) < (1) (mg) + (1) (ni)
2L (ng) (kg + 1) < (1) (mg + ni)

= (k1) £ 1) < (mg + ) : )
= (kD (i) < (min) £ (25)



Kana ce csojcrBo (vii) uckmyuw u3 Jucme 2, cuctemu Ny u Q4 mmajy mcrtu cryn
OCHOBHHUX CBOjCTaBa. 3aTO Cy M CBa CBOjCTBA KOja Ce W3 HUX M3BOIE Takohe maeHTudHa. 10
OKa3yje Ma je 3a 0BO MPOIMUPEHE UCIYHheH 3aXTeB [IMKOKOBOT MpUHINIA TepMaHEHIIN]e.

Hasoaumo meka HOBa cBojcTBa cTpykrype (Q4, +, -, <) KOja ciene U3 IpPeTXOIHE JIKCTE.

(25") 3a ceaxo q € Q4+, q # 0, Myamunaukamueny ukeeps je jednoznawno oopehen.

(26") Axo je q,r € Q4 u g > 0, mada jeOnauuna qr = T UMG JEOUHCMEERO Dewene
y Q4. (Hpyrum peumma, y crpykrypu Q4 je medurucano nemjeme, uckmyuyjyhu nememe
HYJIOM. )

(27") Kaodzo0 je r > 0, xoauunuk 6pojesa q u r uz Qi ce moxmce uspazumu xao
qg:r=qr L

(28") gr = 0 axo u camo axo je ¢ =0 uau r = 0.

Ilorazxumo csojcrsa (26') n (28").

Ly pememe jemmaumme qr = 7.

7, ITO TOBJIAYM Ja je & = q 'T.

(26") Kaxo je q(¢7'r) = (q¢H)r =1-r =r, 10 je ¢~
O6patHo, ako je g = r, Taga je ¢ ' (qr) = ¢~ *

(28') Nmmmmkamuja (¢ = O wmm r = 0) = ¢qr = 0 je nokazana y (7) y cayudajy
npuponHux OpojeBa, ma ce npenocu y Q4. Ila Gucmo mokazanu na Basku u 0OpATHO, MpPET-
nocraBuMo, Hip, na je v # 0. 36or (7'), 0 je pememe (no q) jemmauuue gr = 0. Kako je,
npema (26'), pememe Te jeqHauuHe jeqUHCTBEHO, caemu aa je g = 0.

3.2. CucreM pamuoHAJHUX OpojeBa

Y caemehem Kopaky ce Ha aHaJgoras Hauul yBomu ckym (Q pamumonannux O6pojeBa. Kama
Oy IeMO KOPUCTUIIM OmepaTuBHa cBojcTBa cuctema Q4 , oznauasahemo ca (17), (2'), ... cBoj-
crea (1), (2), ... cucrema Ny, npumemena Ha enemente cucreMa Q4 (koja Baske HA OCHOBY
[TukOKOBOT HPUHIUIA).

[Tocmarpajmo ckyn cBux (hOpMaJHUX pasiuka ¢ —1 egeMenata ckyna Q. Mucnupucann
CBOJCTBOM

1T k—-Il<(=>m—n <= k+n<(=>)+m,

IeGUHUIMIMO pesalujy ,,~“ y TOM CKyIy IOMONy
q—r~s—t axkoje q+t=r-+s.

1. ~ je peaayuja exeusansenyuje.

Jenuno je morpeOHO MPOBEPUTH TPaH3UTUBHOCT. [IpermocraBumo ma je q —r ~s—tn
s—t~u—wv,Tj. najeq+t=r+sus+v=t+u. Tana, nomajyhu v obema crpanama mpse
jemHakocTH, a r obema cTpanama Apyre, nobujamo q+t+v =r+s+ovur+s+v =r+t+u.
Hakne, g+t +v=r+1t+ u na ckpahyjyhu ca t nobujamo g +v =r+u, Tj. g —1 ~ U — 0.

HNEenHUIUIA 2. Ckyn Q payuonasnux bpojesa je ckyn Kaaca exeusasenyuje npem-
ToO0He pesayuje.

Kao u y cnyuajy crkyna Q4, ememente ckyma Q hemo jemHocTaBHO O3HauaBaTH, HA
IpuMep, Ca ¢ — T.

N3 nedpurummje penanuje ~ HEIOCPERHO CIENN:

2. Ba ceeq, r us uzQy sancu

q—r~(qg+s)—(r+s).
9



Ha ocnoBy mpetxomHOT,
aKo je g > rBaxn g —r ~ (¢ — 1) — 0 1 03HAUMMO Qigp = ¢ — T U [y = 0;
aKo je ¢ <7, Bawu ¢ —r ~ 0 — (r — ¢) u o3HaUNMO g =0 1 By =7 —q.

Tana ce ¢ — r y IpBOM Ciay4dajy, a r — ¢ y APYLOM CIyYajy 30BY GNCOAYMHA 8PEOHOCT
enementa ¢ —r. Ilpema 2. je ¢—7 ~ agr — Byr 1 agr — Bgr ce 30Be cmandaponu npedcmasrur
KJIace ¢ — 7.

Jlako ce Bumu na Baku

3. (q—r)—s=(qg—s5)—7r (g=r+s).

Canma moka3yjemMo ma je cTaHmzapIHM MpPEACTaBHUK kKiaace jemuHcTBeHO ompebhen. Hamme,
BayKI

4. Axo je g —1r ~ s —1t, mada je agr = st U PBgr = Bst-

Ramajeq>r,msq+t=r+scremunajeq=(r+s)—tuqg—r=((r+s)—t)—r 3

3/
(r4+s)—r)—t &) s —t. Hakne, agr = g 1 jacHO By = fst. A ako je ¢ < r, ciaenu na je
r=(q+t)—sur—q=((q¢+t)—s)—q=((¢+1t) —q) —s=1t—s. Harne, Bgr = Bt 1
JacHO Qgr = gy

Wucnupucanu csojecreuma (177), (227) u (247), penanumja nopeTka 1 onepaiuje ce 'y CKymy
Q yBozme momohy:

g—r<s—t axoje g + Bst < Bqr + st,
(q - 7“) + (3 - t) = (aqr + ast) - (ﬁqr + Bst)»
(q - 7’) : (8 - t) = (aqrast + ﬁqrﬁst) - (aqrﬁst + ﬁqrast>-

KopekrrHOoCT 0BUX mepuHMIUja Clleqn U3 je IMHCTBEHOCTH CTAHJAPIHUX IPENCTABHUKA OJIrO0-
Bapajyhux kiaaca.

Enement 0 — 0 je crammapaau mpencTaBHUK CBOje kaace. 3a q¢ — r € (Q Bakn
(q—7)+(0-0)=(ag +0) = (Bgr +0) =g — Bgr =q—

Haxrne, Bumumo na je 0 — 0 adumusnu Heympasru eaemerm.

3a Kmace ¢ —r U T —q je Qg = PBrq U Qpg = Bgr. 3aT0 je

(g—7)+ (r—q) = (agr — Bgr) + (rg — Brq) = (Qgr + arg) = (Brg + Bgr) =00,

U BUIUMO 12 je r — ¢ adumueHu uneeps 3a q¢ — r. Taj maBep3 hemo o3mauuTy ca r — ¢ =
(g—r)".

Enement (1 —0) € Q uma popMy crTaEmApIHOT NPEACTABHUKA U UTPA YIOTY MYAMUN-
AUKAMUBHOZ HEYMPANHOZ EAEMENMA. SAUCTA,

(q—7)-(1—=0)= (g 1484 -0) —(agr -0+ Bgr - 1) = gr — Bgr =q— 1.

[Tpumerumo na je mpecaukaBame ¢ — q—0 yraname ckyna Q1 y Q, koje uyBa onepanuje
U pejanujy IMOpeTKa.

Cana MokeMO Ja HaBeleMo omepatuBHa cBojcTBa cuctema (Q, +, -, <).
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(i) (Va)(Vb)a+b=b+a

(if) (Va)(vb)(Ve) (a+b) +c=a+(b+c)
(iii) (30)(Va)a +0 =a

(iv) Va)(FI)a+b=0

v) (Va)(Vb) ab = ba

vi) (Va)(vb)(Ve) (ab)e = a(be)
vii) (31)(0< 1 u (Va)a-1=a)
viii) (Va # 0)(3b) ab =1

(ix) (Ya)(Vb)(Vc)a(b+ c¢) = ab+ ac

(x) Va)(¥b)(a<b <= (Fc¢>0)a+c=10)

(xi) (Va)(Vb)(a <b usua=>b urub< a)

(
(
(vi
(vi

(xii) (Va)(Vb)(Ve) (xiii) (Va)(Vb)(Ve > 0)
(a<b < a+c<b+c) (a <b < ac < be)

JIucra 3

HpyruM peurMa, TOHOBO je 3aI0BOJbEH IIPUHIMAI IEPMAHEHIN]j€e, a J0OUjeHO je HOBO CBOj-
cTBO (iv) €ersucTenHnuje aqUTUBHOT UHBEP3HOT €JIEMEHTA.

Hapomumo kao miaycTpanujy moka3e HEKUX OX cBojcTaBa ca Jlucme 3.

(vi) Hera cy ¢ — r, s — t, u — v enementu ckyna Q. Tana Baxu

((g=7)(s=1t)(u—v) = ((O‘qrast + ﬁqrﬁst) - (O‘QTﬁst + 6qrast))<auv — Buv)
= (grastOuy + BorBstuy + 0grBstBuv + Barst Buv)
— (grastBuv + BerBstBuv + gqrBstun + BarstQun ),
(g —=7)((s = t)(u—v)) = (agr = Bgr) ((astuw + BstPuv) = (AstBuv + Bstuv))
= (QgrOst Oy + 0grBst Buv + Bar&st Buv + BgrBst Cuw)
— (Bgrostauy + BarBst Buv + grast Buy + grBsttyy),

u TBpheme cienu u3 cBojcraBa cucrema Q.

(x) Hera cy g—r u s—t enementu cucrema Q 3a koje Basku q—r < s—t, 1j. ¢+t < r+s.
Yamumo u =1+, v=q+t. Tana je

(g=7)+(u=0) = (g+u) = (r+v) = (g+(r+5) = (r+(g+1)) = (g+7)+5)—((g+7)+1) Z s—t.

O6parno, mera je (g—r)+(u—v)=s—tu0—-0<u—v,1j. g+u+t=r+v+suv < u.
Us (g+u+t)—v=(r+v+s)—vwm ((g+1t)+u)—v=((r+s)+v)—v, upumenyjyhn
(3") u (19'), cnemn ma je (¢ +t) + (u+v) = r + s. Iakxne, npema (ix) u3z Jucme 2, Baxu
qg+t<r+s,1j.qg—r<s—t.

(xiii) Heka cy ¢ — 7, s —t u u — v exementu cucrema Q, npu uemy je 0 — 0 < u — v.
Tana je auy > 0, Byy = 0, ma Baskn

q—r<s—t &= ag — By < gt — Bst = gr + Pst < PBgr + st
(agr + Bst) v < (Bgr + Qst) up

QgrQup + BstQuv < BgrQup + sty

QgrQup — BarQuy < QstQuy — Bist Qi

(agr — Bagr)(Qwn — 0) < (ast — Bst)(uy — 0)

(agr — Ber)(Quy — Buv) < (st — Bst) (Quv — Buv)

(g—7)(u—wv)<(s—1t)(u—wuv).
11
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N y oBoMm cayuajy ce nobujajy HEKa HOBa CBOjCTBA.
(29") 3a cearo a € Q, adumuenu uneeps je jeduncmeeno odpehen.

(30") Axo a,b € Q, mada jeonauuna a + x = b uma jeduncmeeno pewemne y Q.
(Apyeum pewuma, y cmpyxmypu Q je dedunucaro odysumamne.)

(31") Pasauka 6pojesa a u b uz Q ce momce uspasumu xao a —b=a—+b".
(32") Hexa cy x~ u 1~ adumuenu uneepsu 3a © u 1, pecnekmueno. Tada je x~ =
17 - x.

Iokasxkumo 0BO mocienme cBojcTBO. M3
z+17z2=1-24+1" - 2=(1+1")z=0-2=0

u u3 (30”) cnemm na je 17 - & aguTUBHU MHBED3 32 .

Cryn cBux a € Q 3a xoje Basku 0 < a o3mauaBamo ca QT u 30BeMO ckyn NOUMUBHUT
payuorasnux 6pojesa. Cauuno ce yomu ckyn Q7 mezamusnuxr payuonasnur 6pojesa. Ha
oCHOBY cBojcTBa (ix) Basku:

a<0, wm a=0, wm 0<a.

Nakne, ckyn Q je macjymrrra yamja Q = QT U {0l U Q.

5. (a) IIpoussod dsa nozumuena usu 084 KezamueHa OPoja je nozumuear 6poj.

(6) IIpoussod nozumuenoz u HezamueHroez bpoja je nezamusar 6poy.

3aucra, ako je ¢ > 0u r > 0, onma je qr > 0 n

(q=0)(r—=0)=(gr=0), (0=gq)(0—7)=(gr—-0),
na je (a) moraszamo. Takobe,
(¢=0)(0—=r)=(0-qr),

ma Baxu u (0).

6. Axo a,b,c € Q uc <0, onda samcu a < b < bc < ac.

Hera je a = agr — Byr, b = a5t — Bst 1 ¢ = Quuy — Buw, TAE j€ iy = 0 1 Byy > 0. Taga
BaKI

a<b <= ag — By < st — PBst = gr + Bst < Bgr + st

(agr + Bst)Buv < (Bgr + ast) Buv
QgrPBuv + BstBuv < BarBuv + st Buv
BstBuv — st Buv < BarBuv — AgrBuv
(st — Bst)(0 = Buv) < (gt — Bgr)(0 — Buw)
(st = Bst) (Qtuv — Buv) < (agr — Bgr) (Quv — Buw)

bec < ac.

rrree

4. CBOjCTBO MMHUMAJHOCTU yBeOEeHUX CHCTEMA

[TonceTumo ce ma cMmo y omessky 1 MOKa3aiu ma je CUCTeM MPUPOTHUX OPOojeBa ¢ HYJIOM
HajMame ypebheHo moiymosse, Tj. Ja CBako ypeDeHO NMOIymosbe CaIp:KU KOMUjy M30MOP(HY
nonynony Ng. Cana hemo norkazaru ogroBapajyha cBojcrsa 3a ctpykrype Z, Q1 u Q.

12



Hazosumo crpykrypy (S, +, -, <):

1° ypehenum noaynomem ¢ aOUMUBHUM UHBEP3OM AKO 3a0BOJbABA CBOjCTBA HAODO-
jana y Jluemu 1, kao u nomatao cBojcto (Va)(3b) a+ b = 0.

2° ypeheHum nosynomem ¢ MYAMUNAUKAMUBHUM UHBEP3OM AKO 3aJ0BOJHABA CBOj-
ctBa HabOpojana y Jlucmu 2.

3° ypehenum no.mem axo 3aI0BObABA CBOjCcTBa Habpojana y Jlucmu 3.

TEOPEMA 2. Cmpyxmypa yeauz 6pojesa (Z,4+,-,<) je najmamwe ypehero noaynome
¢ a0UMUBHUM UHBEPIOM.

[purom ce ckyn Z neduuumime kao Z = Ng UNT, rue je N™ ={n~ |n e N}.

oxas. Heka je (5,4+,-, <) mpousBomHo ypeheno momynome ¢ amguTUBHUM MHBEP30OM

u ueka je f: Ng — S, f(n) = a, npeciurasame nepunucano y mokasy teopeme 1. To
IPECINKABAKE MOKEMO MPOMYKUATA 10 TPeCanKkaBama g: Z — S Ha caemehu HaunH:

a, 3a 2 = 0,

9(z) =

—a_,, 3az<0.
JlokaskMo na je mpecaukaBame ¢ WHjeKTUBHO U 1A ,,4yBa“ omepanuje ‘4’ u **-”’ u penamujy
(X3 79

<.

1° Heka 21, 29 € Z u Hexa je g(z1) = g(z2). JacHo je ma nocroje camo nse moryhuoctu:
21,22 = 0unnm 21, 29 < 0. Y mpBOoM cillydajy UMaMo Ja je G, = Q,, U, KAKO je IPeCINKaBame
f: N — S unjextuBHO, ciequ na je 23 = 2. Y APYTOM CIy4ajy, U3 —G_,, = —Q_,, CIEIN
Ja je G_, = G_,,, Ta jJe —2] = —29 U 21 = z. llakie, g je MHJeKTUBHO IPECINKABAME.

2° Tlorasumo ma g(z1 + 22) = g(21) + g(22) Basku 3a cBe 21,29 € Z. OBa penamnuja
TPUBHjAJIHO BaxkU ako je z1 = 0 mnnm 29 = 0. [lame pazmuryjemo cienehe ciaydajese:

(a) 21,22 > 0. Tanma g(z1 + 22) = @z, 42, = Az, +az, = g(21) + g(22).
(6) 21 >0, 290 <0, 21 + 20 > 0. Tana:
9(21 4 22) = 242y = zy—(2p) = Az — (a—z,) = g(21) + g(22).
(B) 21 >0, 25 <0, 21 + 22 < 0. Tana:
(21 +22) = —0_(21425) = —Q(—zp)—2, = —(A—z, —az,) = a2, + (—a_2,) = g(21) + g(22).
(r) 21,22 < 0. Tana:
9(21 + 22) = = (21 420) = —O(=zy)4(—2) = (02 +O—zy) = —a_z, + (—a_z,)

= g(z1) + g(22).

3° Tloraumo cama ma g(z1 - z2) = g(z1) - g(22) Baxku 3a cBe 21,29 € Z. Ilonoso je
ciayuaj z1 = 0 nmu 29 = 0 tpusnmjanan. [lozamarpajmo crnemehe moryhe ciayuajese:
(a) 21,29 > 0. Tama je g(z1 - 22) = Gy = Gy - A2y = g(21) - 9(22).
(6) 21 >0, 20 <0 (1j. 21 - 22 < 0). Taga umamo
g(zl : 22) = TO _(z129) = 7Oz (—20) = _(azl ’ a—zz) = Az - (_a_ZZ) = 9(21) : 9(22)
(B) 21,22 <0 (1j. 21 - 22 > 0). Tazma Baxkn caenehe:

g(zl : 22) = Qzyzp = Q(—21)-(—22) — (_a—Zl) ’ (_a—zz) = g(zl) '9(22)'
13



4° Haj3am, HOKaRUMO Ha 21,22 € Z u 21 < 2o moBnaun g(z1) < g(z2).

N3 21 < 29 ciemu ma z7 + m = zo Basku 3a Heko m > (. Kako je mom 2° mokasano na
je g(z2) = g(z1) + g(m), 10 je g(21) < g(22), 360r g(m) > 0.

Ilakne, nokazanu cMo za je g[Z] nzomopdua romuja ckyna Z. m

TEOPEMA 3. Cmpyxmypa (Q4,+, -, <) HeHnezamusHuT payuorasnux bpojesa je naj-
Mmamwe ypehero nosynomse ¢ MYAMUNAUKAGMUBHUM UHBEDPIOM.

Zloxas. Heka je (S,+,-, <) npousBossHO ypeheHo mosynosme ¢ MyJITUIIAKATUBHAM WH-
Bep3om u Heka je f: Ng — S, f(n) = a, npeciukasame nedunucano y mokasy teopeme 1.
Heduanmumo npecnukasame h: Q — S momohy

h(k/l) = ay : ay, za k,leN,[>0.
[Torkazahemo na je mpecnukaBame h UHjEeKTUBHO U 1a ,,9yBa " onepamuje '+’ u
C(<77.
1° Heka cy ki/l1,ka/ly € Q4 raksu na je h(ki/ly) = h(ke/l2). Tana je ax, : a;, =

ag, : aj,, Ia CIeIN I3 je ak, - aj, = Ak, a4, , JAKIE A, [, = Qf,1, . OBO 3Haum na je kily = kaly
u Hajzan ki /l; = ko/lo. Ilakue, mpeciurasame h je MHjEKTUBHO.

[XSRA)

U peJanujy

2° 3a mpoussomHe enemente ki/ly, ko/lo u3 Q4 Bamu cnenehe:
h(ki/li + ka/l2) = h((k1l2 + kal1)/(I1l2)) = aky1yt ko1, © 11,
= (ag, a1, + ap,a1,) : (a,a,) = (ag, 2 ay,) + (ag, : ar,) = h(ki/l1) + h(ka/l2).
3° 3a cse k1 /1y, ko/ly € Q4 umamo ma je
h((k1/lh) - (k2/l2)) = h((k1k2)/(lil2)) = aryky ¢ @ity = (akyar,) < (ar ar,)
= (ag, :ay,) - (ag, : ar,) = h(k1/ly) - h(ke/12).

4° Heka cy k1/ly u ko/ly enementu ckyma Q. , raksu ma je ki/l; < ko/ly. Tana je
kily < koly, m ciemm na je ap,1, < Gy, . Hame, ar,a;, < ap,a;,, 1 HAJ3a8 A, : a1, < A, -
ai,, Tj. h(lﬁ/ll) < h(kg/lz)

Tume je nokazano ma je h|Q. | uzomopdua komuja ckyma Q. m

TEOPEMA 4. Cmpyxkmypa payuonasnux bpojesa (Q,+,-, <) je najmame ypeheno
nomwe.

Zoxas. Hexa je (S,+,-, <) mpousBoiuo ypeheno mome u ueka je g: Z — S mpeciuka-
Bame Kopumheno y mokady Teopeme 2. Hedurummmo precaukasame j: Q — S momohy

i/q) = g(p) : 9(q), sap€Z,qeN, qg#0.

Ilokazahemo na je j MHjeKTUBHO MpeCIUKABamLEe U 14 ,,uyBa‘ omepamuje ‘‘+’ u
3 e
<.

e

U pejanujy

1° Hexra cy p1/q1,p2/q2 € Q raxsu na je j(p1/q1) = j(p2/q2). Tana je g(p1) : g(q1) =
9(p2) : 9(g2). Wm, npyraumje, g(p1) - 9(q2) = g(p2) - 9(q1), mro noBraum xa je g(pigz) =
g(p2q1). OBo 3Haum ma je pige = p2qi, ma je p1/q1 = p2/qz. OBuM je mokaszaHo ma je
MpeCIUKaBame j WHjEeKTUBHO.

2° Cuenehe Basku 3a cBaka mBa enementa p1/qi, p2/qe u3 Q:

Jpi/a1 +p2/q2) = j((P1g2 + p2q1)/(q192)) = 9(P1a2 + P2q1) = 9(q142)
= (9(p1)9(g2) + 9(p2)g(aq1)) : (9(q1)9(q2))

= (9(p1) : 9(q1)) +1€49(p2) 1 9(q2)) = j(p1/q1) + j(p2/42)-



3° Heka p1/q1,p2/q2 € Q; Tana:

J(p1/a1) - (p2/q2)) = §((Pap2)/(q142)) = g(prp2) : 9(qra2) = (9(p1)9(p2)) : (9(q1)g9(q2))
= (g(p1) : 9(qu)) - (9(p2) : 9(q2)) = j(p1/@1) - §(P2/q2)-

4° Hera cy p1/q1 u p2/qo enementn u3 Q 3a koje Baskm p1/q1 < p2/qe. Tama je
p1g2 < p2qi, mro nosnaun g(p1g2) < g(paqr). Caemn ma je g(p1)g(qz) < g(p2)g(q1) u,
majsat, g(p1) : 9(q1) < g(p2) : 9(q2), 1. J(p1/qv) < j(p2/a2).

Tako cmo mokazanu ga je j|Q| usomopdua kommja ckyna Q. m

5. I‘eHepaJIncaHn KOMYTaTUBHU 1N aCOLIHjaTHBHH 3aKOHN

Kan mumemo a+ b, Tana oBaj u3pas uma IBa 3HAUEHA — CUHTAKTUYKO, TO j€ 3AIUC KOJUM
IpeacTaBmbaMo 30up aBa Opoja, U CEMAHTUYKO, KA0 OPOj KOjU MPEACTABHAMO TUM 3AMUCOM
(a xoju mazmBaMo GpojeBHA BpemHoCT Tor 306mpa). MebhyTtum kax mumemo a + b + ¢, tana
OBaj 3amuc Ha3uBaMmo 36up Tpu 6poja (Kopucrehu oBaj TepMUH ca CUHTAKTUUKAM 3HAUEHEM ),
aJIK MITa je HeroBa OPOjeBHA BPEAHOCT, Tj. KOju OPOj TUM 3aMUCOM MpeacTaBmaMo? 30UpoBU
a+ b u b+ c umajy cBojy OpojeBHY BPETHOCT, Tj. BUMa Takohe o3HauaBaMo Opojeme, ma je
TO ciyuaj u ca 36uposuma (a +b) +cu a+ (b+ ¢). AcoyujamusHnu 3aK0H, KA0 TPUHIAI
apuTMeTHKe, Kaxke na Cy oBa nBa Opoja jemHaka, Tj. (a +b) +c=a+ (b+ ¢). Buno roju oxn
wux, perumo (a + b) + ¢, Mokemo y3etu ma oxpebyje bpojesny epednocm sbupa a + b+ c.

Ila nu hie ce BpenHOCT OBOT 30Mpa MEHATU IEPMYTOBaWkEM meropux unanona’ Moskemo
Ia mepMyTyjemo cabupke 36upa mBa Gpoja. Pemmmo 6uhe a +b = b+ a wmm (a 4+ b) + ¢ =
¢+ (a+0b) Ha OCHOBY KoMymamueHoz 3akona 3a cabupame, Koju Takohe y3uMaMo 3a IPUHIAT
aputMmetuke. [Ipumesnyjyhum jemsom acounujaTuBHM a APYTU MyT KOMYTATUBHU 3aKOH U TAKO
penoM, nobujamo cienehu HU3 jeIHAKOCTH

(a+b)+c=a+(b+c)=a+(c+b)=(a+c)+b=(c+a)+Db
=c+(a+b)=c+(b+a)=(c+b)+a=(b+c)+a
=b+(c+a)=b+(a+c)=(b+a)+c

Bumumo nma je 1-2 -3 = 6 mepmyramuja cioBa a,b,c u 3a CBaky MepMyTalujy ABA HAUUHA
BUXOBOT acolupama, na je To 6 - 2 = 12 paznuuuTtux uspas3a Koje CMO yIPaBO UCIUCAIIN.

Kan acormupamo Ha cBe Moryhe maumue 30up detupu 6poja a + b + ¢ + d umahemo aBa
Hauuna y3 36up (a+b+c)+d, jenan y3 (a+b) + (c+d) u omer gsa y3 36up a+ (b+c+d).
YkymHO, TO je b pazauuntux acomupama. Ciosa a,b, ¢, d Mmoskemo mepMyroBaT Ha 1-2-3-4 =
24 nauynna. Cse y cBemy, 1O je 24-5 = 120 pa3nauuntux 30MpoBa Ia U He TOMUIIIBAMO & OU UX
Tpebaio MehycoOHO jeHAUMTHU KAKO CMO TO PAIUin y ciaydajy 30upa Tpu Opoja. lorkazahemo
la TAKBe jeTHAKOCTU Baske y ONIITEM CJydyajy 30MpoBa U mMpomsBoaa n OpojeBa.

KomyTraTtuBHM m aconujaTVBHU 3aKOH YeCTO Ce BUIE Oa Cy (OPMYJINCAHM Yy IIKOJICKUM
KIbUMaMa 33 MaTeMAaTHKy, Te Ce He KOPUCTe HAa OMTAaH HAUMH I1a CaMO CIy:Ke Kao ,,JeKOpa-
tuBHK “ metassu. [Ipe Hero mTo mOKAKEMO HUXOBA YONMITEHA HABEIMMO HEKOJUKO IPUMEpa
30upoBa n OpojeBa IIe ce KOPUCTE OBa YONIITEHa Ka0 A0 PYTUHE KOja IPEOBJATaBa U T
IOMUCAO0 A& TY Whak Tpeba HEemTO NOKA3MBATU HUKAI CE HE TOjaBJbyje.

1. Iobpo je mosmara npuua o [aycy (Carl Friedrich Gauss, 1777-1855), koju je kao
bak uzpauynao 36up 6pojesa om 1 mo 100 Tako mro je cmapuo 1 u 100, 2u 99, ..., 50 u 51,
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na 30MpoBe OBUX MapoBa, Koju cy cBu jeanaku 101 moMmuHOM%MO BUXOBUM Opojem 50 m moOmo
101 - 50 = 5050.

2. [Turaropuua gopmyna 3a 30up Henapuux 6pojeBa. [locmarpajmo caenehy kBagpartHy
cJIaraJIuny

O OO0
O
O OO0
O OO0

o o o ... O

Kojy umuu n kpysxkuha y n pemosa. llouummyhu ¢ mpBum kpyskuheMm y mpBoM pemy, 3aTuM
ca crnemeha 3 Koju 3ajeIHO C MPBMAM YWHE KBAJApaT ... OO Kpajibux 2n — 1 Koju ca CBUM
IIPETXOIHUM YMHE KOMIUIETHY CJUKY, nobuja ce 36up 1+ 3+ - -+ (2n — 1) kpyskuha. Iomro
y N PeIoBa UMaMoO IO N Kpy:kuha, BuxoB 6poj je u n-n. Hakne, 1+3+---+(2n—1) = n-n.

3. Ha Pjenunosy nnaruy Menrtanna apurmerura (Repin, Mental Arithmetic) Buau ce
Ipyma Oedaka OKYILeHUX OKO CBOT yUUTe/ba, IAe YCMEHO paudyHajy

(107 + 112 + 12* + 13* + 14%) : 365.

[MTparumo wmuxoB moryhu tox mucau. Keanpupajyhu 10 u 36upose 10 +1, 1042, 10+ 3 un
10 4 4, muahemo 5100 + 20 +40 +60 +80 +1 +4 4+ 9 + 16 = 500 + 200 + 30 = 730 ma je
730 : 365 = 2. [Ipyru HemTo Op:ku HAUWH je KBaapupame O6pojeBa 12 —2, 12 —1, 12, 12+ 1,
12 + 2. 3mpyxuBamem 144 —2-12-2+4ca 1444+2-12-24+4u 144 —-2-12-1+ 1 ca
144 +2-12-1+ 1 umahemo 5 - 144 +2(4 + 1) = 720 + 10 = 730, na je omer 730 : 365 = 2.

Pauyname Ha OBaj Apyru HAUUH je JaKIIe au je 00pa3iIokemhe MOCTYIKA CYNTUINHI]E.
Pasmuke cxBaramo kao jeman 6poj (ma 6w mx Tpebaso mucaTu ca 3arpajgaMa) U IpUMeHYjeMo
npasuio (a—b)+b = a. 3aucra, ysumajyhiv a—b = x 6uhe a = z+bu (a—b)+b = z+b = a.
Y peaJsHOj IMKOJICKO] HACTABU MPUXBATA Ce MPABUJIO Na ce OPOj HE Mema Kal O Iera 01y3MeMO
HEKU Apyru Opoj ma 3aTUM Taj UCTU OPOj M0AaMO.

Kanm cy mpuponnu OpojeBr y muTamy, 3aBUCHOCT uaeje Opoja o meplenmuje CKyma nMa
CHAKHY MHTYUTUBHY ocHOBY. Hamme, pamu ce o Kanmopogom npuHuuny uHeapujaHmmocmu
bpoja (Georg Cantor, 1845-1918): Gpoj He 3aBUCU O NPUPOJIE €JeMEHATA CKYIa, HATH OI
OMII0 KOT HEroBOor CTPYKTypucama (IOpPeTKa eleMeHaTa, HAUMHA HUXOBOT IPYIUCAHA UTH).
3a 30upoBe COMUIOHY WHTYUTUBHY OCHOBY HpEACTaB/ba TeHEPAJUCAHA AJIATUBHA CXEMa Kao
KOJIEKIIja 7 OUCjYHKTHUX CKYIIOBa, & TO UYMHM TPUXBAT/HUBUM 3HAUEHE U CBOjCTBA 30UPO-
Ba 1 mpupoaHux OpojeBa. AJM Ta MHTYUTMBHA OCHOBA HE MO:Ke IOCIYKUTU Ia Ce MpeHece
3HaYewme 30upa n OpojeBa U CBOjCcTaBa HE3ABUCHOCTU HETOBEe OpPOjeBHE BPEIHOCTHU O HAUMHA,
3Ipy:KUBama cabupaka U pa3MeHe BUXOBUX MecTa. Kaj cy cabupiu parnuoHAIHA WA PeasTHA
OpojeBu, pyTUHA IPEOBIATABA A Ce TO IPUXBATA ¥ TeKyoj HacTaBu 0e3 ukakse cymme. Mma
BUIIIE TIPUMEpPaA T€ BPCTE, PEIUMO TO je T€OMETPUjCKa IpOorpecuja Kad Cy ag U ¢ TPOU3BOJLHA
peasrn OpojeBu. 3a mpomsBode n OpojeBa HEAOCTAje OBAKBA MHTYUTUBHA OCHOBA UaK U KAl
ce paau O IPUPOIHUM OpOjeBUMA.

Can ce Mu ycMepaBaMoO Ha JOKa3€ TeHEPAJUCAHOT ACOIK]ATUBHOT U KOMYTATUBHOT 3aKOHA
3a cabupame. llokasu ce ociamajy Ha ACONUjaTUBHU U KOMYTATUBHM 3aKOH 3a cabupame ajau
Ou y cBeMy OMO UCTU 38 MHOKEH€ IPU YeMy Ou ce 3HaK ,,+  CByIa 3aMeHhUBA0 3HAKOM ,,- . Jor
OMIMITHj€e, UCTU MOKA3U OW BAKUIU 3a OMJIO KOjy OMHADHY omepamjy ,*“ Koja je KOMyTaTUBHA
U aCOIVjaTUBHA.
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Bpojesna Bpensoct 36upa aj + as + as medurnme ce kao 6poj (a1 + az) + az u 1aj
6poj o3mauaBamo mummyhu a; + as + as. IIpermocraBumo na je OpojeBHa BpemnocT 30upa
n — 1 OpojeBa mepuHMCcaHA M Oa ce O3HAUaBa ca aj + az + --- + a,—1. Tana bpojesna
apednocm 30upa n bpojesa medunuime ce kao 6poj (a3 + ag + -+ + ap—1) + a, 1 03HAUABA
caa; +ag+ -+ ay,. llpuvernmo na y nedunumju 6pojeBHe BpeTHOCTH 30Mpa MMaMO jelaH
prkcupaHn penocien 30PYKUBAEA

((((ll‘i‘az)—l-ag)—|—a4>—|-a5_|_...7

aJu Taj penocien HUje OuTaH, jep hemo ympaBo JOKA3aTU YONULMEHU GCOUUJAMUBHUM 3a-
KOH:

TEOPEMA 5. Bpednocm 3b6upan b6pojesa He 3a8UcCt 00 HAYUHG 30PYHCUBAHA THE20BUL
cabupaxa.

Jloxas. Tepbeme je tauno 3a 36upoBe Tpu Opoja. IIpermocraBumo ga je TauHO 3a
36upoBe m Opojesa, rae je m < n. Tana,
(a1 +--F+apn_1)+an= (a1 + -+ an—2) +an_1)+an
=(a1+ - +ap—2)+(an—1+a,)=-=(a1+-+an-3)+ (an—2+ an_1+an)
:"':a1+(a2+"'+an)-
CBako 3mpysxuBame 4iIaHOBa 30upa a; + ag + --- + a, 3aBplIaBa Ce jeqHUM OJ (UHAJIHUX
3IpYsRUBama KOje CMO TOpe HaBesu, MTO MOKa3yje TBpheme Teopeme. W

Can ¢popmyanmemMo 1 JOKA3yjeMO yONIITEHN KOMYTATUBHU 3aKOH:
TEOPEMA 6. Bpednocm 3bupa n bpojesa He 3asucu 00 pedocaecda cabupaxa.

Zoxas. Tephewe je Tauno 3a 30upose Tpu O6poja. IIpermocraBuMo ga je TayHO 3a CBe
30upose m OpojeBa kanm je m < n. Heka je s bpojesna epednocm 30upa a1 +as+-+-+a, u
HEKa je aj,ah,...,al | mpou3Bo/bHA mepMyTanuja merosux npsux n — 1 umasosa. Tana je,
npeMa MHIYKIW)CKO] IPETIOCTABIN,

(a1 +-Fan 1) Fan=((a1 + Fa, o) +a, 1) +an
(@) + -+ ag o) + (a1 +an) = (a1 + -+ ap_5) + (an + ap,_1)
(@1 + -+ ap o+ an) +a,_y.

S

[Ipema mHAYKNN]CKO] METIOCTABIM Y TOCTIENHEM 30UPY V 3arpaiu, G, Ce MOXKe IMOMepaTh Ia
Ooyme mamely Omio kKoja aBa cabupka WaM UCOPE] HBUX CBUX. 1aKO 3a CBe Te MepMyTalluje
BpenHOCT 30upa aj + - - - + a, ce He Mema, a TO je U Tpebdaso moKa3aTu. m

OBu mOKa3u MOTY Ce YRBYYUTU y mporpame moOpux cpemmux miroga. Amm Oyammo u
MAJIO CKEITUYHU T1a Ka:KUMO [[a Ce IMKOJICKA MaTeMaThKa Takohe yuu IpUIoBAmeM 3aJalnMa.

Ca cazmpskajem koju mamaskeMo opmae Tpebano Oum ma Oymy ymo3HATH CBU KOjU TpEIajy
MaTeMATUKY y IKOJMU, OWIO Oa Cy MPeIMeTHM HACTaBHUIW, Ouiao yumrtesmu. A Ouhe kanm ce
OBU canp:kaju Hahy y KypceBuUMa AUAAKTUKE MaTeMaTHKEe KOju he CIy:RUTHA TPONYObUBAHY
3HaWa IIKOJICKE MAaTeMaTUKe.
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