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Prvi dan

Odrediti sve prirodne brojeve n, n > 1, koji imaju slede�e svojstvo: ako1.
su a1, a2, a3, . . . , ak svi prirodni brojevi maǌi od n i uzajamno prosti sa n,
i va�i poredak a1 < a2 < a3 < · · · < ak, onda nijedan od zbirova ai + ai+1 za
i = 1, 2, . . . , k − 1 nije deǉiv sa 3.

Za niz nenegativnih realnih brojeva a1, a2, . . . , ak ka�emo da je ulo�iv u2.
interval [b, c] ako postoje brojevi x0, x1, . . . , xk iz intervala [b, c] takvi da
va�i |xi − xi−1| = ai za i = 1, 2, . . . , k. Niz je normiran ako su svi ǌegovi
qlanovi ne ve�i od 1. Za zadat prirodan broj n, dokazati:

a) svaki normiran niz du�ine 2n+ 1 je ulo�iv u interval [0, 2− 1
2n ].

b) postoji normiran niz du�ine 4n+ 3 koji nije ulo�iv u [0, 2− 1
2n ].

Konveksan qetvorougao ABCD je opisan oko kru�nice k. Prave AD i BC3.
se seku u taqki P , a kru�nice opisane oko 4PAB i 4PCD se seku u taqki
X. Dokazati da tangente iz taqke X na kru�nicu k grade jednake uglove sa
pravima AX i CX.

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.
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Drugi dan

Dat je 4ABC. Neka je A1 centralnosimetriqna slika preseqne taqke sime-4.
trale ]BAC i stranice BC, gde je centar simetrije sredina stranice BC.
Analogno definixemo taqke B1 (na stranici CA) i C1 (na stranici AB).
Presek kru�nice opisane oko 4A1B1C1 s pravom AB je skup {Z,C1}, s pravom
BC je skup {X,A1}, a s pravom CA je skup {Y,B1}. Ako se normale iz taqaka
X, Y i Z na BC, CA i AB, respektivno, seku u jednoj taqki, dokazati da je
4ABC jednakokrak.

Na planeti X oblika lopte se nalazi 2n benzinskih pumpi. Pritom je sva-5.
ka pumpa uparena s po jednom drugom pumpom, i svake dve uparene pumpe
se nalaze na dijametralno suprotnim taqkama planete. Na svakoj pumpi se
nalazi odre�ena koliqina benzina. Poznato je slede�e: ukoliko automobil
s prethodno praznim (dovoǉno velikim) rezervoarom krene s ma koje pumpe,
uvek mo�e sti�i do pumpe s ǌom uparene (uz mogu�e dopuǌavaǌe benzina
na drugim pumpama tokom puta). Odrediti sve prirodne brojeve n takve da,
za ma kakav raspored 2n pumpi koji ispuǌava navedeni uslov, uvek postoji
pumpa od koje automobil mo�e krenuti s prethodno praznim rezervoarom
i obi�i sve ostale pumpe na planeti. (Smatrati da automobil troxi kon-
stantnu koliqinu benzina po jedinici du�ine.)

Nizovi (an)
∞
n=0 i (bn)

∞
n=0 definisani su rekurentnim relacijama6.

a0 = 0, a1 = 1, an+1 =
2018

n
an + an−1 za n > 1,

i
b0 = 0, b1 = 1, bn+1 =

2020

n
bn + bn−1 za n > 1.

Dokazati:
a1010
1010

=
b1009
1009

.

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.


