MuaucrapcTrBo Ipocsere, HayKe U TEXHOJIOIMIKOr pa3Boja
9
JlpymTBo marematuuapa Cpouje

OIIIITVHCRKO TAKMUYEILE I3 MATEMATURE
YUEHNKA CPEIIHLUX HIKOJIA

19. jamyap 2019.

IlpBu paspem — A rareropuja

Hexra cy AAg, BBy u CCy Bucune NABC, a H meros oprouentap. Axko cy M u N cpe-
numra qy:xu AAg u CCy, norazatu na tauke M, N, By u H nexe Ha UCTOj KPYyKHUIIN.

Hahwu cBe mapose peasnnux 6GpojeBa a u b TakBe na 3a CBe peajiHe OpoOjeBe T U Y BAKU
jemHaKoCT
laz + by] + b + ay] = (a+b)|o +y).

(3a peasan 6poj t, ca [t| o3nauasamo majsehu meo Gpoj xoju muje Behm on t.)

IlokasaTu ga ce y NpaBUJIHOM OCMOyTay AyAsA3Ay4AsAgArAg nujaronane Ay Ag, AsAz
u AsAg Cery y jelHO] TauKu.

Hahu cBe mpuponne 6pojese n takse ma cy n—4, 2n+ 2 u 4n + 1 normynu Ky0OoBU.

Y momynapuoj urpu ,Munonosain* Ha HekuM mossuma tabie a X b (a,b € N) mamasze
ce MUHe, & Ha CBAaKOM I[PEOCTAJIOM IIOJbY je YOUCAH OpPOj HmeMy CYCeNHMX IO0Jba Ha
KojuMa cy MuHe (IO CyCeNHUM IOJbMMa IOAPAa3yMeBaMO II0Jba KOja uMajy Gap jemHo
3ajemanuro Teme). VlcnuraTy ma sgu moctoje GpojeBu a u b 1 pacmopen MuHA Ha TabaIn
a x b rakBu ma tavsHo 2019 mospa HeMajy MUHY U Oa je HA CBUMa HUMa YIUCAH OPOj:

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 00pa3I0KUATH.
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Ilpyru paspem — A kareropuja

OppennTu MakCUMAJHY BPEAHOCT U3Pa3a
|82% — 22 — 3|

Ha nHTepBasy z € [0, 1].

ITocToju nmu GecroHAaUYaH HU3 TPUPOIHUX OpPOjeBa KOjU Cy CBU MOTIYHU KBAaAPATHU, U
CBaKM 4jaH TOT HU3a moueB on Tpeher je jemnak 36upy mperxomna asa?

Kpyxuuna je ynucanma y jemmaxokpaku tpamne3 ABCD u momupyje ocuosuity CD y
taukn L, a kpake BC u AD y taukama K u M, pemom. Y kojoj paszmepu mnpasa AL
neau my:x MK?

OppenuTu cBe KOMILJIEKCHE OpPOjeBe z M W TAKBE Na BarKU

|22 + 2w +W = 2+ 6i u |w|* + 7w + 2z = 2 — 4i.

HazoBumo xpcmom tabay cavummeny on yuuje jemne tabise a X 1 u jemme tabae 1 X b
KOje MMajy TadHo jenHo 3ajemuumuko mose (a,b € N). Ckyn Hekux mosma Takse Tabie
Ha3UBaMO N08E3aHa 004aCM aKO Ce M3 CBAKOI IOJba ¥ TOM CKYILy MO:ke mohu mO ¢Bakor
apyror nosma kpehiyhin ce camo mo cycemuum mossuma yHyTap yodeHOr Ckyma (I1ofx
CyCeQHUM IIOJbUMA II0APA3yMEBAMO IOJ/bA KOja UMAjy 3ajeAHUYKY CTPAHUIYY). 3& 3a1aT
npupoman 6poj n, oapenuTu OPOj HaumMHA HA KOje ce 6pojeBu 1,2,...,n MOrYy yIuCaTH
y HEKM KPCT ca n modba (KPCT HUje yHAupen UKCUpPAaH), CBAKA OpPOj Y TAUHO j€XHOM
HoJBy, y3 yCJIOB Ha 3a cBako k, k € {1,2,...,n}, moma y kojuma cy ymucasu 6pojeBu
1,2,..., k unHe moBe3aHy 06GJACT.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 00pa3I0KATH.
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Tpehu paspen — A kareropuja

Ha jemHOoM on mceuaka fojie mpuka3aH je Oeo T-OCe U rpaduka (yHKIUje

tgxr +ctgar — 2

@)= 4a2 —Tx + 3

Koju je To uceuax?

s

Y AABC taura D je cpemumre crpanune BC. Taurka P Ha nysxu AD je TakBa na Baku
CP = AB. Ilpasa CP ceue ny:x AB y tauku Q. Horazatu: AQ = PQ.

Heka cy k, n u d npupomau 6pojesu. Osmaummo ca Ay 6poj k-topru (ai,as,...,ax)
nesiux OpojeBa TAKBUX N4 BayKU

nza =2a=...2a, =0 u a1 +as+ -+ ap =d.

Osmaummo ca By 6poj k-topru (b, ba, ..., b;) HEHeraTUBHUX IeaUX OpOjeBa TAKBUX 14
BasKU
bi+bo+--+b,<n u by + 2by + -+ + kb, = d.

IHora3zaTn:

Aq = Bg = Bn—q.

Iartu cy paszauyutu npupomHu OPOjeBU ai,ds,...,G100- 3a ¢ = 1,2,...,100, 6poj b;
je mobujen momaBameMm OpOjy a; HajBeher 3ajemuuuror menauona ocraaux 99 Gpojesa.
Komnuko najmame mehy GpojeBuma b; MO:ke OUTU Pa3IUUYUTUX ]

a) JlokazaTu ma mOCTOju GECKOHAYHO MHOIO NPUPOAHUX OpOjeBa KOjU Ce HE MOTy
MPenCTaBUTU Y ODJIUKY
T
i +q
3a Heke mpocrte Opojese p, q U T.

b) IlokazaTy ma MOCTOjU CAMO KOHAYHO MHOTO IPUPOTHUX OPOjeBa KOJjU Ceé HE MOry
MPENCTABUTU Y ODJIUKY

PP AP

3a HEKU npupomaH O0poj ¢, ¢ > 1, u Heke mpocTe OpojeBe pi1,Pa, ..., P;-

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 00pa3IOKATH.
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YerBpTH paszpen — A kareropuja

Y rerpaenpy ABCD Bucuna u3 temena D manma y ymyrpammoct AABC, a mmo-
cau ADAB, ADAC n ADBC 3aknamnajy ¢ mmocau AABC mebycobuo momymnapue
muenapcke yriose. Axo Baxu P(AABC) = 21, P(ADAB) = 15, P(ADAC) = 13 n
P(ADBC) = 14, uspauynaru 3anpemuny rerpaenpa ABCD.

Osumaunmo 6poj mudapa 6poja n y mexannom 3amucy ca bre(n). a nu mocroju peanna
KOHCTAHTa ¢ TaKBa Ja 34 CBAKU IPUPOJAH OPOj N BAKU:

bre(1) + bre(2) + -+ bre(n) < cn ?

Y meroj 3emmu nmocroju 101 rpan. Csaka nBa rpaja Ccy HOBe3aHa HAjBUIIE j€IHOM
ayToOyCKOM JIMHMjOM, IPU YeMy Cy CBe ayToOycke nuHUje jemnocmepe. M3 cBakor
rpajga m3jaa3ud TadvHO 25 IMHUja Uy CBaKW ynasu tadHo 25. /{okazaTu ma ce m3 CBAKOr
rpaga Moxke cruliu (y3 mpecenama ako je moTpeGHO) y CBAKU APYTU.

Iar je netoyrao ABCDE y kom Basku CD = AB + AFE. Heka cumerpana { BAE ceue
BE y taukn P, meka je () tauka Ha C'D rtakBa na Baxku CQ) = AB, u mera cy X u
Y cpemumra nysxu BC u DE, pecnexkruuo. Heka je T Tesxumre y AAPQ u wexka YT

AZ
ceue AX y tauku Z. Hahnu Zx ¥ ¢yurmmuju on AB u AFE.

Heka cy a, b, ¢, d neneraTuBau peasau 6pojeBu 3a xoje Baku a+b+c+d = 1. O3naunmo

_b2+c2+d2—bc—cd—db
= 3 .

M

IlokasaTu HEjeTHAKOCT

Va+M+Vo+e+Vd<2.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 00pa3I0KATH.
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IIpBu pa3pen — b kareropuja

On mudapa 1,9,0,1,2,0,1,9 tpeba cacrasutu yerBopouudpen 6poj memus ca 3 (cBaky
Py CMEMO KOPUCTUTU OHOJIMKO IIyTa KOJUKO IyTa je HaseleHa). Koju je:

a) majsehwu raras G6poj;

b) uerspTy Hajsehn takas Gpoj?

5
Y wmecry l'opwe 3yne mpusmkom momuca 3019. je 6umio 3 MyIIKapama, a Ol HBUX je

90% 6umno mmabux on 75 rommHa, HOK je KO *KEHCKOr CTAHOBHMINTBa 96% Omio mia-
bux om 75 rommua. Ha cimemehem mommcy 3029. ycranoBsmeHO je ma ce ykynas Opoj
cranoBHuka mosehao 3a 300, mok je O6poj ocoba ca 75 u BuIine roguHa OUO WUCTU KAO
HA MPETXOJHOM IONKCY, AJU Cala MPEICTABbA 7% YKYNHOr CTAHOBHUINTBA. Koauko je
YKYIIHO CTAHOBHUKA nMaJyo l'opme 3yue Ha nperxoanoMm nonucy 30197

Ila nu mocToju Tpoyrao ca cTpaHunaMa a, b u ¢ 3a Koje Baku
a,b,c>2019 u |a]+[b] <|c] ?

(3a peanan 6poj t, ca |t] ozmauaBamo majsehu meo 6poj koju muje sehiu ox t.)

Axo jemua Gesna u qBe IPHE KpaBe HOIACY CBY TPaBy Ha JMWBAIMA 3a D HeJeJba, a TpU Oese
U 4eTUpHU I[pPHE KpaBe MOoNnacy CBY TPaBy Ha JUBAIU 32 2 HeNesbe, 33 KOJUKO HeIesba
he cBy TpaBy Ha suBamu momactu jemHa upHa kpasa? Cmarparum ma kpase mcrte 0oje
macy TpaBy KMCTOM ODP3MHOM, Oa je IMOYeTHA KOJWYWHA TPaBe HA JMBAOU YBEK HCTa, U
Ia TpaBa Ha JUBaAX pacTe PUKCHOM OP3MHOM CBe N0 TPEHYTKa Kal je CKPO3 IOojeneHa.

3a mpaBOYraoOHUM CTOJIOM j€ IOCTABJLEHO OCAM CTOJIAIA, YETUPU C jeaHe CTPaHe U
yeTUpU HACTpaM BUX ¢ apyre crpasne. Ha konmko mHaumma je moryhe pacmopemutu
0OCMOPO TIpHujaTresba 38 OBUM CTOJIOM, a na npuroM Aua m BDane ne ceme jenHo macmpam
npyror, a Becna u Topan cene jemno mopen apyror? (Ilosmaro je ma cBu mpujaTessu
nMmajy mehycobro pazmumuura uMeHa.)

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pa3IOKATH.
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Ilpyru pa3spen — B kareropuja

Ilokazatu na je 6poj
2013 - 2015 - 2017 - 2019 + 16

NOTIYH KBaapar.

OppenuTu cBe BPEAHOCTU DPEAJHOr mapamMerpa k TakBe Oa BaKU:

(Vo € R)(kx? — 4k + k* + 2k — 3 > 0).

IlBa mpBeta Bucuue 5 u 10 MeTrapa Ccy Ha jeIHAKOM pacTOjamy On ODaHIepe ca YIUIHOM
pacserom. OBa nBa OpBeTa IpaBe CeHke nykuHe 5 u 15 merapa. Kommko je Bucora
Ganmepa?

O,Z[pe,HI/ITI/I CB€ BpPE€OHOCTU pe€aJIHOI' IapaMeTpa a 3a KOje CUCTEM je,HHa.LII/IHa

(z+y)? =12
2> +y?=2(a+1)

Ma Ta4YHO OBa pPeEHOICHa.

Y momynapuoj urpu ,MuaosmoBan“ Ha HekuMm mossuma Tabuae a X b (a,b € N) namaze
ce MUHe, & Ha CBAKOM I[PEOCTAJIOM IIOJbY je yOucaH Opoj HmeMy CYCeNHMUX IOJba Ha
KojuMa cy MuHE (IO CyCeIHUM IIOJbMMa IOAPA3yMEBaMO II0Jba KOja uMajy 0ap jemHo
3ajequunuko Teme). Vlcouratu na snu nocroje 6pojeBu a u b u pacmopen MuHa Ha Tabiu
a X b rakBu ma tauno 2019 moma HeMajy MUHY W A4 je HA CBUMA HUMA yOUCAH OPOj:

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaTaka merassHO 00pa3I0KATH.
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Tpehu pa3pen — b kareropuja

Hahu cBe mese 6Gpojese n 3a koje Baku 0 < n < 90 u

sin 80° + sin 50° — sin 20° = v/2sin n°.

Ha kpary AD tpanesa ABCD usabpana je tauka M. Iloka3aTu ma Opyra 3ajeTHUUKa
tauka N KpyskHUna onucasux oko AABM u ACDM npunana kpaky BC'.

Heka cy a u b upuponau Gpojesu 3a koje Baxku H3(a,b) = 10 u H3(a,b + 2) = 12.
Nzpauyuaru
H3(a,2b) + H3I(a, 3b).

3a mpaBOYraoOHUM CTOJIOM j€ IOCTABJLEHO OCAM CTOJINIA, YEeTUPU C jeTHEe CTPaHe U
yeTUpU HACTpaM BmBuUX ¢ apyre crpasne. Ha konuro mHauuma je moryhe pacmopemutu
OCMOpO TpujaTeba 3a OBUM CTOJOM, a ma nputoMm AHa m Bane ceme jenHo Hacmpam
npyror, a Becna u Topan jemno nopen apyror? (IlosmaTo je ma cBu mpujaremsu umajy
MebhycoBHO pasnuuura rMeHa. )

Hexka cy a, b u ¢ nosutusau peananu Opojesu, a,b,c # 1. Ako Basku
log, 2018 4 log. 2018 = 2log, 2018,

IIOKa3aTH!:

a) log, 2019 + log, 2019 = 2log; 2019;

b) a? = (ac)'oe:’.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaTaka merasHO 00pa3I0KATH.
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UerBpTH; pa3pen — b kareropuja

Koawnko nma OpojeBa ca 6ap derupu nmudpe KOju Cy AeJbUBU ca 9 U MOI'Y Ce CACTaBUTU
om mudpapa 1,9,0,1,2,0,1,9 (cBaky uudpy cMEMO KOPUCTUTH OHOIUKO Iy Ta KOJIUKO IyTa
je HaBenena)?

OnpenuTu cBe BPEIHOCTU PEAJHOT mapaMeTpa m 3a Koje jeTHaunHa
(m+1)a% —3mz+4m =0

UMa OB PA3JUYUTA peaiHa pemema Koja cy mputoMm oba Beha om —1.

YerBopoyrao ABCD je MCTOBPEMEHO M TETUBAH W TAHTEHTAH, U NPUTOM 34 HEro-
Be crpanune Baxku AB — CD = BC — AD. Ilokaszatu na je nujaroHasia BD mpednuxk
KpysKHUIlE ommucaHe oko derBopoyriaa ABCD.

OmpenuTu CBe BPEIHOCTM PEAJHOT mapaMeTpa a 3a KOje jenHaumHa
23 — 3az® 4+ (2a* + 5)x —2a* +3 =0

nMa 3 pealiHa pellemha KOja YMHE apUTMETUUYKY IPOTPECH]Y.

Osnaunmo 6poj uupapa Opoja n y mekanHoMm 3amucy ca bre(n). Iokazaru:

bre(1) + bre(2) + -+ + bre(99...99) = 2019-99...99 — 11...11+2019.
2019 oyra 2019 oyra 2019 oyra

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 00pa3I0KATH.



