
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

19. januar 2019.

Prvi razred – A kategorija

1. Neka su AA0, BB0 i CC0 visine 4ABC, a H ǌegov ortocentar. Ako su M i N sre-
dixta du�i AA0 i CC0, dokazati da taqke M , N , B0 i H le�e na istoj kru�nici.

2. Na�i sve parove realnih brojeva a i b takve da za sve realne brojeve x i y va�i
jednakost

bax+ byc+ bbx+ ayc = (a+ b)bx+ yc.

(Za realan broj t, sa btc oznaqavamo najve�i ceo broj koji nije ve�i od t.)

3. Dokazati da se u pravilnom osmouglu A1A2A3A4A5A6A7A8 dijagonale A1A6, A3A7

i A5A8 seku u jednoj taqki.

4. Na�i sve prirodne brojeve n takve da su n− 4, 2n+ 2 i 4n+ 1 potpuni kubovi.

5. U popularnoj igri ,,Minolovac“ na nekim poǉima table a × b (a, b ∈ N) nalaze
se mine, a na svakom preostalom poǉu je upisan broj ǌemu susednih poǉa na
kojima su mine (pod susednim poǉima podrazumevamo poǉa koja imaju bar jedno
zajedniqko teme). Ispitati da li postoje brojevi a i b i raspored mina na tabli
a× b takvi da taqno 2019 poǉa nemaju minu i da je na svima ǌima upisan broj:

a) 3;

b) 4;

c) 7.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
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19. januar 2019.

Drugi razred – A kategorija

1. Odrediti maksimalnu vrednost izraza

|8x2 − 2x− 3|

na intervalu x ∈ [0, 1].

2. Postoji li beskonaqan niz prirodnih brojeva koji su svi potpuni kvadrati, i
svaki qlan tog niza poqev od tre�eg je jednak zbiru prethodna dva?

3. Kru�nica je upisana u jednakokraki trapez ABCD i dodiruje osnovicu CD u
taqki L, a krake BC i AD u taqkama K i M , redom. U kojoj razmeri prava AL
deli du� MK?

4. Odrediti sve kompleksne brojeve z i w takve da va�i

|z|2 + zw + w = 2 + 6i i |w|2 + zw + z = 2− 4i.

5. Nazovimo krstom tablu saqiǌenu od unije jedne table a × 1 i jedne table 1 × b
koje imaju taqno jedno zajedniqko poǉe (a, b ∈ N). Skup nekih poǉa takve table
nazivamo povezana oblast ako se iz svakog poǉa u tom skupu mo�e do�i do svakog
drugog poǉa kre�u�i se samo po susednim poǉima unutar uoqenog skupa (pod
susednim poǉima podrazumevamo poǉa koja imaju zajedniqku stranicu). Za zadat
prirodan broj n, odrediti broj naqina na koje se brojevi 1, 2, . . . , n mogu upisati
u neki krst sa n poǉa (krst nije unapred fiksiran), svaki broj u taqno jednom
poǉu, uz uslov da za svako k, k ∈ {1, 2, . . . , n}, poǉa u kojima su upisani brojevi
1, 2, . . . , k qine povezanu oblast.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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19. januar 2019.

Tre�i razred – A kategorija

1. Na jednom od iseqaka dole prikazan je deo x-ose i grafika funkcije

f(x) =
tg x+ ctg x− 2

4x2 − 7x+ 3
.

Koji je to iseqak?

44 4 4
π π π π

2. U 4ABC taqka D je sredixte stranice BC. Taqka P na du�i AD je takva da va�i
CP = AB. Prava CP seqe du� AB u taqki Q. Dokazati: AQ = PQ.

3. Neka su k, n i d prirodni brojevi. Oznaqimo sa Ad broj k-torki (a1, a2, . . . , ak)
celih brojeva takvih da va�i

n > a1 > a2 > . . . > ak > 0 i a1 + a2 + · · ·+ ak = d.

Oznaqimo sa Bd broj k-torki (b1, b2, . . . , bk) nenegativnih celih brojeva takvih da
va�i

b1 + b2 + · · ·+ bk 6 n i b1 + 2b2 + · · ·+ kbk = d.

Dokazati:
Ad = Bd = Bkn−d.

4. Dati su razliqiti prirodni brojevi a1, a2, . . . , a100. Za i = 1, 2, . . . , 100, broj bi
je dobijen dodavaǌem broju ai najve�eg zajedniqkog delioca ostalih 99 brojeva.
Koliko najmaǌe me�u brojevima bi mo�e biti razliqitih?

5. a) Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva koji se ne mogu
predstaviti u obliku

pq + qr

za neke proste brojeve p, q i r.

b) Dokazati da postoji samo konaqno mnogo prirodnih brojeva koji se ne mogu
predstaviti u obliku

pp2

1 + pp3

2 + · · ·+ ppi

i−1

za neki prirodan broj i, i > 1, i neke proste brojeve p1, p2, . . . , pi.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – A kategorija

1. U tetraedru ABCD visina iz temena D pada u unutraxǌost 4ABC, a pǉo-
sni 4DAB, 4DAC i 4DBC zaklapaju s pǉosni 4ABC me�usobno podudarne
diedarske uglove. Ako va�i P (4ABC) = 21, P (4DAB) = 15, P (4DAC) = 13 i
P (4DBC) = 14, izraqunati zapreminu tetraedra ABCD.

2. Oznaqimo broj cifara broja n u dekadnom zapisu sa brc(n). Da li postoji realna
konstanta c takva da za svaki prirodan broj n va�i:

brc(1) + brc(2) + · · ·+ brc(n) < cn ?

3. U nekoj zemǉi postoji 101 grad. Svaka dva grada su povezana najvixe jednom
autobuskom linijom, pri qemu su sve autobuske linije jednosmerne. Iz svakog
grada izlazi taqno 25 linija i u svaki ulazi taqno 25. Dokazati da se iz svakog
grada mo�e sti�i (uz presedaǌa ako je potrebno) u svaki drugi.

4. Dat je petougao ABCDE u kom va�i CD = AB +AE. Neka simetrala ]BAE seqe
BE u taqki P , neka je Q taqka na CD takva da va�i CQ = AB, i neka su X i
Y sredixta du�i BC i DE, respektivno. Neka je T te�ixte u 4APQ i neka Y T

seqe AX u taqki Z. Na�i
AZ

ZX
u funkciji od AB i AE.

5. Neka su a, b, c, d nenegativni realni brojevi za koje va�i a+b+c+d = 1. Oznaqimo

M =
b2 + c2 + d2 − bc− cd− db

3
.

Dokazati nejednakost √
a+M +

√
b+
√
c+
√
d 6 2.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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19. januar 2019.

Prvi razred – B kategorija

1. Od cifara 1, 9, 0, 1, 2, 0, 1, 9 treba sastaviti qetvorocifren broj deǉiv sa 3 (svaku
cifru smemo koristiti onoliko puta koliko puta je navedena). Koji je:

a) najve�i takav broj;

b) qetvrti najve�i takav broj?

2. U mestu Gorǌe Zuce prilikom popisa 3019. je bilo
5

8
muxkaraca, a od ǌih je

90% bilo mla�ih od 75 godina, dok je kod �enskog stanovnixtva 96% bilo mla-
�ih od 75 godina. Na slede�em popisu 3029. ustanovǉeno je da se ukupan broj
stanovnika pove�ao za 300, dok je broj osoba sa 75 i vixe godina bio isti kao
na prethodnom popisu, ali sada predstavǉa 7% ukupnog stanovnixtva. Koliko je
ukupno stanovnika imalo Gorǌe Zuce na prethodnom popisu 3019?

3. Da li postoji trougao sa stranicama a, b i c za koje va�i

a, b, c > 2019 i bac+ bbc < bcc ?

(Za realan broj t, sa btc oznaqavamo najve�i ceo broj koji nije ve�i od t.)

4. Ako jedna bela i dve crne krave popasu svu travu na livadi za 5 nedeǉa, a tri bele
i qetiri crne krave popasu svu travu na livadi za 2 nedeǉe, za koliko nedeǉa
�e svu travu na livadi popasti jedna crna krava? Smatrati da krave iste boje
pasu travu istom brzinom, da je poqetna koliqina trave na livadi uvek ista, i
da trava na livadi raste fiksnom brzinom sve do trenutka kad je skroz pojedena.

5. Za pravougaonim stolom je postavǉeno osam stolica, qetiri s jedne strane i
qetiri naspram ǌih s druge strane. Na koliko naqina je mogu�e rasporediti
osmoro prijateǉa za ovim stolom, a da pritom Ana i Bane ne sede jedno naspram
drugog, a Vesna i Goran sede jedno pored drugog? (Poznato je da svi prijateǉi
imaju me�usobno razliqita imena.)

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – B kategorija

1. Dokazati da je broj
2013 · 2015 · 2017 · 2019 + 16

potpun kvadrat.

2. Odrediti sve vrednosti realnog parametra k takve da va�i:

(∀x ∈ R)(kx2 − 4kx+ k2 + 2k − 3 > 0).

3. Dva drveta visine 5 i 10 metara su na jednakom rastojaǌu od bandere sa uliqnom
rasvetom. Ova dva drveta prave senke du�ine 5 i 15 metara. Koliko je visoka
bandera?

4. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje sistem jednaqina

(x+ y)2 = 12;

x2 + y2 = 2(a+ 1)

ima taqno dva rexeǌa.

5. U popularnoj igri ,,Minolovac“ na nekim poǉima table a × b (a, b ∈ N) nalaze
se mine, a na svakom preostalom poǉu je upisan broj ǌemu susednih poǉa na
kojima su mine (pod susednim poǉima podrazumevamo poǉa koja imaju bar jedno
zajedniqko teme). Ispitati da li postoje brojevi a i b i raspored mina na tabli
a× b takvi da taqno 2019 poǉa nemaju minu i da je na svima ǌima upisan broj:

a) 8;

b) 7;

c) 6.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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19. januar 2019.

Tre�i razred – B kategorija

1. Na�i sve cele brojeve n za koje va�i 0 6 n 6 90 i

sin 80◦ + sin 50◦ − sin 20◦ =
√
2 sinn◦.

2. Na kraku AD trapeza ABCD izabrana je taqka M . Dokazati da druga zajedniqka
taqka N kru�nica opisanih oko 4ABM i 4CDM pripada kraku BC.

3. Neka su a i b prirodni brojevi za koje va�i NZD(a, b) = 10 i NZD(a, b + 2) = 12.
Izraqunati

NZD(a, 2b) +NZD(a, 3b).

4. Za pravougaonim stolom je postavǉeno osam stolica, qetiri s jedne strane i
qetiri naspram ǌih s druge strane. Na koliko naqina je mogu�e rasporediti
osmoro prijateǉa za ovim stolom, a da pritom Ana i Bane sede jedno naspram
drugog, a Vesna i Goran jedno pored drugog? (Poznato je da svi prijateǉi imaju
me�usobno razliqita imena.)

5. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi, a, b, c 6= 1. Ako va�i

loga 2018 + logc 2018 = 2 logb 2018,

dokazati:

a) loga 2019 + logc 2019 = 2 logb 2019;

b) a2 = (ac)logc b.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – B kategorija

1. Koliko ima brojeva sa bar qetiri cifre koji su deǉivi sa 9 i mogu se sastaviti
od cifara 1, 9, 0, 1, 2, 0, 1, 9 (svaku cifru smemo koristiti onoliko puta koliko puta
je navedena)?

2. Odrediti sve vrednosti realnog parametra m za koje jednaqina

(m+ 1)x2 − 3mx+ 4m = 0

ima dva razliqita realna rexeǌa koja su pritom oba ve�a od −1.

3. Qetvorougao ABCD je istovremeno i tetivan i tangentan, i pritom za ǌego-
ve stranice va�i AB − CD = BC − AD. Dokazati da je dijagonala BD preqnik
kru�nice opisane oko qetvorougla ABCD.

4. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje jednaqina

x3 − 3ax2 + (2a2 + 5)x− 2a2 + 3 = 0

ima 3 realna rexeǌa koja qine aritmetiqku progresiju.

5. Oznaqimo broj cifara broja n u dekadnom zapisu sa brc(n). Pokazati:

brc(1) + brc(2) + · · ·+ brc(99 . . . 99︸ ︷︷ ︸
2019 puta

) = 2019 · 99 . . . 99︸ ︷︷ ︸
2019 puta

− 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
2019 puta

+2019.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


