MuHucTapCcTBO IIPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IlpymrBo maremaruuapa Cpouje

OKPYRHO TAKMWYEILE 3 MATEMATHURE
YUEHHVWEKA CPEIILNUX HNIKOJIA

Pemema 3amaTaka
IIpBu pa3pen — A kareropuja

1. laTa jenHauymHa HeMa pellema y CcKyIy neaux o6pojeBa. Ilocmarpajmo jenHaunHy 1o
Moayny 7. Y TOM ciaydajy DecHa cTpaHa jenHadunHe je kKoHrpyentHa ca 4. [Tokazahemo na
JeBa CTpaHa HUKAJ HUje KOHIpyeHTHa ca 4 mo moxyiy 7. C o63upom Ha 6 = —1 (mod 7) u
8 =1 (mod 7), meBa cTpana je Mo MOmyTy 7 KOHTpyeHTHa ca z° — 3. [Ipumerumo, 0% = 0,
(£1)3 = £1, (£2) = £8 = +1 (mod 7) u (£3)3 = +27 = F1 (mod 7); nakne, TOTIYHH
Ky6OBI O MOMYyTy 7 MOTY GUTH KOHrpyeHTH camo ca —1, 0 u 1, ma caemu ma 25 — 23 momxe
o momyay 7 outu koHrpyentHo ca 0, 1, 2, —1 u —2, Te He MOKe OUTU KOHIPYEHTHO ca 4.

Tume je 3amartax permreH.

2. Kako je IH cpemwma suauja y AAED, cnemu IH | AD, Cmuuno, FG ||
BD. Hakne, £IJF = AADB. Kako je meroyrao ABCDE teruBan, ciemu {ADB = -
LACB. Cpeyrynuo umamo LKJF = AIJF = A{ACB = A<KCF. Ilakne, ueTBO- Ox 2019 1A 2
poyrao KFCJ je meruBan, Tj. Tauka K ce HaJas3u Ha KPYKHUIW ONKUCAHO] OKO

AFCJ.

B

A 3. 36or {z} € [0,1), jacHO je ma cBa pemema x MOry outu camo y uHTepBaty [2019,4038). ¥YBeaumo
ald cmeny x = 2019 + ¢t. Tama Baskn {z} = {t}, na ce mouerna jemmaumna csomu Ha ¢t = 2019{t¢}, rme ¢ €
[0,2019). W3 3amuca t = [t| + {t} mobujamo [t] = 2018{t}, 1j. {t} = %. Kako [t] Moxke y3umaTu
Bpenuoctu 0,1,2,...,2018, 3a cBaky ox oBux Moryhuoctu mobmhiemo jemno3nauno oxpebery BpemHOCT
{t}, ca msyserrom ciyuaja [t| = 2018: mamme, Taga 6u cremano {t} = 3515 =1, mro je memoryhe 36or
saxteBa 0 < {t} < 1. IIpema Tome, 3akmyuyjemo ma mobujeHa jennaumna nMa yrymHO 2018 pemema mo
t (umo cy: 0, 1+ ﬁ, 2+ ﬁ, 3+ ﬁ, ceey 2017 + w), ma ¥ MoJa3Ha jemHaumHa uMa yKymHo 2018

2018
pemema.

Q

4. Ogrosop je morsBpman. Heka je, ma mpumep, yerBopoyrao ABCD pom6 ca temenuma A(1,0),
B(0,50), C(—1,0) u D(0,—50). Hera cy Tauke P u () nobujene y npeceky npase y = 49 ca pom6om ABC'D
(rzme je P mecuo oxm ), a tauke R u S y upeceky npase y = —49 ca pombom ABCD (rme je R meBo ox

S). Tana je PQRS npaBoyraoHuk u 3a 30up meroBux qujarosasna Baxu PR+ QS > 2PS =2-98 = 196,
v amu AC' + BD =2+ 100 = 102 < 196.
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5. IloGebyje npsu urpau. Ou Tpeba y mpBoMm moresy na ymume 6poj 673 y yraono mome (mputom
Ox 2019 1A 4 ppumerumo, 673 = %). Hpyru urpad tama Mopa aa ymouiie cBoj 6poj, penumo T, y HeKO On moJba b uiu
¢ (YKOJIMKO TO He y4yuHU, Taqa OU Heros 6poj OMO y UCTO] BPCTHU, KOJOHU WJIU IUjATOHANN CA yIMCAHUM

Oopojem 673, ma Ou npBu urpau y cienehiem IOTE3y MOTA0 KOMILIETHDATH 361/1.p 2019 ynucuBameMm 6p0ja 673
2 - 673 — x ma Tpehe moJsme; TPUMETUMO, aKO je T HEKM O MO3BOJHLEHUX OpOjeBa ca CIUCKA, Talda je u

6poj 2 - 673 — x mossosmen). IIpBu wrpau morom Tpeba ma Ha He3ay3eTo O mojba b u ¢ ymnume Gpoj b
2673 — x. Ilocsne oBor moresa, rae rox na APYrY Urpad yOouile CBOj HapemHu Opoj, penumo ¥y, oH he c

OUTU y UCTOj BPCTU, KOJOHU WU AUjArOHAJIU ca ynucaauM 6pojem 673, na fie npsu urpau (ynucusamem

6poja 2673 —y ua rpehe nome) mohu ma xkomnierupa 36up 2019 u nobenu. Ok 2019 1A 5

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Ia 6u neBa crpaHa Owmia mepuHHCAHA, MOpPa BAKATU sinz,cosx > 0 m cosxz — y/cosz # 0 (a To ce cBomu Ha
cosz # 0 u cosz # 1). Hakon mocrasibama OBUX YCJIOBa, jeQHAUMHA C€ CBOAU Ha sinx — v/sinx = cosx — 4/cosz, Tj.

sinx — cosx = vsinx — 4/cos T, 1 KOHAYHO
(Vsinz — y/cosz)(Vsinx + y/cosz) = Vsinz — y/cos z.

[Ipernocrasumo mpBo vsinz — y/cosz = 0. Omarae ciaemu sinx = cosx, Tj. + = 7 + km, k € Z, ama 360r yciaosa
sinz,cosz > 0, npeocraje camo x = 7 + 2km, k € Z.



I[MpernocraBumo canma Vsinxz — (/cosz # 0. Taga ce ckpahuBamem ropma jeIHAKOCT CBOOU Ha Vsinx + (/cosx = 1.
Ossauumo a = Vsinz u b = /cosz. Tama mpeocraje a + b = 1, upu uemy OpojeBu a u b ucnymasajy 0 < a,b < 1
(mejemmaxoctu cy ctpore 360r cosz # 0,1, a onna u sinx # 1,0). Mebytum, oxna Baxu a+b > a +b* = sin®x+cos?z =1,
KOHTPAIUKIIN]a.

laxie, koHauHa pemena YMHE caMO OHa JoOujeHa y MPBOM CIyuajy, Tj. * = 7 + 2km 3a k € Z.

2. Temena Ma KOr HpaBOyraoOHWKA 3a00BOJLABAjy HaBemeHW ycCJoB. J[OKa:KMMO ma HUje D
moryhe omabparu 5 Tavaka ca onmcaHoMm ocobunoMm. [IpermocraBumo cymporuo. Heka je AB G,
HajOyKa Oy:K y CKYIy CBUX OV:KU UMje Cy Kpajime Tauke meby 5 youenux tauara. Tama Tpu
IIpeocTaJie TadKe MOpajyjI/ITI/I Ha KPYy:KHUIM uyuju je npeunuk AB, Te ce Gap mBe oI BUX

HaJsase Ha ucrtoM ayky AB. Heka je pacmopen tauara Ha nyky A —C — D — B. Tana Baxu 4 B
LACD = LACB + £BCD =90° + £LBCD > 90°, na je AACD tynoyrau, KOHTPaAUKIH]a.
W3 maBenenor cienu na je TpaxkeHH Opoj Tadaka jemHax 4.

3. Omrosop: TakBu 6pojeBu moctoje. MeDhy cBuM paznmoMimma MamUM OX T YUjU Cy UMe-
Huoru e Behwm ox 2019, meka je ™ majsehwn. VMameby ' u 7 mema HUjemHOT pa3IoOMEKa % 3a Ox 2019 2A 2
a < 2019. Ilpyrum peumma, usmeby “™ u am mema Hujemnor mesor 6poja b, omakie ciemu

|“] = |2] 3a cBe a = 1,2,...,2019. [lakne, 6pojeBu m U n UCIyHaBajy yCcJIOBE U3 TOCTABKE.

4. Y cayuajy ma je jemam on a,b,c jemmak 0, JaKO BUAUMO mda W TpeocTaja aBa mMopajy outwm 0, mTo maje jemHo
pememe. IIpeTnocTaBumMo caga na cy a,b, ¢ nosurusau. V3 mpse jemnauuse caemu b > 1 (y cymporsoMm 6u seBa crpama
Guwia Mama OX a), U camdHo u3 apyre u tpehe /¢ > 1 u v/a > 1. He ymamyjyhu ommrocr, ysmumo a = max{a,b,c}. 13
npyre jemaauune umamo a = b(y/c — 1) < a(y/c — 1), omakae cnemu ¢ >4 (crora n a > ¢ > 4). VI3 npse jeqnaunne nmmamo
c= a(\/g -1)> c(\/l; — 1), omarne cnemn b < 4. Mebytum, cama u3 tora u b = ¢(y/a — 1) > 4(\/1 —1) =4 cnenu na ce y
MOCJIeIH0] HEeje IHAKOCTU MOpa AOCTHUNU jeIHAKOCT, Tj. a = b= c = 4.

Iakme, cucrem uma nBa pemema: a =b=c=0u a=b=c=4.

5. Omabepumo k TakMmuapa u3 OPBOT NPEIMETA U PACIOPEANMO UX ¥ PA3IUYNTE YyUMOHUIE. 3aTUM MeDy mpeocraanm
yueHNIUMa omabepumo k TakMmyapa M3 APYror IpeaMeTa W PacuopenrMo WX y pasauunre yumonuie. Hacrasmajyhu
0Baj MOCTYNAK YKYIHO M IMyTa, Tj. 3& CBAKU O M TpeameTa (The YyCJIOB Aa Ce W3 CBAKOT IPEeAMETa TAKMUYM Mk yUeHUKa
rapanryje ma heMo y CBaKOM KOPAKy MMATHU MOBOJLHO IPEOCTAJNUX YUYEHUKA [a OUCMO HANPABUIM TPaKeHU u300p),
noOMjaMO TPaKEH! Pa3MEIITaj.

Tpehu pa3zpen — A xkareropuja

1. Kako je Ha moOMeHyTOM MHTEepBaJy cOos omaznajyha ¢yHKIUMja, U3 TOra U NO3HATE HejeqHAKOCTU sint < ¢ modbmjamo
cos (sinz) > cosx. VI3 ucre nejemquaxoctu onmax nobujamo u sin(cosz) < cosx. Cse 3ajenno, cos (sinz) > cosx > sin (cosx).

2. Osnaummo OpojeBe ymnucare y onpebenuM mossmma mocMaTpane Tabuauie Kao Ha CIUIMN. alb|lcl|d
IIpumemyjyhu ycioB u3 mocraBke 3a 1osba y KOjuMa Cy ynucaHu o0pojesu a, b, e u f, nobujamo el flglh
abef =1, abcefg =1, abefij =1 u abcefgijk = 1. Muoxkehu oBe ueTupu jeaggakocTu KO0OUjamMo i|j k]|l
a*b*c?et f4g%i%5%k = 1, onarne cnemu k = 1. Ha anmamoran maumn mobujamo p=¢q =1=1. m|nl|p|qg

Cana, mocmarpajyhu mosma y rojuMa cy ynucanu O6pojeBu ¢ u j, mobujamo efijmn =1 u
efgijkmnp = 1, a MEOXemeM oBuX jemHaxocTu ciemu e’ f2i252m2n2gkp = 1. Onasne, gkp =1, a
c o63upom Ha k = p =1, ocraje g = 1. Anasorso, h =1, kao u j = n = 1. lIpumenyjyhu ycios
Ha [I0Jba y KOjuMa, cy OpojeBu a u b, u muoxkehn te jemmaroctu, mobujamo a?b?e’f?cg =1, ma
36or g =1 caemu ¢ = 1. Ananoruo, d =1, kao u i = m = 1. Cana m3 ycyioBa 3a MObE Yy KOM je Ox 2019 3A 2
youcan 6poj k nobujamo f =1 (jep cy Ha cBUX ocTanux 8 mosba jeqUHUNE), MOTOM U3 OJbA Y
KOM je ymmcaH 6poj ¢ nobujamo b =1 (jep cy Ha ¢BUX ocTajgux 5 mosba jeIUHUIE), AHAJIOTHO nobujamo e = 1, 1 KOHAYHO
a =1 (u3 ycnoBa 3a mosme Ha KOM je ynucan Opoj a).

Kako y cBuM oGenexeHuM mosbuMa MOPajy OUTY yOUCAHE je IMHUIE, HA AHAJOTaH HAYMH TO BAyKU U 33 OCTATAK Tabaure.

3. Hoxraxkumo Hajupe ciaenehe momohuo TBpheme: ako ce y HekOM ckymy Tadaka 1 Hajlasze CBe TAayKe C HEKEe IBE
MUMOUJIA3HE TIpaBe a U b, U ako Ccy « 1 ( mapaJiesHe paBHU Takse na Basku a C « u b C (3, Tana ce y cxymy £(T) nanase
CBe Tauke MpPOCTOpa ¢ MOryhum m3y3erkoMm Tadaka paBHu « 1 3. Heka je X mpowm3sBoJ/bHA Tauka OpoCTOpPa KOja HE JIEKU
y aU . O3saunmo ca 7y pasan oapebeny mpasoMm a u TaukoMm X, u Heka ce v u b cery y Tauku B (mopajy ce cehu 360r
v # «). Tana y pasau v npasa X B mopa celiu npaBy a y Hekoj Tauku A (mpase He MOI'y OGUTH apaJiesiHe jep CBe IpaBe
KOje Cy TapaJiesiHe C IPABOM @ a CEeKy ce ¢ mpasoM b mMopajy nexaru y pasau 3, nok X ¢ (), ma xako A, B € T, ciemn
u X € T. Tume je momohuo tBpheme mokazano. IlpuroMm, mako ce Buam Oa CBe Tadyke MPOCTOpPA OCMM Tadaka m3 « U 3
YOPABO U jeCy CBE Tauke KOje MOry ,TeHEepUCATH‘ Tauke ¢ mpaBux a 1 b (mopen, HAPDABHO, BHUX CAMUX) — IOK, aKO CYy
npase a U b KOMILIaHADHE, OHE ,,TeHepUILy “ unuTaBy pasad muma oapebeny (u HumTa cem Tora).



O3HaUUMMO Tauvke U3 CKyma S HaTor y MOCTaBIM
ca A, B, C u D. Cgyn {(S) je yauja nmpasux AB, R E—
AC, AD, BC, BD, CD. Heka cy m u ' mapaJesne x
paBHU Koje caapske mumoumsasue npase AC u BD,
3aTUM p U p' mapaJielHe paBHU Koje caup:ke MU- | g —t— |
mounasne npase AB u CD, u majzan o u o mapa- ~
JleJIHEe paBHU KOje caapske MuMmousasue npase AD u /“
BC, cse pecnexrusno. Osznaunmo 7 NpNo = {A'}, b
tNpNo’ = {B'}, 7' Np'No’ ={C'} unnp'No={D'} ——1L |
(tj. AB'CD’'A'BC’'D je napanenonunen). IIpumern-
Mo, mopen tadaka A, B, C u D, tauke A’, B’, C'
u D' npencraBibajy jedrHe YeTUPU Tadke Koje ce
HaJa3e y MpeceKy HeKuX TpHUjy On paBHU T, T, p, p', 0 u ¢’. Ba cBaky Apyry Tadky y IPOCTOPY MOKEMO o1abpaTu jedan
oxn nmaposa pasuu {m, 7'}, {p,p'} nnu {0,0'} rme HUjenHa paBaH y TOM mapy He Camp:KU yOUeHY TAuKy; Hpema IOMONHOM
TBphemy ¢ mouerka, cBe TakBe Tauke, Hakiae, npunanajy ckymy £(£(S)), a mpema KOMeEHTapy ¢ Kpaja IpPBOT macyca, TadKe
A, B', C' u D' mucy y crymy £(£(S)).

Iakne, TpaskeHn OpOj Tavyaka jecte KOHaYaH, U M3HOCH 4.

Ox 2019 3A 2

4. Y zamatky hemo sume nyra kopuctutu cienehe: ako 3a mpupomame 6pojese a u b Basku a | b, rana saku u p(a) | ¢(b)

(3amcra, ako @ 1 b 3amUIIEMO IPEKO CBOJUX NMPOCTUX (arTopmsanuja, a = pi'ps?---ppt u b = pfpo2 . -pf’“qi“q;? g
. o -1
rae Baky 3; > «; 3a 1= 1,2,...,k, Taga umamo z((zg = Hlepfl i Hé’:1 g’ (¢; — 1) €N, mro cMo u TBpMIM).

Ysemamo motammjy ¢©F (n) = (e ~1(n)) u p!(n) = ¢(n). Osraumvo n = 3%-673% -k 3a (k,4038) = 1 m o, 3 > 1. Jlokaskmmo
uajope k = 1. Axo To mmje, onma 2 | p(k). Tama mmamo p(n) = 3%"1.2.673°71.672- p(k) = 26.3%.673°1.7. p(k), a u3
tora ciremu 27-3% -7 | p(n). Onarae mobujamo 28 - 3% = p(27-3%-7) | ¢%(n), a omarne mame 28371 | ©3(n), mro mopnaun
28 | ©3(n). Ilpumenom dyrrmuje ¢ jomr 7 myTa Ha obe crpane nobujamo 2 | '%(n), mro noBomm mo komrpammknuje. lakie,
n ce 3amucyje xao n = 3% - 6735,

Iokasxknmo a = § = 1. IIpernocraBumo cynportro: 6ap jeman ox OpojeBa « u 3 je Behu ox 1. Pagnhemo cayuaj o > 2,
ca mamoMenoM ma ce 3 > 2 pemasa anasiorno. CIMYHO Kao y TpBOM gery, pauyramo op(n) = 26.3%.7.673%~1. Onarie
mvamo penom 2°-3%-7 | p(n), satum 27-3% | p?(n), ma 27-3°71 | p3(n) u 273972 | p*(n). U3 Tora sarmyuyjemo 27 | ¢*(n),
a morom u 2 | ¢'%(n), mro moroBO mOBOmM MO KOHTpamuknmje. lakme, jemaHo pememe je n = 2019.

5. [Tpumennmo HejemHakOCT M3MeDy apuTMeTUYKe M TeOMETPUjCKe CpearHe Ha cienehu HAYWH:

[a+2b+3c a+2b+ 3c S 2(a + 2b+ 3¢) ~ 2a+4b+6¢
3a+2b+c  \fla+20+3c)Ba+2b+c) (a+20+3c)+Ba+2b+c¢) 4la+bte)

CabupamemM 0BOra U [IBE aHAJOrHE HEjeTHAKOCTU I00MjaMo

)

\/a+2b+3c \/b+20+3a \/c+2a+3b 2a+4b+6c  2b+4c+6a  2c+4a+6b
3a+2b+c 3b+2c+a 3c+2a+b” 4dla+b+c)  4dla+b+c)  4dla+b+e)

mTo je m Tpebasio mokazaTu.

UYerBpTH paspen — A kareropuja

1. /la Ou mecHa cTpana O6mia medunucana, mopa Baxkutu ¢ # —1. [locraBmmena jennaumna ce cBOIU HA 2952"’295(95—&- 1) =
24T“4x2, a muHO:kehm obe crpane ca 2, mpumehyjeMo ma je OBO €KBUBAJIEHTHO Ca 9(a+1)? (z+1) = 2(2902)2(2352), IIpumerunmo
2 2 2
na je ¢ymrmumja f :t — 20t crporo pactyha (3amcra, mmamo f/(t) = 20 In2 -2t -t + 28 =

2 2 . D
20142102428 > 0), ma Tume u unjextusHa. Onatie ciem ma Mopa BaxuTu T+ 1 = 222, Te cy

pelnema NOCTABILEHE JeTHAUNHE T /g = &7”42*4'2 = ITiS, Tj.x1 =1unay = —% (0ba ucnymasajy
yciaos x # —1). c
2. Kako LABD u LCBD wu3snoce no 60° (360r jemHakocTu Iepu(epujcKuxX yIrioBa), 3a-
kipyuyjeMo na je BD cumerpasna £ABC, ma omarie cienu g—c = % = % Heka je F' cpe-
numre aysxku AC. Tama u3 mpeTXoqHOr UMAMO ‘é—lg = 2, a KaKO BaKU U g—g = 2 (jep je
AACD jemnarocrpanudan), no obparuoj TamecoBoj reopemu nmamo FEO || AD. Onarne caemu B A

AFOE = {FDA = 30°, a ouza £DOE = 150°. Ox 2019 4A 2

3. 3a 3ammc cBUX IPUPOITHUX OpojeBa ca He Bumie ox k GmHApPHUX nudapa, YKOINKO OGpojeBe
samucyjemo yrmyuyjyhu u sognehe myne (momymasajyhum mo tauno k mudapa), norpebuo je yrymno 2%k muadapa, u on



Tora TavyHo mousa (Tj. Qk’lk) HyJla ¥ TA4HO MOJAa jemuHuIa; Bomehux HyJa Ha OPBOj HO3MIMjU CiIeBa mMa ykymHO 2871
(mocne mpse Bomehe myse Hamame Moske mohwm 6uno koju omabup mupapa 0 u 1 3a npeocrany k — 1 nosuimjy), HA APYTO]
nosunuju ciaesa uMa yrynHo 2872 (tama cy mpse aBe mu¢pe Hyse ma Gupamo octane ma 2872 maumma) uTa., Tj. YKOIMEKO
usbpumemo Bonehe Hyne mpeocraje HaAM YKYIIHO

k
k- 2 =2k — (2P 1) =2%k-1)+1
=1

uckopumheHux mupapa.

Kako ce y ckymy A Hajase cBu mpupomEu 6pojeBu Mamu on 256, 3a BUXOB 3amuc noTpebHo je yrymao 28 -7+ 1 = 1793
mdapa, u meby muma uma tauno 27 -8 = 1024 jemumune. Iocmarpajmo mpeux 2019 mudapa Hu3a U3 HOCTaBKe. Y HEMYy
cy, nakiue, 6ap 1024 jemuuune. Takobhe npumeTrumo u na y OKBUpY HU3a U3 HMOCTaBKe Moykemo nporahw 2019 ysacTtomuux
myna (ma mpumep, 6poj 22019 campsu 2019 y3acTomHux Hysa, a O ycJIOBY 3aJaTka ce Haaasu y ckymy A). [pumermvo
a, YKOJIMKO YOUMMO Ipou3BoJbaH 00k o 2019 y3acTonHux nudapa mocMaTpaHOr Hr3a, Ia Taj OJIOK IOMEPUMO 3a jeIqHO
MECTO ymecHO, O6poj jemuHuria y OJOKYy HPUIMKOM OBOT HMOCTYIKA MOJKE Ceé TPOMEHWUTU HajBumie 3a 1. Jlakme, Kako y
noaa3uoMm OJ0Ky mmamo 6ap 1024 jemunurie, a y HEKOM KacHUjeM OJOKY HEMAMO HUjeIHY jeAUHUIY, Ha OCHOBY ONMUCAHOT
ciaemu ma y HeKoM OJsoky m3mebhy oBa mBa mopa mocrtojatu Tauro 1000 jemunura.

4. Tocmatpajmo ¢yurmujy g(x) = €299 f(x). dynrmumja g(x) je takobe mupepenmujabunma ma R u mma mse pa-
3muuute myse. M3 Ponose Teopeme 3akmyuyjemo na ¢pysrmuja ¢'(r) mma 6ap jemmy peanny myiay. Mebyruwm, ¢'(z) =
e2019¢(2019f (z) + f'(x)), omarie caemn na u ¢ymrnuja 2019f(z) + f/(r) uma Gap jeamy peanmy HyIy.

5. IIpermocraBumo % =k € N. Heka cy a u b upBe nBe uudppe caesa y s-tormudppenom 6pojy n. [Ipumernmo,

(10a +b)10°72 < n < (10a + b + 1)10°~2

(10b 4+ 1)10°72 < f(n) < (10b 4 a + 1)10°72,
"3 4yera cJjiaean
10a + b e 10a+b+1
10b+a+1 10b+a

JleBa mejennakoct ce csomu Ha (10 — k)a — k < (10k — 1)b a mecna ma (10k — 1)b < (10 — k)a + 1, Tj. 3ajenno nmamo
(10 — k)a — k < (10k — 1)b < (10 — k)a + 1.

Pasmorpumo npso cayuaj b > 0. 3a k > 4 umamo 10k—1 > (10—k)9+ 1, wro je KOHTPAAUKTOPHO LECHO] HEjeTHAKOCTU.
Ocraje k < 4. Ilpumep 3a k = 1 mobujamo permmo 3a n = 11. 3a k = 2 umamo 8a — 2 < 19b < 8a + 1, omakne ciaemnu
196 =0,—1 (mod 8) m 196 < 8-9+1 = 73, a 3a mra BUAMMO ma HUje MOryhe; makie, He MOKEMO KOHCTPYMCATHU MPUMED 34
k=2.3a k=3 umamo Ta —3 < 290 < 7a + 1, omaxse caemu 29 =0,—1,—2 (mod 7) u 296 < 7-9 + 1 = 64, 3a mwTa BUIAUMO
na Huje Mmoryhe, Te Hu OoBIe HeMa permrema. 3a k = 4 umamo 6a—4 < 39b < 6a+ 1, mro je moryhe camo3ab=1wna="7.Y
TOM CJIyYajy, HEeKa je x Opoj kKoju ce mobuja rKama y 6pojy n ca obpucane mpse aBe Iudpe 3aMEeHNMO CBe IojaBe mudapa
1 u 7 muppom 0; mera je A 6poj Koju ce mobuja Kama, CAUIHO, 3aMEHMMO CBe mojase mudpe 7 uuppom 1, a cBe ocraie
uudpe mudpom 0; a B 6poj xoju ce mobuja xana cBe mudpe paszauunte on 1 3amernumo nuppom 0. Mokemo 3amucaru

n="7-10141024+7A4+B+x u  f(n)=10"1+7-10°24+ A+ 7B +z.

Yenos n = 4f(n) ce ceomu ma 3 - 10°71 + 34 = 2710572 + 27B + 3z, mro maje 105"t + A = 9-10°"2 + 9B + z, Tj.
10°72 4+ A = 9B + . Tlo korCTpyEKIMjn Bazkyu x < 10°72, ma cremur B > 0; meDyTum, Taga Ha TO3UNUjU TPBE HEHYJTIa madpe
3mecHa y O6pojy B Ha mecHOj crpanHu jemHarocTu mmamo mudpy 9 a ma seBoj crpamu mudpy 0, koHTpamukmuja. lakrie,
KOHAYHO, HU 3a k = 4 He MokeMmo Hahwm omrosapajyhe n.

Cana pagumo cayuaj b = 0. VI3 ropenobujene uejennakoctr mmamo 10—2k < (10—k)a—k < 0 < (10—k)a+1 < 91—9k, re
cnemn k € {6,7,8,9,10}. 3a k =6,7,9,10 umamo npumepe, pexom, n = 108,105,405, 10. IIpernocrasumo cana k = 8. Tana

ad  _— a0 — 1, Iedurnmumo cana

f(ald) @
6pojese x, A mu B Cau4HO Ka0 y MPETXOMHOM macycy (& mobujaMo 3aMeHOM CBUX mojaBa mudpe a muppom 0, A mobujamo
3aMEHOM CBUX IojaBa Iudpe a mudppoMm 1 a ocranux mudapa mudpom 0, a B mobumjamo 3ameHoMm cBux nojasa mudpe 0
mappom 1 a ocramax mudapa mudpowm 0; ce To y 6pojy n ca obpucane npse ase madpe). Tana Baknm n = al0*~ ! +aA+z

u f(n) =al0°"2 +aB + z, ma ce ycnos n = 8f(n) ceomm HA

umamo 2a —8 < 0, na ciequ a € {1,2,3}. Takobe Baxu s > 3, jep 3a Gpojese al Baku

2a10°72 + aA = 8aB + 7x.

IIpernocraBumo na ce n 3aspmasa nuppom 0. Tana, no nepuaunuju 6pojesa x, A u B umamo 10 | z, A u 101 B, anu oBo
je y KOHTpaIuKuuju ¢ ropmoM jenuarourlly (cBu cabupiu cem 8aB cy memusu ca 10, a 8aB To Huje jep ce B 3aBprasa
mudppom 1 u a € {1,2,3}). IIpermocraBumo cana aa ce n 3appmasa mudppom a. Tana nmamo 10 | 2, B u 101 A, wro je omer



KOHTDAa,QUKNMja ¢ TOpHoM jennaromily jep 101 aA. Hajsan, npernocraBumo na ce n 3aBpmaBa nuppoM pazauautoM ox 0
u a. Taga mvamo 10 | A, B u 10t 2, n monoso kourpamuknuja. Ciemn na He mocroje pemema 3a k = 8.
IIpema cBeMy, jenuie BpemHOCTU U3pa3a ﬁ y CKymy mpupomHux Opojea cy: 1, 6, 7, 9 u 10.

IlpBu pa3pen — b kareropuja

1. U3 uerspror ycaosa (y3 upsu) mobujamo ma y ckymy A mory Ouru camo Gpojesu 1, 2 u 3. VI3 tpeher ycaosa
vmamo 3 ¢ A, a uz gpyror 2 € A. Hame, u3z nocuenmer yciaoBa umamo 1 ¢ B, a kako 1 € AU B, cauemu 1 € A. Tume cmo
jemrosnauno nnenTuduroBaau ckyn A: A = {1,2}. Y ckymy B mopajy 6utu csu 6pojesu 3, 4, 5 u 6, kako 6u 610 UCTyHeH
npsu ycaos. VI3 apyror ycaosa jom nmamo 2 € B, a u3 nocaenwmer 1 ¢ B. Ocraje, nakne, jenuuo moryhe B = {3,4,5,6}.

2. Ilpnmernmo, ciaoBa T u R y TpaskeHoj mmpu ce jaBibajy MO TPU IyTa, a CBa IPEOCTAIIA
caoBa 1o jemnoM. /lakye, KAKO MPBO U MOCIEOH-E CJIOBO MOPA]jy OUTU UCTO, O YCIOBY 3aTaTKA
TO Mopa butu jenuo ox caoBa T mim R. [IpermocraBumo na mudpa mouwsme U 3aBpIiaBa ce
croBoMm T. Tana ymyrap mmuppe mpeocraje ykynuo 10 cmoBa, mehy kojuma ce R jaBma Tpu
myTa a IPeocTaja CJIOBa IO jeIHOM; AAKJE, OHU Ce MOTY MCIEPMYyTOBATU HA 13—0!! HAYMHA, IITO
je u yryman Opoj Moryhux mmdapa kKoje mouymmy U 3aBpmiaBajy ce ca T. YKOIuKO muppa
MOYUHE€ CJIOBOM R, pauyH je MOTIYHO aHAJOTAaH, T€ ¥ TOM CIYyYajy A0OMjaMo joIl MCTO TOJIUKO

. ! ! .
moryhuoctu. /lakne, ykynHo moctoju 2 - % = 1% y\ioryhroctu koje Bermen Tpeba ma ucmnpoba.

3

3. U3 reruBnoctu uverBopoyraa ABCD nmobujamo LACB = LADB = 50° u LCAB =
ACDB = 60°. IIpernocraBumo na je tauka M wusBan myxu AC. Ako 6u Ba:kmo pacmopen
A—C—-M, rana 6u £ AC'B 6uo cnomamsu 3a ABCM , na 6u mopaJo Baxkutu L ACB > {AMB,
mro je Hemoryhe (ra asa yraa msaoce 50° u 70°, penom). Camuno, ako Ou BaKUO PACIOpPEn
C—A—M, cnemuno 6u LCAB > LAM B, oner uemoryhe. lakne, npeocraje jemuuo moryhuoct
na je tauka M ma myssu AC.

Ox 2019 15 3

4. I[Tpumernmo,
102019 — 9991 = 100...00—9991 = 99...90009 = 9 - 11...10001.
—— — —
2019 2015 2015
Ilakne, na Ou mocmarpanu 6poj 6mo memus ca 81, mMOBOBHO je jomr mokazaru na je 6poj 11...10001 memus ca 9. Kako

2015
wmeroB 36up mudapa uznocu 2015 -1+ 1 = 2016, mro jecre memuBo ca 9, cirenu na je u taj Opoj memsuB ca 9, unme je

3adaTaK PEIICH.

5. Heka je AD Bucuna, BE teskumna ny:x, a CF cumerpasa yrua y omrpoyriom AABC.
Heka ce AD u BE cerky y tauku R, AD u CF y tauku ), a BE u CF y mauku P. Ilper-
nmocraBuMO cynpotrHo TBphewmy 3amarka, Tj. na je APQR jemmakocTpanumyvaH. Kako Basku
ACQD = 60° u LQDC = 90°, cnemu £QCD = 30°. Kako je C'F cumerpana yria, omarie
nobujamo £QCE = 30°, a rako Baxku u LCPE = 60°, cnenu L PEC = 90°. Cana youaBamo
AABE = ACBE (36or BE =2 BE, AE 2 CE u L{AEB = LCEB = 90°), na je AABC jenua-
KOKpak, a kako Beh smamo ma meros yrao kon temena C' musnocu 60°, 3axmyuyjemo na ANABC
Mopa Outu jemmakoctpanudan. Mebyrum, Tana ce npase AD, BE u C'F ceky y jeIHO] Tauyku,
KOHTPAAUKIMUja C TPETIOCTABKOM 3a,JaTKA.

Ok 2019 1B 5

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. YBemmmo cmeny z2+3x+6 = t. Jemnaumna ce cBoam Ha 5%4— tj_ﬁx =1, 7j. bot+20x%+Txt =

t? + 4tz (y3 yemose t # 0 u t + 4x # 0), mTo je exkBuBaJeHTHO ca t2 — 8tx — 2022 = 0. Ilememem obe crpame ca 22 (y3
nocrasmame yciaosa 2 # () jemmaumna ce mashe CBOIW HA (%)2 — 8% — 20 =0, ma yBobemem HOBE cMmene k = é nooujamMo

. 8+4/82—4-(—20 /144 .
k? — 8k — 20 = 0. Pemema oBe KBaaparHe jenHaumbe cy ki = > (7200 _ SEvIdd — 812y k= 82 =10 n
ko = 212 = —2. 3a k = 10 nocae spahama cmene umamo z° + 3z + 6 = t = kz = 10z, 1j. 22 — 7z + 6 = 0, unjum
. 74./(=7)2—4-6 .
pemaBameM A0OUjaMO Ty/p = % = %, Tj. 1 = 6 u zo2 = 1. 3a kK = —2 nocune Bpahama cMmeHe mmamo
22432 +6 =t =kx = -2z, 7j. 22 + 5z + 6 = 0, unjum pemasameM K0GUjaMO T34 = _5iv252_4'6 = _5;1, Tj. T3 = —2
u 4 = —3. CBa uetupu nobujeHa pemema KCIYHABAjy yCJI0BE NeGUHUCAHOCTU, IIa OHU 3AUCTa jeCy pellemha MOJIa3He

jenmHayuHe.



2. Osznaunmo £ BAC = o, £BDC = 3, LAOD =0, LOAD =z u LODA = y. Taga umamo
n {BCA = « (jep je AABC jemmakokpak), a u LDBC = § (jep je ABCD jemmarorpak),
kao u LBOC = 6 (ymakpcan ca LAOD). I3 ABOC umvamo 6 = 180° — a — 3, a uz AAOD
umamo 6 = 180° — x — y, omakise caemu « + 3 = x + y. Iame, yciaoB 3amaTka ce IpeBOIU Y
20 = a+ x4+ f+y, mwro y3 3akbydak u3 nperxonue pedenuie naje 20 = 2(a+ ), tj. § = a+ S;
cana mouoBo u3z ABOC mobujamo 6 = 180° — 6, 1j. 0§ = 90°. Ilakne, mujaronase BD u AC
cy mebycobuo mopmadue, Tj. BO u CO cy Bucune y AABC u ABCD, pemom. Kako cy oBu
TPOYIJIOBU jeIHAKOKPAKU, HUXOBE BUCUHE W TEKUIIHE Iy:KU Ce MOKJanajy, na ciaeau na je O
cpemumnre ny:xu AC m BD. Ilpema Tome, y yerBopoyriny ABCD nujaronasie ce moJjoBe, Tma je
OH IapaJjeorpaM, a Kako Cy AWjaroHaje jom m MebhycoOHO HOpMaJiHe, Taj mapaJjensorpaMm je pomo.

Ox 2019 25 2

3. Y mocmarpanux 9 boma ykymHO mMma 126 menmianrapa Mieka, Ia ciaenu aa cBaka gomahwuna tpeba ga nobdbuje mo 3
Oore ca yKymHO 42 memuianTpa MIeKa.

ITocmarpajmo momahwuiy koja je mobusa Gomy ca 26 menmaurapa Mieka. Y OpeocTaJe ABe 0ole OHAa MMa YKYIHO
jom 16 menmnurapa, mro je moryhe camo Ha ciaemeha msa mauwmua: 2 + 14 wum 5+ 11. [IpernocraBumo Hajupe na Baxku
upBu caydaj. Tama oma momahwuna koja je mobuia Gomy ca 23 menmuaurpa y ONpeocTaaumM ABeMa Oomama mMa yKymHO 19
menuiauTapa Mieka, mro je (on HemomesmeHux Gona) moryhe moburm camo kao 8 + 11; rana tpehoj momahiuum ocrajy
oome ca 5, 17 u 20 memuaurapa miueka. Jlakmae, y oBOM ciaydajy, y 3aBUCHOCTU OJ TOTa Koja je ,,mpBa‘, Koja ,apyra‘, a
koja ,rpeha® nomahuna, numamo 6 Haunua momesne (KOMMKO mMa U mepMyTtaunuja ose Tpu moMahwuie). CIu4yHO, YKOIUKO
IpeTnocTaBuMO 1a je npsa nomahwuia mobuia Gome ca 5, 11 u 26 menuianrapa Mieka, Tana BUAUMO 18 OHA KOja je mobuia
bormy ca 23 menmaurpa Mopa mobutu jom bome ca 2 u 17 nenuaurapa, a rpehoj onna ocrajy 6oue ca 8, 14 u 20 menuaurapa
mieka. Jlakie, u oBae umamo 6 HaumHa nojese (omer y 3aBUCHOCTH O mepMmyranuje moMmahuna).

[Ipema Tome, yrymHO mocToju 12 HauwHa ma momese OOIe y CKJIALY C YCJIOBUMA 3aaTKA.

4. Tlomusamem ob6e cTpane jennaunte Ha Tpehu crenen (kopuctehu unenturer (a+0b)3 = a®+3ab(a+b)+b%), nobujamo

T+2+3Vr+2vV3r+ (Ve +2+V3rx+1)+3r+1=2—3,

Tj.

3Ve +2V3z +1(Vr +2+ V3zx+1) = -3z — 6.

W3pa3 y 3arpany IpeacTasiba IOHOBO JEBY CTPaHy MOJA3HE jeJHAYWHE, a4 OH MOPa OWUTH jeqHaK v/& — 3; yBPIITABAHEM
oBora (1 mememeM 00e cTpaHe ca 3) TOJTA3UMO IO

Va+2V3r+1vr —3 = —(x+2).

Hanomenumo, mocienma jenHAUMHA HUJE €KEGUBAAEHMHKA C TMOJNA3HOM (CaMo je HmeHa MOCJIeNUNa); TO 3HAUM Oa 33 CBAKO
HabheHo pememe Te mocHenmhe jefHAUYMHE MOPAMO MPOBEPUTH a4 JU OHO 3aMCTa 3aA0BOJHABA U MOJA3HY jeTHAUUHY.
[Tomuzamem 00e cTpaHe moOCaeqme jeqHauuue Ha Tpehu cTenexn moOujamo

(x+2)(B3z+1)(x —3) = —(x +2)3.

Jenno pememe je ouurnenno x = —2. JIUpEeKTHO ce IPOBEpaBa la je TO 3auCTa pellenhe U nojasHe jennaunne (obe cTpame
usnoce {/—5). Ilon mpernocraskom z # —2, ckpahuBamem z + 2 ca o6e crpane octaje (3z + 1)(z — 3) = —(x + 2)2, Tj
3z —9x—|—m—3 = —(x2—|—4x+4) ITO je eKBUBAJIEHTHO ca 4x? —4x+1 = 0. PemaBamenm oBe KBaIpaTHe jeIHAUNHE TOGHjaMO

(= 4)2 44 _ a0
—V——5—— =5 = 5. lIpoBepunmo ma 1 1 OBO pemen.e UCIyHaBa nona3Hy jemnauuny. Ha meBoj ctpanu nobujamo

xr =
8
\/ +2+\/3 s+1=2¢ §,aHaJICCHOJCTpaHM1/f— =

Iakme, jenuHo pememe je © = —2.

[\J\Cn

, Ia = 5 H’U_]B peameme IIoJIa3He ‘]C,ZIHan/IHC

5. Kako je 6poj a memuB ca 9, u 36up merosux nudapa Mopa o6utu nemus ca 9, Tj. 6poj b je memwus ca 9. Onmatie,
U3 UCTOr pasiora, u Opoj ¢ je messuB ca 9, a mOTOM 3akKmbyuyjemMo na je m 6poj d meswuB ca 9. Iame, kako O6poj a mMma
2019 nudapa, a cBaka merosa Huppa Moxke OuTy HajBume 9, ciaean na O0poj b mznocu HajBuime 2019 -9 = 18171. Bpoj c,
naksie, n3Hocu Hajume 1 +8 +9+ 949 = 36 (jep uudpe y 6pojy b HA YeTBPTO] U IETOj NO3ULUJU 3[ECHA, AKO YOIIITE
nocToje, u3Hoce HajBume 8 u 1, TUM penoM, IOk cy ocrasie nuppe Hajsume 9), a onga 6poj d Moske Gutu HajBume 2 + 9,
Tj. vajsume 11. Jlakie, o0jenumaBameM n0OUjeHUX 3aK/byUyaka KOHCTaryjemo na je d 6poj koju muje Behim on 11 a koju
je memuB ca 9; mpema ToMe, jemuHa Moryhuoct je d = 9.



Tpehu pazpen — b kareropuja

1. N3pauyrnaBamo:

1 2

. 2\ tg(arcctg 5) + tg(arctg %) _ Ciglarccig’) +3 B % + % _ % _q

tg | arcctgo +-arctg o | = —— 2N T T 1 2 7_1.2 13~ *“
3 1 —tg(arcctg5) tg(arctg 5) 1 TE(rcEs) 3 1—-%-% I

Ilaxme, Kako TaHTEHC M3pa3a y MOCTABIM U3HOCK 1, BpEAHOCT TOT m3pasa je 7 (Tj. ped je o yruiy onm 45°).

2. Ouwursenno, p > 3 (jep Ou y CympoTHOM JjeBa CTpaHa Oumia Mama O HECHE), Ila KAKO je p mpocT Opoj, cienu
p = =£1 (mod 3). Omarne mmamo p? = 1 (mod 3). Takobhe mvamo u 2500 = 1 (mod 3), Te YKOTWKO MOCTABILEHY jeIHAUUHY
TPaHC(HOPMULIEMO Y ODJIUK
p? — 2500 = gr,

JleBa CTpaHe je nesjprBa ca 3, ma TO Mopa Outu m mecHa. Rako cy ¢ u r mpoctu OpojeBu, jeman ol BUX Mopa outu 3.
[IpernocTaBumo, 6e3 yMamema OMMTOCTH, Aa je To ¢. IIpmvermvo 2500 = 502, ma ce jeBa cTpaHa MOse (AKTOPUCATH
Kao pasiMKa KBaapara, nocie vera upeocraje (p—50)(p+50) = gr = 3r. Kako je r nupoct 6poj, umamo camo caenehe nse
moryhHocTH.

e p—50=3, p+50=r: Caequ p=53 u r =103, wro jecy npocTtu OPOjEBU I1a UMAMO JEIHO PEIIeHe.
e p—50=1, p+50=3r: Cieau p =51, mro HUje IpoCcT OPOj, T€ OBIE HEMAMO PEIlCHA.

Y3umajyhu y 063up 1 TO Ia ¢ U r MOTY 3aMEHUTHU yJIOTe, TIOCTOje YKYIHO IBEe TPOjKe KOje 3aI0BOHaBajy YCIOBE 3aMaTKA:
(p,q,7) € {(53,3,103), (53,103, 3)}.

3. 3a 7eBy cTpaHy TOCTaB/heHe HejemHaumHe uMamo 2 — 2x + 3 = (22 — 2z +
1)+2=(z—1)2%+2 > 2, a3a gecay umamo V4 — a2 < V4 = 2. Iakne, jemuna
moryhsoCT je ma m seBa u mecHa crpana Oymy jemsake 2. Mebyrum, ns uzsobhema
masonpe npumeliyjeMo ma je jeBa crpaHa jemHaka 2 camMo 3a T = 1, a ImecHa je
jemmaka 2 camo 3a z = 0. Ilakse, HUKaga He MOry obOe cTpaHe MCTOBPEMEHO OUTH
jemHake 2, ma IOCTaBJbEHA HEjeTHAUMHA HEMA PEIIekha.

4. Osnaunmo cpemumnra crpaauna AB, BC, CD, DA ca M, N, P, Q, penom, u
Heka ce my:xu MP (nysune 2) u NQ (aysxusae 3) cexy y tauku O. Tana cy MN, Ok 2019 3B 4
NP, PQ, QM cpenwe muuuje y ANABC, ABCD, ACDAu ADAB, penom, na Basku
P(AMBN) = iP(AABC), P(ANCP) = %P(ABCD), P(APDQ) = iP(ACDA) u
P(AQAM) = iP(ADAB). CabupameM OBe UeTUPU jeTHAKOCTU I001jamo

P(AMBN) + P(ANCP) + P(APDQ) + P(AQAM) = ~(P(AABC) + P(ACDA) + P(ABCD) + P(ADAB))

g R N

.2P(ABCD) = %P(ABCD).

Omnarne cnenn u P(MNPQ) = %P(ABCD). Taxrobe 360r youennx cpenmux auauja nmamo MN || AC || QP u NP || BD ||
MQ@, na je M N PQ napanesorpam. Heka je h Bucuna moByuena u3 tauke P wa mujaronany N@Q. Tama 36or yraa omx 45°

MP

uMamo h = P—\g = \;5 = % (cpemmy jemHakocT qOOKjaMO HA OCHOBY UMELEHUIIE Aa Ce AUjarOHAJIe IapaJiesiorpaMa IOoJIOBe).

Ounarne uspauynasamo P(MNPQ) = 2P(ANPQ) =2- 9" — 3. L — 3 g gonauno u P(ABCD) = 2P(MNPQ) = 3v/2.
Y 2 V2 V2

5. a) ITocmarpajmo mecroyrao ca ymucanuM OpOjeBUMa KOjU UCIYHaBajy yCJoOBe 3anaTka. Kako Hucy cBu 6pojeBu
UCTH, IOCTOje IBa CyCemHa TeMeHa TaKBa Ma je y jeIHOM O HuX ymucan 0poj —1 a y apyrom 1; meka cy o A u B,
pernoMm, u Heka cy nHapenna temena C, D, F u F. Tana y C mopa 6uru 1 (na 6u npousson 6pojesa y A, B u C 6uo —1),
na 3atum y D mopa 6utu —1 (36or B, C'u D), norom y E mopa 6utu 1 (36or C, D u F), u konauno u y F Mopa Gutu
1. IIpema Tome, 30up mznocu —1+1+1+(-1)+1+1=2.

b) Kao y neny non a) mamaszumo remena A; u Ay y kojuma cy ynucanu 6pojesu —1 u 1, penom. Tana y temeny As Mmopa
outu Gpoj 1, na omma y temeny Ay 6poj —1, ma y temeny As 6poj 1, y Ag 6poj 1, y A7 6poj —1 ura. I[Ipumehyjemo na
ce o0pa3al| IoHABLA, Tj. Ja je y TeMEeHUMa YMju MHIEKC Aaje ocTaTak 1 mpu fnememy ca 3 yBek ymmcan 6poj —1 (apyrum

2019

peunma, Ha ¢BakoM Tpehiem Temeny), a y ¢cBuM ocranaum TeMmenuMma 6poj 1. IIpema Tome, y ==, 1j. 673 Temena je ynucan

6poj —1, a y npeocranux 1346 temena Gpoj 1, ma 36up cBux ynucanux OpojeBa m3nocu: 673 - (—1) + 1346 - 1 = 673.



UYerBpTH; paspen — b kareropuja

1. KBampupajmo obe jemgHakoCcTy maTe y MOCTABOM W MOTOM ux cabepumo. lobujamo:

61 = (16 sin? o + 40 sin v cos B + 25 cos? B) + (25sin? B + 40sin B cos a + 16 cos® a)
= 16(sin? o + cos? o) + 25(sin? B + cos? B) + 40(sin a cos 3 + sin B cos )
=16 + 25 + 40sin(a + 8) = 41 4+ 40sin(180° — ) = 41 + 40sin~.

Oparae mmamo siny = 61&)41 = % = %, 1j. v = 30° uau v = 150°. IIpyra moryhuoct ornana 36or ycaosa ma je AABC

omrpoyrau, na ocraje y = 30°.

2. Jla 6u u3pa3 y mocraBuu 0uo meGUHUCAH, MOPa BakuTU log,(cos %) > 0, Tj. cos % > 1. Ho rako, no ne¢pumuunuju

¢yHKIMje cos, JeBa cTpaHa He Moke Outu Beha on 1, ocraje cos % =1, 1j. % = 2k7 3a mexo k € Z, e octaje D = {2/2k :

k € Z}. Tlpema Tome, 3a x € D, 6poj 22 mose 6utu 8-0%, 812, 8-22... Kako umamo 8- 15% = 1800 < 2019 < 8- 162 = 2048,
HajMama BpemHocT uspasa |2019 — 2| mocTmxe ce 3a x = 21/2 - 16 u msrocu 2048 — 2019 = 29, mTo jecTe mpocT GpPO].

3. Bazu n? +4n — 15 =n? +4n+4 — 19 = (n + 2)? — 19, ma momTo oBaj 6poj Tpeba ma Gyme memus ca 361 a uMamo
361 = 192, crequ na je mocmarpamu 6poj memus u ca 19. Omma 19 | (n + 2)?, ma momTo je 19 mpocT 6poj, mobujamo u
19% | (n + 2)%. Ho, Tama u3 osora u 361 | (n + 2)? — 19 caeau 361 | 19, mro je ouwmrsienma koHTpamukiumja. Jlakie, Takas
6poj He mOCTOjN.

4. [Tpe6pojMO TPBO KOJMKO MAKCUMAJIHO MOKe OUTH TakBuX OpojeBa umje cy mudppe y omamajyhem moperky. Caku
TakaB Opoj je jemmosmauno ompeben omabupom mer (pasmmumTrx) nmupapa Koje ra cauummaBajy (HAKOH mTO Cy mudpe
onmabpane, 6poj HOOKjaMO BUXOBUM COPTUPAKEM y omanajyhiem moperky), ma momTo umamo 10 mupapa Ha pacnosaramy,
TAaKBUX OpojeBa mMMa (150). IIpebpojmo cana oume Gpojese umje cy nudpe y pacryhem noperky. CamyHo Kao Majompe, u
cBaKu TakaB Opoj je jemmosmauno omxpebenm omabupom mmdapa Koje ra cadumaBa-
jy; mpuToM cala Ha pacrnojaramy mMamMo caMo 9 mupapa oI KOJUX MOKEMO Omparu
5, jep meby omabpamum mudppama me cme Gutm 0 (ako Gu Guia, omma Gu oHa, 360T
pactyher moperka, mMopaJsa mhu Ha mouerak TeJedOHCKOr Opoja, mTo je 3abpameHo
ycaoBoM 3amaTka). Jlakie, y OBOM Ciydajy MMaMoO (g) OpojeBa. YKyman pesyiarar je:
(150) + (g) = 252 4 126 = 378 tenedonckux OpojeBa.

5. s CL = CB nobujamo £LCLB = LCBL =180°— L{ABC = 180° — L ADC, na Tauxke
A, L, C u D nexe Ha UCTO] Kpy:RHUIK (3607 CYIJIEMEHTHOCTH NEePU(EPUjCKAX yTIOBa
HAJ UCTOM TETUBOM C pa3iaumuuTux crpana). Ha ciauuan mauwun, uz AK = AB nobujamo
AAKB = L{ABK = 180° — L{ABC = 180° — LADC, na u tauxke A, K, C u D nexe Ha
ucroj kpyskuunu. akme, csux mer tauaka A, K, L, C u D nexke Ha UCTOj KPY/KHUIIM, Ox 2019 4B 5
mTo je m Tpebaso moKa3aTu.




