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I'EOMETPUICKE HEJEJHAKOCTHU

I'eomeTpHjcke HEjeTHAKOCTH Cy CUTYPHO jeAHA OJ BaKHUX M BEOMAa 3aHUMJBMBHUX TeMa
HACTaBe MaTeMaTHKe y HAIlUM OCHOBHUM M CpeAmuMa IIKojama, Kako y PEIOBHOj Tako U Y

,Z[OI[aTHOj HaCTaBHU MaTCMAaTHUKCE.

[{usb OBOT caomITema je Aa Kpo3 pa3HOBPCHE MpUMepe, MperieoM MOryhux reoMeTpujckux
HEjeIHAaKOCTH O] LIECTOr pa3pelda OCHOBHE WIKOJE, Ma CBE [0 3aBPIIETKA CPEIHOLIKOJICKOT
o0Opa3oBama yKaXKe Ha 3Hayaj T€OMETPHUjCKMX HEjeTHAKOCTH U IIUPOKEe MOTyhHOCTH NpUMeHe
HACTaBHUX caJip)kaja y H3BohemYy M JOKa3MBamy I'€OMETPHCKUX HEJEIHAKOCTH, Ka0 U HUXOBE
MHOroOpojHe npumene. [Ipumepu kojuma ce WIyCTpyje MaTepHja Cy pa3HUX CIOKEHOCTH O/ OHUX

HajeJIEeMeHTAPHUJUX U JUPEKTHHUX MPUMEHA HejeTHAKOCTH TPOYIJIa A0 HajCIOKEHUJUX MTPUMeEpa 4

Wznaramem he Outn 00yxBaheHu caapkaju Be3aHU 3a T€OMETPUjCKE HEjeTHAKOCTH TPOYTJa,
TE€OMETPHjCKE HEJEHAKOCTH YETBOPOYIJa, TE€OMETPUjCKE HEjEHAKOCTH BE3aHE 3a MHOTOYrao H
kpyr. buhe peun u O TpUMEHH TE€OMETPH]CKHX HEJEIHAKOCTH Yy pellaBamby EKCTPEeMaTHUX
npo6IeMa, ca MoCeGHUM OCBPTOM Ha H30MEPHUMETPHjcKe mpobieme. '

Jenan neo m3narama Ouhe mocBehen m HejenHakoctn Muxaunna IlerpoBuha 3a KOHBEKCHe
byHKLIMje 1 BeHUM MpUMEHaMa Ha u3Boheme opel)eHnX reoMeTpujcKuX HejeTHaKOCTH, ca Moce-
OHHM OCBPTOM Ha HEjeTHAKOCTH TPOYIJIA.

A) HEJEIHAKOCTU BE3AHE 3A TPOYT'AO

I'eomeTpHjcke HEjeHAKOCTH Cy HACTaBHA MaTepHja ca KOjoM Ce YUEHHIIH MPBH MyT cycpehy
y IIECTOM pa3pelly OCHOBHE ILKOJIE KaJa Ce€ YUYEHHUIM YIo3Hajy ca TBphemHrMma Be3aHHM 3a 30up
yIJ0Ba y TPOYIIIy M NPBUM T€OMETPUJCKUM HEjeHAaKOCTHMA: HacrpaMm Behe cTpaHuie Tpoyria
Hana3u ce Behu yrao (u oOpHYTO) M 30Mp Ma Koje JBE cTpaHHIle Tpoyria yBek je Behu om tpehe
CTpaHHMIIE TPOYTJIA.

[Tutama ca KojuMa ce HEMUHOBHO cycpeheMo y IMIaKTHYKO-METOIUYKO] TpaHchopMaruju
caJip>kaja Be3aHHUX 3a TEOMETPH)CKE HEJeTHAKOCTH Y PEIOBHO] U I0aTHO] HACTaBU MaTeMaTHKE CY:
o Kako u3rnena MeToan4YKy HA3 KOJUM YBOJUMO T€OMETPH]jCKe HEjeTHAKOCTH y HACTaBU
MaTeMaTUKE yOrITe?

o Koje camprkaje Be3aHe 3a TeOMETPH]CKE HEJSTHAKOCTH HU3JIOKUTH Y (OpMH J1aTO TBpheme —
7I0Ka3, a Koje y (hOpMHU MaJi MaTeMaTHYKH €KCIIEPUMEHT —> caMOCTajHa (hopMysamnuja
TBphema?

' Kao mpusior m3maramy 0/1ajeMo u TekcT Ap Biaaumupa Jarnkosuha ,A30nepumeTpujcki npoGuem,

Tanrenra 6poj 1, HoBu Can, 1995, xoju npeacraBiba Beoma J100ap mpuMep MpUMeHe TeOMETPHjCKUX HejeTHAKOCTH.



o Koju cagpxaju 0 reOMETpHjCKUM jeTHAKOCTUMA Cy ITOTOJTHU 32 PEIOBHY HACTaBy
MaTeMaTHKe?

o [IITa je rpanuua, Tj. Kaja Mpecrajy caapkaju 0 TeOMETPHUjCKUM HEjeTHaKOCTUMA BE3aHHU 32
PEOBHY HACTaBy MaTEMATUKE U MMOYNbY Ca/ip>Kaju A0AaTHE HacTaBe?

%k
1. VY cBakoM Tpoyriy jeaH yrao Tpoyria je Mamu 1M jeqdak 60°, a jenan yrao tpoyria je Behu
ox 60°. JlokazaTu. *

2. Axocya, b u ¢ MmepaH OpojeBU CTpaHUIlA TPOyTHa, a h, hy u h. MepHU OpOjeBH OJATrOBapajy-
hux BucuHa Tpoyrna ounaje a+b+c > h, + hy + h. . Jlokazaru. *

3. Ako je R noiaynpeyHHK OMHCAaHOT KpyTa, T0Ka3aTH Ja je 00uM Tpoyriia yBeK Mamu o 6R. *

4.  Axo je S neHtap Kpyra ynucaHor y Tpoyrao, onaa je AS + BS + CS Behe ox momyobuma
Tpoyria. Jlokazaru. *

5. Axo je M Tauka y yHyTpammoj obnactu tpoyria ABC, onma je AM + BM < AC + BC.
Jlokazarwm. *

6. Axo cy a, b u ¢ Mepuu OpojeBHM CTpaHWIlAa TpOyriaa, a I, f, U f[.  MEpHHU OpojeBH
oaroBapajyhux TEeXKUIIHUX IYKH TPOYTJa, OHJA je 30Mp TEeKHUIIHUX AYKU Tpoyria Behu on
TPHU YETBPTHHE O0MMa, a MarbH OJ1 TPH MOJI0OBHHE 0OuMa Tpoyria. [lokazaru. *

7. Axo cy f_ W t, TeXHIIHE TyXH KOje OAroBapajy KareTamMa @ W & NpaBOYIJIOr TPOYIa

I
I

1
JOKa3aTHh Ja BaXXH - <« — = 2,

¥
o

8. HejenHakocT g4* +b* +¢* < 2(a’h® + bc? + ¢*¢’) Je NmOTpebaH M JOBOJbAH YCIIOB Ja c€
MO’K€ KOHCTPYHCATH TPOYTao YUjH Cy @, b 1 ¢ MepHU OPOjeBH CTPaHUIIA.

9.  JloxaszaTu Ja 3a MpaBOYIJIM TPOYrao BaXXH HEJEAHAKOCT R — r = 2P, rje je R momynpeyHuK
OIMCAHOT, 7 MOJYINPEYHHUK YIHCAHOT Kpyra a P MOBpLIMHA TPOYIJIA.

. e +h— .

Pememe: Kakoje R == u r = —— | (a,b - KaTeTe, C - XUMOTEHY34) TO j€
, atb— +5 — =5

r+R=4+2""C=22 = Jab= 2P

- ~

JemHaKoCT Baky 3a jeTHAKOKPAKO MPaBOYIIIM TPOYTao.

10. VY mpaBoyrimom Tpoyriy Baxu ¢+~ h »a+b |, roe cy a u b karere, ¢ XUNOTEHy3a U

h XuroreHy3nHa BucHHA. Jloka3aTH.
11. Axo cya, b u ¢ gy)uHe CTpaHUIla PABOYIJIOT Tpoyria ( ¢ je XUIOTeHy3a) J0Ka3aTh J1a BaXu

a+b£c\/?.

12. Jloka3zaTu HejeqHAKOCT P = 2y R -+?, rne je F moBpIIMHA, R TOJYNPEYHHK OIHCAHOT, 7
HOJIYIIPEYHUK YITUCAHOT Kpyra TPOyTJia.

Pememe: Y cBakom tpoyray je h, = 2r . h, = 2r, h_> 2r opakie je
2Rh_ > 4Rr, 2Rh, > 4Rr, 2Rh, > 4Rr

. b abc
Hame je R = c—;= -, » OIHOCHO bec = 2Rh_, u ciimuno ac = 2Rh,,ab = 2ZRh_.
4P lahg

272 _
Hakne, bc = 4Rr,ac = 4Rr,ab > 4Rr, naje % > 4Rr’  u, HajgaﬂP=% > 24/ Rr3.

=



13. VY tpoyriny AEBC mpaBa s je cUMeTpala CloJballliber yriia Tpoyria kox temeHa A. Heka je B,

MOJIHOXje HopMaie u3 5 Ha = . Jlokaszatu na je 55, — CB, = BA — CA

Pememwe: O3nauumo ca D npeceuny tauky npaBux BB1 u AC. Kako je s cumerpana yrina BAD, To
je oHa u cumerpaina ayxu BD, na je ABD jennakokpaku Tpoyrao u AB = AD. V tpoyriy BiCD
Baxxu B1C + BiD > CD, oxarie je BiC + BB1 > AC + AD u xonayno BB1 + BiC > AC + AB.

B1

D
C A —

14. Axo cy a. bW ¢ qyxKWHE CTpaHHMIAa TpOyriia H «, [,y BeMU4YnHe onarosapajyhux yriosa,

. . 1, .
nokazatu aa je ac + b~ cy = -(aff —ay + ba — by + ca — cff).

Pememe: Hekajea>b>c. Tagaje a > >y, naje
a—-b>0, a-p=>0,
b-c>0, B-y=0,
a—-c2>0, a-y=0.
MHoXemeM U cabupameM HaBeeHUX HEjeTHAaKOCTH JoOuja ce 1a je
(a-b)a-P)+(b-c)P-v)+(a-c)a-y)=0,
ao-aPf -ba+bp-by-cf+cy+aa-ay-ca+cy>0,
2(aa+ bp +cy) > af +ay + ba + by + ca + cf3, ogakie cienu HejeTHAKOCT

, 1, .
aa + b+ cy =-(aff +ay + ba + by + ca + cff).

15. Akocy a, b u ¢ Qy)KuHe CTpaHuIla TPOoyria W ¢, [5, ¥ BeTUYMHE OAroBapajyhux yriosa,
aa + bp + cy 7

a+b+c 2

. T
JIoKa3aTH 1a je ? <

16. Mar je tpoyrao A;A-A; ca crpaHunama a, = A.A;, a, = A A, a; = A;A. . Heka cy =,
TaHTCHTHE [yXKW YIOHCAHOT Kpyra Koje momase u3 Temena A, (1= 1,2,3). Jlokasaru

RN SN

@y = g

. JenHakocT Baxu kana je A;4-4; jeTHaKOCTpaHUYaH TPOYTao.

S

17. Axo cy a, b u c cTpaHuIe TpOyTJa Yuju je 00uM 1, OHJ]a BaXKH HEJEAHAKOCT
- . - 1
a- = b +c¢° —4abc < -

L

18. Jloka3aTu HEjeIHaKOCT = 6 ( a.b,c — crpanune, = — MOJyoOUM

—& r—b 5—C

TpOyTJIa).

1 }
19. J[lokasatu HejemqHakocT __ . ._y .. — L. 4 ( a. b, ¢ — crpanuie,

c F

$ —TIOJTlyOOMM TPOYTIIA).



1 1 =+

Pememe: Hajmpe noxaxemo HejegHakoct: m, n > 0, m = A
me=n 4 11 4
m?-2mn +n*>0 wu (m + n)*>> 4mn umm = TJ._"-'_E
iy ] Ti-Th m T m+hn
) 1 1 4 4
3aro je + > =—.
s—a s—>b s—a+s—-b ¢
t o, 1 11 4
CouuHo jen s —a s—c bus—b s—c a
) . . 2 2 2 4 4 4
CabupameM 100MjeHUX HEJSAHKOCTH CIIEIHU 1A je + + > —+— 4+ —
s—a s—b s—c a b ¢
oJlaKie 1eoboMm ca 2 100HjaMo TpaskeHy HejeTHaAKOCT.
. [ 1 1 1 T 1
20. JloxasaTm HejeOHAKOCT 5| —— + — — T] =- ( ab c— crpaHume, 5 — TOIyoOUM
TpOyTJa).
21. Axocy a, b u ¢ MepHH OpPOjeBH CTpaHHMIIA TPOYTJIa, OHJA BaXKH HEjETHAKOCT:
3 < 4 4 b + ¢ < 2. /Jlokazarm.
2 b+c c +a a+b
Pememe: U3 HejeqHAaKOCTH apUTMETHYKE U XapMOHH]CKE CpeIMHE ce T00Hja ce
1 1 1
+ +
b+c c+a a+b S 3 _ 3
3  b+c+c+a+a+b 2(a+b+c)
AKo oOHjeHy HejeTHaKOCT MOMHOXHUMO ca 3 (a + b + ¢) cienu na je
1 1 1 9(a+b+
(a+b+c) + + > (a ©) .
b+c c+a a+b 2(a+b+c)
. 1
Tamaje —% 41+ b +1+ +12i WA
b+c c+a a+b 2
a b + 1 Zi_3zi MIPU Y€MY j€THAKOCT BaXKH ako je a = b = c.
b+c c+a a+b 2 2
Kakoje a<b+c¢, b<ctamc<a+b 1oje
atb+c<2b+tc)at+tbtc<2ctauma+b+c<2a+b).
Tana je ! > 2 , ! > 2 , ! > 2
b+c a+b+c c+a a+b+c a+b a+b+c
Crnenu na je a o 2a , b > 2b , c_ o 2c , TTa ce cabupameM
b+c a+b+c c+a a+b+c a+b a+b+c
MPETXOHUX HEJETHAKOCTH 100H]ja a . b A > 2a+b+c) =2
b+c c+a a+b a+b+c

22. Y omrpoyrioM Tpoyriny ABC, HajBeha BucuHa AH jemHaKa je TEXKHUINHO] yKu BM .
JlokazaTtu na je <ASC < 607,

23. Jlatm cy TtpoyrnoBu — AEC u A,B,C; , Tako ga je AE =A B, AC=A,C, n
4BAC == 4B A, C,. lokaszatu na je BC = B, C,.

24. Hekacya, b, ¢, x, y, z TO3UTUBHU peanHu OpojeBn TakBu faje a +x=b +y=c+z=1.
Jokazatu na je ay + bz + cx < 1. Moxe nu ce Aara HejeqHaKoCT yornmTutu? *



B) HEJEJJHAKOCTU BE3AHE 3A YETBOPOYI'AO

25. 'V xoHBekcHOM 4eTBopoyriny ABCD nara je mpousBosbHa Tauka M. Jlokazatu 1a je
AM + BM + CM + DM Behe ox moimyoOuMa yeTBopoyria. *

26. JlokazaTu Jia je pa3jinka OCHOBHMIIA Tpamne3a Beha o/ pas3iinke BeroBux Kpakosa. *

27. Jlokazathn na je oOMM CBakor KOHBEKCHOT dYeTBOpoyria Behm onx 30upa aumjaronana
YeTBOPOYTJIa, a MamkbU OJ1 ABOCTPYKOT 30Mpa JujaroHaia 4eTBopoyria. *

28. Y xonBekcHOM ueTBopoyrity ABCD Tpu yrina unja cy Temena A, B, C cy tyna. JlokazaTtu na je
nujaronana BD Beha on qujaronane AC. *

29. Hexkacy 4, B, Cu D 06wmio Koje 4eTHupu Tauke y paBHU. /loka3aTtu aa Taja Baku HejeTHAKOCT
AB -CD+ AD -BC > AC - BD (IltonomejeBa Hejeqnakoct). Kama Baxu jegrakoct?

30. Hekacy q, b, ¢, d crpanuue, a P moBpIIMHa KOHBEKCHOT YeTBOpoyriia. JlokasaTu a Baxu

a’+b> +c* +d’

HejenHakocT P < ) . Kaga Baxku jegaakoct?

Pemewe: Hekacy @ u f yrnoBu uzmely crpanuna a = ABu b = BC, ogHOCHO ¢ = CD

d = DA, penom. Tana je

: 1 1 1
P(ABCD) = Pyss¢ + Pygcp = jabsina + Ec‘d sinf < - (ab+ed) <

l(a:—~b: c:—-—d:) at 4+ b*+ % +d?
< — -
-2 2 2 4

JenmHakoCT y IpBOj HEjeTHAKOCTH BaXKH akko je & = § = 90% Jay Apyrojakkojea =buc=d.

Jlakiie, jeAHAKOCT BaXKH aKKO je& IaTH 4eTBOPOYrao KBaapar.

31. Hexkacya,b, cnosurusau GpojeBuu @ = ¢ u b = c. Jlokasatn ' cl(a — ¢) =/ c(b —¢) < yab.

32. Ako cy a, b, ¢ mo3uTuBHH peanHu OpojeBu (@ > ¢ u b > ¢) , OHJA BaXKM HEjeTHAKOCT:

\/a2 - +\/b2 -c’ Sa—b . Jlokazaru.
c
Pememe: Younmo aentoun ABCD uuje cy

A crpaaune AB=AD=a u BC=DC =5, a
nujaronana BD = BS + SD = 2c.
Kakoje A4S =+ a’ —c> u CS=b>-c" 10
D j€ TIOBpIIIMHA JEITONAA jeTHAaKa TOMYITPOU3BOIY
B ) ) 20(\/a2—02 Jr\/bz—c2
aujarosana, Tj. P = 2
C npyre cTpaHe MOBPIIUHA ACATOUA j& U
P=2 ab-s% . Tana je
2P =c (\/az -+ \/a2 - ): absing <ab,
C naje \/az—c2 +\/b2—c2 Sa—f

33. VYV jeaumnununHoM kBagpaTy aato je 2015 tauaka, o1 KOjUX je jeqHa LeHTap KBaapaTa. 3a CBaKy Tauky je
y3€TO pacrojame a0 Hajonmxke ox octanux 20 1& Tadaka. [lokaszaTu ga je 30up KBaapara OBaKBUX

pacrojama MamH o1 3,6.



34.

35.

36.

37.
38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

C) HEJEJHAKOCTU BE3AHE 3A MHOI'OYT'AO

Hexka je M npoun3BoJbHA Tauka y YHYTpallbhoj 00JacTH KOHBEKCHOT MHOroyria. Jlokasatu 1a
je 30mp pacTojama Tauke M o1 TeMeHa MHOTOYTJ1a, Beha o/ ToJIoBUHE 00MMa MHOTOyTIa. *

VYuyrtap npaBoyrior ceamoyria A, ...A-, u3abpana je tauka O). Jlokazatu na Oap jenaH on
yraoBa A 0A,i = j.i,j €{1,..,7}3a10B0J/baBa HEjeAHAKOCT <4, 04, = =. 180"
Heka mpaBa ! neny KOHBEKCaH MHOTOYrao Ha JiBa Jeja jeJJHAKUX MOBPIIMHA, U MPOjCKIHUjy

MHOTOyTJIa Ha TIpaBy ¢q (g L [)Ha nBa onceuka. Jloka3zaTu Ja KOJMMYHHUK THX OJCEYaka HUje

Behmom 1 = v 2.
D) HEJEJJHAKOCTHU BE3AHE 3A KPVYT

VY kpyr nonynpeyHuKa  ymucas je n-toyrao. Jlokaszatu ga je o0uM n-Toyriia Mamu 011 217

Jlato je & Kpyrosa y paBHHU, TaKo Jla HeKa Tauka { mpumnajaa cBakoM oJl wux. JlokasaTtu na
jenaH oJf TUX KPYyroBa CaJp>Ku IIEHTap HEKOT O]l IPEOCTaIuX KPyroBa.

Jlar je kpyr nonynpedynuka 1 u n tagaka A, A-, ..., A,, y ucroj paBau. Jloka3aTu J1a ce Ha
Kpyry MoXe n3abpartu Tauka X, Takpa fa je XA, ~ XA, — -+ XA, =n(ne N). *

[IpaBa ! campxu rieHTap KpyXHUIE ynucaHe y AAS C 1 ojcena oJ] lera Tpoyrao uuja je
nospumHa S. JlokasaTu qa je S = 2r- | rjie je v NoJNyIpPEeUHHK YIIUCAHE KPYXKHHIIE Y TPOYTao

ABC.

VY paBuu je gqato 100 Tauaka, TakBUX Ja Mel)y CBUM aQy)XKWHaMa, 4dje Cy OHE KpajeBH, HajayXa

nMa nyxxuny 1. Jlokazatu na je nyxuna d, Hajkpahe mel)y oBUM ayxuHamMa, Mamba 01

E) CTEPEOMETPUJCKE HEJEJHAKOCTHU

Jlara je TpocTpana nupamuga A5l ca cTpaHrIiaMa OCHOBE @, b M ¢ ¥ OOYHUM HBHUIIAMA ¥, V
u z. [logHoXje BucuHe U3 Bpxa " mpumnana ocHoBu A5 C. Jloka3atu 1a Baxu
x+y=z€a+ b4+ 3v

JlaT je monuenap moBpiuHe Py KOJU ¢€ MOXKE YITUCATH U OKO E-era MOXKe onucaTu cdepa.

_ 3|rpP
AKO Cy TONYIPEYHHIH THX cdepa * U R , pefoM, I0Ka3aTu na Baxu K = | —.
Yy 4m

AKo je TauHO jelHa cTpaHuIla TeTpaeapa Beha ox 1, Tajga 3armpeMuHa TeTpaeapa Huje Beha on

1
- Jlokazaru.

AKO mpecek TeTpaeaipa HEKOM paBHU MMa OOJIMK TMapajieaorpama, OHJIa je MoJyoOuM Tor
nmapayiesiorpama Mamu oj] Hajeehe, a Behu ox Hajmame uBHIle TeTpaeapa. JlokazarTu.



Pememwe: Kakxo je MN||PQ ,to je PQ mapanenno paBHH
ABC. Kako PQ npunazga pasuu BCD, To npase BC u
PQ nucy mumounnasue, te je PQ||BC , na je u MN||BC
Amnanorno je MQ||AD u NP||AD.

W3 cimmunoctu A AMN ~ A ABC cnenu M: A—M
BC AB

N3 cnmunoctu A BMQ ~ A ABD cnenu iQ: ﬁ
AD AB

MN = MQ_ AM _MB _ 4B
AD ~ AB  AB 4B

CabupameM MPETXOIHUX JeTHAKOCTH 100H]ja ce =1.

Heka je a najmama, a b HajBeha uBHIa TeTpaeapa.

MN+ MQS MN+MQ , maje MN+ MQ > a.
BC AD a a

MN MO, MN MO . ie MN+MO < b
BC 4D b b

Tagaje a < BC u AD < b,maje 1=

Cmnuno je 1 =

F) IIPUMEHA 'EOMETPUJCKUX HEJEJHAKOCTU
HA EKCTPEMAJIHE ITPOBJIEME

46. Y HenocpenHOj OJIM3MHU NMPABOJIMHU]CKOT ITyTa p Hanazae ce rpajoBu 4 u B. I'ne Tpeba
M3TpaguTH OCH3WHCKY TyMITy S Tako fa je 30up pacrojama AS u BS Hajmamu? *

47. Opn cBUX IPaBOYIIUX TPOYIJIOBA KOHCTPYHCAHUX HAJl KPYTOM MpeuyHuKa 2R OApEUTH OHAj
MPaBOYTJIM TPOYrao KOjyu MMa HajBehu MonynpeyHuK yIucaHOT KpyTa.

48. OmpenuTd TauyKy y YHYTPAIIHOCTH TPOYIIIA, TAKO J1a IPOU3BO] PACTOjamba O TE TaYKe J0
CTpaHwMIla Tpoyria Oyzae HajBehu.

Heka cy x, y, z pactojama Tauke M of cTpaHuiia
tpoyrna BC = a, CA = b, AB = ¢, penom.
Tana je P = Paspc = PavpctPavica™Paviap =
w b, a_p
2 2 2
Kako je ax + by + cz = 2P u3 HejenHaKOCTH

apUTMETUYKE U T€OMETPHjCKE CpeIuHE

cienu 1a je:

3

3
2TP = W >3/ axbycz |, T1j. [ZTPJ > axbycz,naje abcxyz < (2{}



3
. . 2P
Kako je 3a Tauno oxpeheHn Tpoyrao necHa cTpaHa HejeTHAKOCTH (T KOHCTaHTHa, TO JIeBa

CTpaHa HEjeTHAKOCTH CBOjy HajBehy BpeaHocT mobuja kaga je ax = by = cz = %

h, 2P _ by __ 2P _h

Jlakie TpakeHa Tauka M je oHa Tadka 3a KOjy je X = 2P =—=-L
! o 3¢ 37 w37 3¢ 3

T€ je OUMTJIEIHO Ja je Tauka M TeXHIITe Tpoyria.

49. Vuusep3utercku neHTap C rpaam ce 3a cTyJeHTe Koju kuBe y rpagosuma M, N u P. Jla nu
nokanujy C OGupaTH Tako Ja ce Hajla3u y TeXHILTY, [IEHTPY OMUCAHOT, IIEHTPY YIUCAHOT
Kpyra, OpTOLEHTPY WJIM HEKO] JPYroj TaukKH y YHYTpallmoj oosact Tpoyria MNP tako na
30up pacrojaa MC + NC + PC Oyzne Hajmamu?

G) U3ONEPUMETPUICKU ITPOBJIEMU

50. Op cBHX IMpaBOYTJIMX TPOYIJIOBA YMja j€ XUIIOTEHY3a jeIHAKa 1aT0] TyXH ¢, HajBehy
MOBPIIMHY UMa jeHAKOKPaKO-IPaBOYyTJI Tpoyrao. Jloka3aTH.

51. Jloxa3zaTu Jja o1 CBUX TpoyrioBa oOuma 2s Hajsehy MOBpIIMHY UMa jeTHAKOCTPAHUYHU
TPOYTao.

52.  Op cBHX 4eTBOpOYTJIOBa AaTor o0nMa HajBehy moBpiMHy nMa KBaapat. Jloka3atu (BUAETH
3amarak 30).

53.  Ogp cBHX # - TOYTJI0BA AATOT 00OMMa HajBehy MOBPIIMHY UMa IPABUIIHU # — TOYTAO0.

54. Opn cBux durypa unju je ooum O HajBehy moBpiuHy uma Kpyr. Jlokazatu

H) TEOMETPUICKE HEJEJJHAKOCTU
MUXAWNJIA IIETPOBURA

Hexka cy xi, X, ... , X, IO3UTUBHHU peasHu OpojeBu U3 UHTpeBana (a, b) u Heka cy OpojeBu m u M
penom
X, + X, +o.tx,
m, = s
n
_ S+ )+t f(x,)

n

M

n

riae je f(x) Heka peanHa Ha WHTEpBaNy (g, b) MO3UTHBHA, KOHBEKCHA U HEMPEKHUIHA (YHKIIH]ja.

VY cBoM yuOeHuky (mpBoM 1o pexny) ,,PauyHame ca OpojHuM pasmaunuma“ u3 1932. rogune
Muxawuno [lerpoBuh y mornasspy ,,bpojHH pa3smany y eneMEeHTapHUM paduyHHMa™, MOJAIOTIABIbE
,,DPOJHH pa3Mmaly y apuTMETHIIN U anreOpu*’, CaCBUM €JIeMEHTapHO J0Ka3yje J1a je

f(m) <M, < Jf(m)+ (n = 1)f(0) 0

n

10



Buneru: Cabpana nena Muxawmna [lerpoBuha (kmura 8): MaTepBanna matemaruka:,,OgHoc uzmel)y
apuUTMETHYKE cpelnHe OpojeBa U apUTMETHYKE CpeinHe BUXOBUX (pyHKIMja“ (cTpana 56 — 59).

VY pa3Bujenoj popmu nodujena Hejeanakoct (1) mma o06IUK

X+ X, +..+x,
f( ; ]+(n—1)f(0)

n n

2)

n

f(xﬁ—xz +...+xn]S S+ ) +.4 f(x,) <

Kana ce nobujeHa HejeqHakoct npuMeHd Ha QyHKIHjY f (x) = x" (k > 1), onja je mara pyHkuja
KOHBEKCHA U 3a MO3UTHUBHE peasiHe OpojeBe X1, X2, ... , X, BaXKH HEJ€THAKOCT

S 3)

n n

k k k k k
[xl + X, +...+an SNt (x1 + X, +...+xn)
n

3a k = 2 nobuja ce mo3HaTa HejeTHAKOCT

(4)

2 2 2 2 2
[xl-l-xz +...+an ANt (xl+x2 +...+xn)

n n n

Buneru: Cabpana nena Muxawmna [lerpoBuha (kmura 8): MaTepBanna matemaruka:,,OgHoc uzmel)y
apuUTMETHYKE cpelnHe OpojeBa U apUTMETHYKE cpeilnHe BUXOoBUX (pyHKIMja“ (cTpana 60 — 61).

HEJEJHAKOCT MUXAWJIA TIETPOBHUhA 3A TPOYI'AO

Melhyrum, Muxauno [lerpouh npumehyje na ce mHTEpBaNl Y KOME ce Haytazu 6poj M

X, + X, +..4x,
( ]+ (n-1) £(0)

f(xl + X, +...+xn}S SO+ () + 4 f(x,) < /

n n n

aKo ce MPUMEHHU Ha TPOYyrao MOXKe jOIlI Cy3UTH U (popMyiuie 100HUjeHy HEjeTHAKOCT caMo 3a TPH
MO3UTHBHA peayHa Opoja: X, y u z:

f(x+§}+ZJS 1)+ )+ 0) flx+y +32)+2f(0)

Tj.

3

Bunern: Cabpana nena Muxawna [lerposuha (kmura 8): HTepBamHa MareMaruka: ,,3a1amu KOju

X+y+z
|| @+ S0+ SO < flx+y +2) +2100) .
ce CBOJIC Ha MPOyUYaBamke apUTMETUYKE CPEeIUHE KOHBEKCHUX WIIM KOHKaBHHUX (yHKIHja“ (cTpaHa
85).
VY3umajyhu y 003up 1a 3a cTpaHuIie a, b v ¢ Tpoyriia Baxke HejeTHaKOCTH

atb>c, btc>aucta>b
a+b+c

U J1a 3a IOJIyOOUM TpOyTJia p= >

11



BaXK€ HEJETHAKOCTH p >da, p >b u p>c oH hopMupa HOBE MPOMEHIBUBE X =p — @, ¥ =p—b
U z= p -c uuHoBy Qynkuujy f(t) = F(p—1t). Kako je

d*f d*F
dt? dt?

To ¢y ¢ynkumje f(¢) u F (¢)ucTe KOBEKCHOCTH (0OTHOCHO KOHKaBHOCTH). Cienu na je

Xx+y+z

3F[p— 3 JsF(p—x)+F(p—y>+F<p—z>sF(p—x—y—z)+2F(p)-

3aMeHOM X =p— a, y=p—b W z = p -c yIpeTXoIHy HejeIHAKOCT 100uja ce

55.

56.

57.

58.

3F (271’] < F(a) + F(b) + F(c) < F(0)+ 2F(p).

VY marematnukoMm uvaconucy Ens. Math ¢akyntera Ecol normal superior (Ha kome je 1894.
roauHe noktopupao Muxauno Ilerposuh) y 6pojy 18 u3 1916. rogune ob6jasibeH je pag ,,0
HeKuM (QyHKIHjama cTpaHa U yriosa Tpoyria“ (,,Sur quelques fonctions des cotés et des
angles d'une triangle”) (ctpane: 153 — 163).

VY pany ce uzmel)y octanor TpeTupa u HejeJHaKOCT

1 a’ + bt + ¢ 1
I S _

3 (a +b+c)? 2

KOja BaKH 3a OMJIO KOjU TPOYTao 4Hje CTpaHUIle UMajy MepHe OpojeBe a, b u c.

Ha 2. bankanckom MaremaTtuukom KoHrpecy y bykypemrty 1937. rogune Muxauio
ITerpoBuh ce y jeqHom of ABa cBoja pana ,, O jeonoj meopemu Ilomneuja“ (,, A propos d'un
theoreme de M. Pompeiu ) 6aBu jeTHOM 3aHUMJBUBOM HEjeTHaKOIIhy Tpoyria:

Ako cy a, b u ¢ mepHH OpojeBU CTpaHHIlA TPOYTIa, OHJIA j&

3 a b c
— < + + < 2-
2 b+c c +a a+b

OpU 4YeMy JI0lka TpaHHUIA HEJeJHAKOCTH BaXHM Kaga je TpOYrao jeAHAKOCTpAaHHYHH, a
ropma rpaHulia HejeJHAKOCTH KaJia TPOyrao uMa jesiaH OECKOHaYHO Maji yrao.

Mely 3Hauajuum HejeqHakocTuMa Muxauna [lerpoBuha je u cieneha 3aHumMIbHBa
HEjeTHAaKOCT: AKO ce U3 MMPOU3BOJbHE Tauke M AaTor Kpyra nojaynpedyHuka R KOHCTPUIILY JIBE
mehycobno Hopmanne Tanreare AC u BD, onpa je

2R < AC + BD < 2R\[2 .

V¥ yaconucy Pymynckor maremaruukor apymrsa 40 (1938) (ctpane 205 - 208) Muxauiio
[TerpoBuh je 06jaBuo cienehy HejeTHAKOCT:

Hexka je (n — 1)s 00MM KOHBEKCHOT # — TOYTJIA Yhje Cy CTPAaHHIIE d|, a2 ... dy, TAKO J1a j€ CBaKa
Ol BbUX Mama WK jeqHaka s. Tana je
n a, a, a n—1

< + + 2 <
n-1 a,+a;+..+a, a +a;+..+a, a+a,+..+a,, n-2

12
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2 TAHTEHTA, 1 (1995/96)

N3O0INEPUMETPUICKU ITPOBJIEM

ap Brnagumup Jankoswh, MaTtematuuku parynrer, Leorpasg

YBOIX

Ilox w3oncpMMeTpH)CKKMM NPODAEMOM Yy YIKEM CMMCHY NCIApa3yMeBa ce L1polleM okpe-
buBama mpocTe, 3aTBOPEHE, DABHE KpUBe 3ajate AyXKUHe Koja obyxsara obaacrt najsehe
nospumde. o M3onepUMeTpU)CKUM NPOBAEMOM y UMPEM CMHUCIY IIOApAa3yMeBa ce 1ipobiem
onpebmpamsa ¢urype HajBehe moBpumMHe y 3a4aTo) daMUAMIM GuUCypa Koje MMaly |eJHAKE
obrme. ClIOMEHMMO HEKOIHKO KapaKTepUCTHYIMX TipobiemMa Tor THIla:

— meby m-ToyrioBuma 3aJaTHUX AYKUHA CrpaHMia ONDCHMTH OHaj KOjU WMa ilajeehy
[IOBPIIMHY;

— mMebhy n-Toyruosuma samaTtor obMMa M 3aJaTUX YIIoBa OApelnTH OHaj KOjU UMa Hajre-
hy mospumay;

— Meby n-royrioBuMa 3aaaTor o0uMa oApeaUTH OHa] KOJM MMa HajBelly MOBpIIVHY.

Huje Tenko HacnyTHIH A3 Je pelllekhe OCHOBHOI' U30TICpMMeTpU]CcKOr 1ipofiema Kpyr. ¥
CABpPEMEHN] MATEMATHIIA IIOCTO)M BUILIE JOKA3A OBE UMILEHWIIE, HeKU O IUX ¢y elleMeHTapHH,
a HeXM He, AW HYjeaH HUje TPUBM]AIA U CBAKW O IBUX IIPEACTARIBA IPABH MaTEMATIYKM
Bucep. Y oBoM ulaHky ©uhe UM3MOXeHO NpPBO eNeMCHTApHO pelleHe H30IEPUMETPH]CKOr
npobuema. _

WzomepymMeTpijckim npobreMoM cy ce BaBuiauM MaTeMaTuuapy anruuke ['puxe. M3
MHOT'HX caMdyYBaHUX ZaItica BUIH Ce, 1IOCPeJHO MIW HelIOCpedHO, ma ce jCl]_L[ Taga Hﬂ.CH}'hH—
BAJIO Jla Kpyr oByxsBara Behy NOBPINVHY OX NMPOCTHUX 3AaTBODEHUX KDUBUX WCTC AyKUile.
Hexu McTopuyapy MaTeMaTrnke Bair y ToM cmucay Tymade Muraropun (uvfaydpe ) crar
ja je "Hajnefile ol CBUX TeNa JONTa, Hajienula off ¢BUX paBmux durypa kpyr”. Hajsunaua-
JHM]je Aenc aHTUYUKe MaTeMaTHUKe IIOCBReNeHo M30MepMMETPH] cXoM Npodaemy Ouo je 3eHon0pon
TpakTar (Znvodwpoo, 2. Bek Mpe XpHCTa) KOjH, HAXAToCT, HMje cauysad. O osom jeny
naHac ce 3Ha TOCPeRHO, NpeKo Tekcropa llama amexcamapujekor {[lammos dlexavépede,
3. Bek) ut Tcona (Ocdv, 4. Bex). 3eHomop je MPBO PEIIABAO HU3OMEPUMETPU]CKW MpoHIeM
33, N-TOYIJICBE, a TIOTOM je OIIIITH M30TEePUMEEPH]CKH TIpoBIeM pPelliaBa0 AliPOK CHMMPALhEM
NPpCH2BOJbIIE KpUBE [IONUIOHOM. OCHOBI‘II/I HeJoCTaTaK 381-10,1.[0[)0130]:‘ HOCTYIIKa jC "[‘F-lj NITO
M0Ja31 OX HeloXazaHe NPETNOCTaBKe A& ¥y (paMHIAMJU n-TOyTUoBa 3agaTor obuma II0CTOjH
purypa MakcuMalHe NoBpliuvHe. 3aTo ¢e 3eliofOPOBO peliierbe U30TIEPUMETPH] CKOr [pobrema
3a N-TOYrIIOBe He MOXe cMATPaTH KoMinteTHiM. Takobe ce ¥e MOKe CMATPATH KOMITTETIIMAL
3eHOAOPOB A0KAa3 Ha je KPYL pellielhe M30MepUMeTPU]cKOor MpobieMa.

Ilpee cnenehe 3nauajue moxymaje fa peumm oBaj npobaem yuwano je HlTajHep (Steiner)
y nponnioM Beky. OH je a0 MeT A0Ka3a Aa jeé KpYT pelleihe M3oNepuMeTpH]cKor mpobieMa.
MeByTuM, B HeTrOBHM JOKa3M MMa]y UCTH HeJOCTATAK KA0 M OHA) 3eHOAOPOR: HHUje JOKA32H4a
erzUCTeHIMja peulerha. Dez o63upa Ha o, HITajHepoBy noKyImaju ¢y BaXKaH KOPak Ka IMhY
jep ce y BUMAa TT0JaBUJI0 HEKOJNHKO BeoMa MOOPUX Mieja Koje ¢y KacHWje JIOFefie BaxIie
pesynrare. Hameby ocramor ma ocuony lllTajHepoBMX MAeja HaCTANO ] IIPBO KOMIMETHO
eJIEMEHTAPHO Dellieihe M30IepUMeTPH]ckor TpobieMa koje je nao Exnep {Edler) 1882, roamue.
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TAHT'EHTA, 1 (1995/96) 3

Wzonepumerpujckm npobieM ciafa y WHPY Kiacy MaTeMaTHUKHX NpobiaeMa Koje Ha3H-
BaMo ekcTpemanuu npobiemu. To cy ripoGremu onpehurarba ofjexaTta U3 3ajaTe pamunije
Koju cy Hajbomm y zamaroM cMmucry. TakBu npobieMu Cy ce TIOJaBIEMBANH Y MATEMATH-
M O] IeHUX H4]paHUjUX IouyeTaka. Lakofe c¢ 110]JaBmky]y ¥ APYIMM HAYKaMa, TexXHMIM
u exonomupn. Toxkom XVII Bexa pacio je uHTepecoBarbe 3a EKCTPEMAaRHe HpobiemMe MITO
Je IOBeJo OO MojaBe NMpepeHNUjaJHOT padyHa, 4urje cy Temelbe nocrasmmd IbytH (New-
ton) u JlajBummy (Leibnitz). Y XVIIT rexy HacTama jo jolI jeaHa MaTeMaTUdKa HUCIM-
ITUHA KOJa Pa3Buja amapar 3a peliapawe ekcTpemanuux mpobrema. To je sapujauvosu
pauyH. Tememe cy my nmocraBumu Qjmep (Euler) i Tarpamx (Lagrange). ¥ BapujaimoHOM
PAYyHY Ce M3YUABA AHANWIWUKK AlTAPAT 3a PENlABak-e eKCTPEMAJHUX NpobieMa y KOJuMa cy
[IPOMEHJEMBE KPUBE Y HIOBPIIM, KAKAB J€ HIIp. W3olepumeTpujcku npobiem. [IpBo koMrurerHo
peliiethe WIOIEPUMETPH]CKOT NTpobiieMa TIOJaBUIIO Ce YNIPABO ¥ OKBUPY BADPM]AITACHOI PAYYHA.
Mao ra je Bajepurrpac (Weierstrass) y kKypcy BapUjallMOHOT DAUyHA KOJer je AP¥KA0 CBOJUM
crynenTviMa. MuTepecanrtHo je ma Bajepuirpac nije ofjaBro cBOj pe3yaTaT Behl Je OH 0CTA0
cauyBaH 3aXBaby] v cTYZeHTCKUM BeliciKama.

OlrajrepoBo (HemOTHYHO) pellese
Pezyarar npsor Hltajueporor nokyuraja GopmyaucalieMo y obBJIuUKy Teopeme.

TEOPEMA 1 Axo npocma 3ameoperat pasue Kpusad Huje Kpy2, NOCmoju Npocma 3ameo-
pena pasna Xpuea ucime 0ydcune xoja obyreama obadcm gehie nospiune.

Hoxas. Hexka kpuea k oByxBaTa obnacT koja HMje XoHBeKcHa. Tala Ha KpUBQ] k£ HocToje
NBe Tauke A M B, TAKBe Jia ¢BC YHYTpalObe Tauke Ay>XKU AB mexke y coolbaumhbo] obmacTu
kpuBe k (camka 1), Axko ce jexaw neo kpupe k 3amepu orceukom AR, pobutic ce xpusa
k' unja Je Ay:uHa Malba O} AYIKHMHE KPMRe £ U Koja ohyxsara obGaact sehe noBpimHe of
toBpumHe ofnactu ofiyxsahene kpuBom k. Heka je k' xpwsa xoja je cavuda xpusoj k',
uMja je Ny>KVHA JeqHaKa NyXMHWM KpWee k. Kako je nyxusa kpuee k' Beha om jyKuHe
KkpuBc &', koeduimjeHT 1bMxoBe camdrocty Behu je ox 1. Caean sa je noppnmma obxactu
ofyxsahene kpusom k' Belia on nospumse o6nact obyxeafiene kpuBoMm &/, a 1M Tipe je
geha o noppmuse ofnact ofiyxpahene kprsom k.

Cmvxa 1 Cruxa 2

Haname Femo mperrnocTasibaTé aa je ofmact oByxpahiena kpusom & kowpekcHa. Heka
cy A n B mBe Tauke Koje KpMBY k pasitayky Ha ABa nyka {; M Iy umje cy AyXuHE JeAHAKE.
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4 TAHTEHTA, 1 (1995/96)

Hera moBpimua oBnacTM Kojy orpaHmMyaBajy JAykK {1 U nyx AB mMje jeqHaka TOBpIMEM
oBIaCTA KOJy orpaHudvaBajy JayK {» 1 Ayx AB,; Heka Hp. TipBa of obBe ABe obJacTv MMa
schy iospumay. Kpusa k' cacrasiwena on ayka /1 u nyka lj cemerpuudor ayky [y y omHocy
Ha 1paBy AB MMa mcTy AyXuHY Kao M KpuBa K, a NOBpinHa ofHNacTH Kojy OHa OrpaHvvaBa
Beha je o nospuvie ofiIacTy Kojy orpanndasa Kpusa k (cauka 2).

Haname fiemo 1pernocraBmpat o2 cy TIoBpumHe o0HacTU orpaHMYEHE JIYKOM ) 1 AYKM
AB u ofmacti orpaHmdene Jykom (o U ayxu AB jennake mehy cobom. Kako mo mper-
OCTABLM TeopeMe KpuBa k Huje KpYyT, Ha 10j uocToju tauka C' U3 kaje ce nyx AD numm
Mo yriaoM xoju nuje mpak (canka 3). Hexa je A'B'CY rpoyrao waju je yrao kon remerna C”
npas v unje cy crpamkie A'C’ vt B'CY jeanake ayxuma AC 1 BC (cimka 4). Jlasme, Heka cy
aykosn I, u I} wan karerama B'C' u A'C’ nionynaprm nyxoemma [, v iy Koje crpammie BC
n AC tpoyrna ABC onaceitajy HA KpUMBQ] k£ ¥ HeKa cy JyKosd I # I cMMETDUYHMA NYKOBHMA
I wl y onsocy na npary A'B’. Kpusa &' cacraBimbera o nykosa I, §, I} w I mva ucry
MyXuHy Kao v kpusa k: aykosu ! u [} mogymapuu cy aykoeuma l; u {p; 36up ayxuna
nykosa I u I jenHax je NosoBWMHM Ky>KuHe Kpuse k', nok je 30mp nyxwviea aykoBsa {, U [
jenHak 110n0BMHM JyxKuHe KpuBe k. Kako je nospimdna tpoyraa A’ B'C’ seha on nospumse
rpoyraa ABC, 10 je obnact orpasndena sykosmma I u I} u ayxu A'B’ peha ox nospumme
ofmacty orpanudvere nykosuma [, n l, v xyxku AB. lospuwme oBux aBejy obmactu jei-
Haxe cy MoXOBMHaMa rorpimHa obiracty Koje obyxpatajy kpuee k' u k. Crora je noBpumHza
ofnactu ofiyxpahenc xpusom £’ Beha on nospume obnactu obyxpalieiie kpneBoMm £.

Cauvka 3 Cnnka 4

¥ 1oKasy NIpeTXOoiHe TeopeMe KopwuiheHo je jeaHo nomolino TBphere Koje Hemo dop-
MynMcaTH y oBIMKY 3aTaTKa:!

Sanarax 1, Meby tpoyrioBumMa wje ¢y ABe CTpaHWUE J6AHAKC TATHM HYKUMa HajBehy
OOBPLIMIY MMa OHA) KOO Kora Je yrao saxsahed TrmM ¢TpaHWIAaMa IIpag.

[lltajrepora cuMeTpU3aOMja

Pazeujajyhu meronme za penrasatse n3ouepumerpujekor npobienma, [ltajuep je cmucano
TpaHcPOPMaIM]y KOJOM ce O/ jeJHe KOHBeKCHe hurype nobuja HOBa KOHBEKCHA GUrypa Kojoj
JIATA TIpaBA MPEACTABIRA OCY CHMETDHje, UMja Je TIORPIIMHA JeflHaXa UOBPIMHAN OPUCHHANA
v umu ofuM Huje BehM 0x ofumMa OpUIMHANA, NIPU YeMy Cy ODMMM CHUKEe W OPUTHMHAIA

IHPEJIJI&H{CMO YHTAOIHUMA Ma 3a0aTKE H3 OBOI YJaHKA CAMHU DEIC.
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TAHTEHTA, 1 (1995/96) 5

JEIHAKU caMo y CAYYajy A2 OPUIMHAN UMA OCy CUMeTpHje fapalieiHy AaToj mpasoj. Ta
TpaHchopMalja ce HAIMBA CUMETPU2aLM]a. ¥ HACTABKY OBOr maparpada maliemo medinm-
LMjy cMMeTpuzaluje U gokazaheMo oHa mela CBOJCTBA KOJa NeMO KODUCTMTM Y HACTaBKY
unauka, lfonpasywveraliemo ja ce cea pasmartparsa ofHoce Ha UTYpe KOje Jlexe Y jemHo]
PaBHU.

Heka je sara npara s (eMarpahemo ja je ona xopuzonTansa). CuMerpusanuja y oqHoCy
Ha TIpaBy § Je TpaHchODMAIIM]a KOja IPOM3BOILHY KOHBEKCHY QUIYDY W IIpeciUKaBa ¥ urypy
w’ Koja 3ag0BOJBaBa ciegeha BA yenoBa:

- purypa w' Je CHMETDHYHA ¥ OQHOCY Ha TIPABY §;

~ C¢BakKa IpaBa YNpaBHa Ha § {BepTWKaja) Npecella GUIype w ¥ w’ [0 Ay KUMA JeHAKKX
AyxkuHa (cavKa b).

JlokaxxumMo fa je durypa ', notujelia CUMeTpU3AI]OM KOHBEKCHEe fUrype w, Takohe
korBekcHa, Hexa cy A" 1 B’ gee rauke durype w' v Heka je C7 yHyTPAIbA TAUKA LYHREK
A'B’. IlpermocraBuhemo ma tauxka C' mesm nyx A’B’ y omnocy p i ¢ (p,q >0, p+¢g=1).
Tpeba mokazaru ja rauka C' npunaga durypu »’. Cnyua) kaga tauxe A’ u B’ nexe na
JEeJHO] BEPTUKAIU je TpusujasadH. 3aTo Nemo rpernocraBibath fa tauke A ¥ B’ He nexe
Ha JeaHO] BepTuKaay. llexa Beprukaie kpos rauke A’ B v C' upecenaly dpurype w 1w’ mo
ayxuma Ay Aq, BBy, C1C, ATAL, B1BS u CiCh, nexa nyxu A By n A2B; ceky mpasy
C1Cy y taukama Dy ¥ Dy, v Hexa nyxu A\ B u AL B cexy upasy C{(C) y taukama D} #
D, (cmaxa 6). 36or kouBexcHocTH HUTYpe w, Tauke Dy n Dy npunanajy ¢urypu w a caMiM
Tum m ayxu O Cy. Umamo na je
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Cmrma 5 Cnuka 6

Umajyhu y suny na nysxu DDy u C1CY nexe Ha MCTO) 1IPAaBO] M UMA]Y 32)eJHIUKO
CPEIMIITE ¥ JTa NpBa Ol FbUX HUje JyKa Off Apyre, 3akIbYUyjeMo fa je nyx D} D) canpxanay
ayxn C)CY. Kaxo tauka C' npunajia ayxw Df Df (300r KoHBekcHocTM Tpanesa A A5 By BY),
ona TAM 1pe npuiaga ayxku CrCh, a camMim THM U Qurypu o',

Hagame Hiemo ce BaBuIy cMMeTPU3AIK]OM FONHMIOHCKUX MoBpUM. OCHOBHM aJAT ¥ pas-
maTpalsiMa koja creqe 6uhe rephewa caapxana y cirefieha asa samatxa:
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3anarak 2. a) Hexa je [ nmpara napanemna crpammm AB tpoyrnma ABC koja pucuny
CD penu y ommocy p: g (p, g > 0, p+ ¢ = 1). Horazatu xa je nyxuna nipeceune nyxu MN
upase ! u tpoyrana ABC nara ca MN = pAB.

6) Heka je { npasa mapasensa ocHopuuama AB u CD rtpanmeza ABCD koja eroBy
Bucyiy DF memu y oamocy p: ¢ (p,¢ > 0, p+¢ = 1). Hokasat Xa je Ay>KuHa mpecedHe
avxu M N npase ! u tpaneza ABCD nataca MN = pAB 4+ qCD.

3amartak 3. a) Jokazaru na Meljy TpoyrioBMMa UMje ¢y JeAHa ¢TDaHUIIA M 0 AroBapajyha
BUCHUHA JeIHAKE JaTUM JYKUM3, HaJMamhy 00MM MMa TPOyrao duje £y NpeocTalie ABe CTpaHnle
jenaHaKe.

6) okazaTy Aa Mehy Tpalle3uMa YMje ¢y OCHOBMIIC U BHCUHA jelHAKE JaTUM AYKHMA,
HAJMAILK 0OMM MMAa JeiHaKOKPaku Tpanes.

Hemnocpenna nociennia oBux TBphewa cy caenehe wmmenmie:

—CUMETPH3AIM]OM TPOYIAA ¥ OLHOCY HA TIPABY ITAPANCIHY JeJHO] HeroBo] RUCHHU NobH]a
ce JemHaKOKpaKy TPOYIao uMja jé TIORPIIMHA JelHaKa MOBPUIMHM TIONa3Hor Tpoyria a obnm
HMje Behn on o6¥Ma MONAa3HOr TPOYTIA, IIPW YeMY jeAHaKOCT O0MMa BAXKKU CAMO ¥ CAYH&]Y
Kaj(a je 1I0JIa3HU TPOYIao jeaHakokpax (cmmka 7);

—CUMETPM3alM]OM Tpales3a ¥y 0QHOCY Ha [TpaBy Koja Je TTapajieida hel'oBo] BHcHHu Aobi)a
ce JeIHaKOKPAKH TPAalle3 Uija j¢ MOBPIIMHA je IHAKA [IOBPIIMHM [10JIa3HOL Tpafe3a a 00uM Huje
pehiv o) obKMMa IOJAa3HOr TPATlesa, IIPYU YeMy JeHAKOCT OBUMa BaxKu CaMo ¥ CAYYaly Kala
je mozasHK Tpares jeAHaKOKpak (cimka §).

A

/

Cnuka 7 Crmxa 8§ Cnpra 9

Hexa Je w nponsBosHa NOAMIOHCKA TIOBPIT M HCKA J& § XOPU3OHTANHA [IpaBa, ¥ 0JIHOCY Ha
KO}y Ce BPUIM CUMETPU3AIIMja DUTYPE w. BepTUKale Koje Tpoiase Kpo3 TeMeHa, TIOIUTOHCKC
MOBPIUK W PA3AAKY OBY NOBDII Ha TPOYIVIOBE M TPale3e KOJU MMA]y XOpPM3oHTAIHEe BUCHHE.
Crve TpH3alEjoM NONKUTOHCKE TIOBPIM w Jobuja ce durypa w' xoja je jeawaka yHHIM Tpoy-
[JICBA W Tpame3a J0OU]eHMX CUMETPH3ALI]OM TPOYIVIOBE M TPAIe3d IIOMEHYTOD pPas3ilalalba.
Huje rermko 3akiBydUTH A Je LIOBPUMHA CAWKE JeIHAKA TOBPIMHU OPUIMHAAA M I(a obumM
cnuke 1mje Behu o ofuMa opurmHama, HpU YeMy jeJHAKOCT OBMMA BalKM camMo ¥ chAydajy
KaJa MOJATCHCKE MOBPIUI W WMa XOPH3OHTANHY OCY CUMETpH]je.

Cana hemo ce nozabaBurH NpolicHOM Opoja TeMena NONMAroHcKe MOBpUM w' mobujene
CMMEeTPU3AIMIOM IIOJMIOHCKE NOBPUIK w. HeKa NMONUIOHLKa TIOBPII W WMa 1 TeMcHa., Pas-
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MaTpajMo BepTHKaJe Ha KOJMMa ce Hanase Ta TeMeHa (camxa 9). Wzmmajajy ce aBe Kpajibe
BepTukane. (Cpe 3aje/HUNKe Tadke KpajHhuX BepTUKANIA cA TOMWTOHCKOM TIOBDPIIM W JEXKE
na py6y o w. Ocrane Bepruxare (3alieMo WX yHyTpPallbe) NpoJase KpPo3 YHYTPAINIbY
obaact noauroscke moppum w. IlocToje yerupy MoryhHHOCTH OJIHOCA BEPTUKANTA U TeMeria
MOJMTOHCKE [IOBPINY 1 BEpTHUKAaJa MOXe OUTH Kpajiba UNM YHYTPAIFsa U Ha O] MOXKe Ja
JCKY JeqHO MY IBA TeMewa NTONKIOHCKE MOBPIIN w. AKO Ha KPAaji0] BePTUKAIM JIeX U jeIHO
TeMe TIOIMTOHCKE TIOBPIIM W, OHAA HA Fh0] JEKU JEfHO TeMe TOAMTOHCKe MOBPIIN ' M OHO
¢e HazasM Ha IpaBoj 8. AKO Ha Kpajibo] BepTUKAIM JieXKe ABa TeMcHa TIOMNCOHCKE ITOBPIM
W, OHJa Ha 1b0j JEeXe A8a TEeMEHa IOANIOHCKE MOBPIM W' M OHA Cy CMMETPHYHA ¥ OJHOCY
Ha IpaBy s. Ha ¢Bako] yHYTpalitbo] BCPpTHKANM JieXXe ABa TeMeHa [TOJMIOHCKE [OBPUM W'
M OHa CY CHMETPMYHE y OJHOCY Ha npasy s. W3 oBMX pasmaTpama cicau ga 6poj TeMeHa
IOJUTOHCKE TIOBPIM w’ KOja JeXe ca je[dHe cTpaHe npase s HUje Behin oo n — 2. Taj 6poj je
MaIH o 1 — 2 38 Bpo] BepTHKANS KOje CaIpIKE Nap TemeHa TIONUIOHCKE TIOBPIIM & U TIpoJaze
KpO2 HheHy YHYTDAalhy 0GnacT.

Enneposo pememe mpobiema,

Hpe #ero mto npebemo Ha uzltarame EanepoBor aoKasa YMEeHMIIC Na J& Kpyr pellerbe
U3OTIEPUMCTPH] CKor TipofaeMa ¢popMyIUUIAMO JelaH 3afaTak unje he nam TBpheme GuTH
KOPUCHO ¥ PasMaTDamMMa KOja cllele.

3anarak 4. [loxazaru ma mely Tpoyraonwma uuja je jeJHa CTPaHWIA jelHAKA JTATO]
HYKW & HACTIPAMIM YIao JeAHak marToM yray xajsehly nospuamey mma Tpoyrao umje cy lipe-
OCTANIC B¢ CTPAHHIE JCOHAKE.

Hajpaskimju u yjeaHo HajTexu aco EamepoBor penlerba M3ONEPHMETPICKOr 11pobieMa,
cazpXkKaH Je y cieaehio] Jemu.

Jlema 1 e caexy noauzomcxy nogpuwi ROCMOJU APESUAHE NOAUZOHCKG NROBPUL JeOHAKOZ
ebuUMa U He MAme NO8PUMUNE.

Hoxaz. Hexa je w NpouaBOIEHA IOANTOHCKA TTOBPII U HEK2 Je Wy ¥HbeH KOHBEKCAH OMOTAY
(cowka 10). Kao wro je mozHaTO, Wp je MOJTMIOHCKA TOBpLUL unjv obuM Hije Behu ox obima
HOJUTOHCKE TTOBPIIM w & NIOBPIIMHA HUje MAalba 0Jf HOBDLIMHE NOIUATOHCKe MOBPIIM w.
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Cnuxs 10 Cnuka 11
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Wzabepumo nee npomzsolsHe melycofHo HOpMallHe lpaBe M M3BPUIAMO CAMETDH3AIM]Y
MONMTOHCKE I0BPUIMA Wy HAJIIpe ¥ OAHOCY HA Je[HY O IBWX a IOTOM M Yy OJIIOCY Ha ApyrY.
JloBuhemo KOHBEKCHY MOJWICHCKY TIOBPIIL & YM]a je TOBPLIAHA JeAHaKa TOBPIIUHY 110N
roHCKE TIOBPLIM wp M UMK oBum Hije Behu on obuMa TIomUrolicke MOBpIM two. [pu ToM
MONWTOMCKa [IOBPII W) MMA JIBE OCe CHMETPUJE KOje pasliazky PaBaH Ha YeTUpPY jciaHaKa yria.
YHyTap cBAKOT 04l TUX YIIOBA HAJA3H Ce He BHIIE OJ N — 3 TEMeHA IIOABICIICKE TIORPIIHN W1
(cnvka 11.).

YKONUKO ¢BA TeMCHIa [IONAIOHCKE IIORPLIM ) He JeXKEe Ha HEMOBe JIBe OCC CUMETpU]e
BPHIAMO TpatchopMaimiy uuju ondce cneiu. Hajnpe ce, yHyTap cBakor ol yIJIioBa 11a Koje
oce CHMeTDHje Pa3siasky panaH, Aeo pyOd NOJAWTOHCKE TIOBPUIM W) KOJM JCXKU ¥ TOM YDy
[OMEPU y TIOJIOXKa] ¥ Kome hie Hmercem KpajeB U gase BUTH Ha Kpaumma yiiaa auv He rou-
XORA pacTojara OJ NpeceuHe TauKe oca cuMeTpuje burw jemHaka. IloTom ce Aenosu yraosmx
HORPILM OrPAHUYCHM TAKO ITOMEDEHUM TelOBUMAa PY6a MOJUTOHCKE MOBPIM CHMCTRUA3V]Y ¥
oaHocy Ha oce cuMeTpmje oaroBapajyhux yriosa (cauka 12}, Ymuja 1ako goGujerux gurypa
}© KOHBEKCHA [TONHMIOHCKS ITORPIL wo KOJa MMa YETHPH 0Ce CHMCTPU]E KOJE Pa3iaky papart Ha
oCaM JeHAKUX YINOBA. YHYTAD CBAKOr O X JeXKM HC BUINC O N — 4 Temeiia IIOJNUIOHCKE
HOBPUM wy. Ha OCHOBY CBOJCTABA cUMerpusaimje ¥ TBpheba UPeTXOMHOT 3a1ATKA 3aK by Yy -~
JEMO Ja IIOBPIIUHA [IOJIUTOHCKE [TOBPUTHA wy HU]E Marha o1 MOBPINUHE ITOJUOHCKE HIGBDIIN w1,
a 00UM NOMUTOHCKE TIORPIIM Wo HUJe Beh 01 oBumMa NONMICHICKe IOBPIIM w1 .

¥ xonuKo cBa TCMEHA TIONUTOHCKE TIOBPILM Wy HE JIeXKe HAa IEeroBe YeTHPH 0Ct CUMEeTPHje
TPAHCOOPMALM]OM KOJa Je CJAMYMHA 1Ope OIMcaHo)] A00MjaMo KOHBEKCHY 1IONUTOHCKY HIOBPIIL
w3 KOJ& MMa OCAM OCa CHMeTpH]e Koje pPa3jayKy paBaH Ha NIECHAeCT JeJIaKMX yIioBa. Y-
HYTAp CBAKOI' 04 LMK JIEXW HE DI Of 7t — D TeMeHa TIOJIUTOHCKE TIOBPIIM 3. [lopprmsra
TIONWUTOHCKE TOBPUM w3 HUje Maka 01 IOBPLIIHE ITOMUTOHCKE TTOBDIM Wy, & 08MM TI0MMIOHCKe
HOBPUM w3 HMje Behu o obuMa MONUI'OHCKe TIOBPIM Wy.

Cnuka 12

Axo pgoeoman 6poj nyta (k < n — 3) uoHosMMo onmcany tpanchopmarmjy aohwy heno
[0 KOIBEKCHe TOAMTOHCKE TIOBPIIM wiii Koja mMa 2877 oce cumerpuje xoje caapmxe oBa
TEMCHA TIONUTOHCKE 1IOBPIIM W |1 W Pasyaxy parad Ha 28 T2 jenmaxa yrua. ITpwr tom nonp-
HIMHA 1IONMTOHCKE TIOBPIIM Wwi41 HUJE Mama o1 MOBPIWHE IOAUMIOHCKE IOBPIIK Wi, a 0fum
ITONMUTOHCKE IOBPIIN Wiy FWMje Behu o ofUMa NOMUroHCKe MOBPIUM Wi

YHyTap cBakor ol YTJIOBa Ha KOje Ote CUMeTpUje [TONMTOHCKE LIOBPIUK Wii1 DPA3TAKY
pPaBaH ITOMEPHMO e pyba LIONMIOHCKe MOBPIIM Wy q KOJU JeXKM Y ToM yruay (1o je AyxK) v
00K a) ¥ kKoMe Ne HheroBu KpajeBu U Aajbe OUTH Ha KpALMMa YIJIa Ay fle IbrXoBa pacTojama
OX Mpecedlie Tadke oca cHMeTpHje BHan Jeamaxa. Tako mobujamMo TIpaBUIHY TIOAKCOICKY
MNOBPLIw X0ja MMa MCTH 06MM ¥ He Malhy OBPUIMHY 0 0roBapajyhvx BEIHHMHA 110MUI0HCKE
TOBPIH wWg +1.
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[IpaBuiHa MOJUTOHCKA TOBPII w’' MMA TIOBPIIMHY He Makby O [MOBPIIAHE TIONWTOHCKE
LHOBPIM w ¥ 0BumM He nehiu o oBuma rmosauroncke nogpuwt w. Hexa je w' nipasunna monuroH-
CKa TIOBPII K0ja Je cIMYHa ca w' M uMa 0BUM JenHak obumy MoAMTOHCKe TIORpIK w. Kako
0BMM MOAUroHCKe MOBPLM w' HHje Marsk ot 0BHMA TIOAMIOHCKE MOBPLIM w' | KoehUIMj eHT 1H1-
XOBe CIMMHOCTH HHje Marsy o 1. Crenm xa NoBpIIMHA NOJHMCOHCKE HOBpLM w' HUje Mama
OJ{ TIOBDUIMHE TOJUTOHCKE HOBPUM &', & CAMWUM THM Hije Maiba 11 O MTOBPILMHE 110N ULOHCKE
TIOBPIITH .

Mpe Hero wTo npeheMo HA THABHY TeopeMy ¥ OBOM TEKCTY HOKAKMMO jOII jefiH0 IoMOFHO
TBpheme.

Jlema 2 Axo npasuaan noauzon u Kpyz umajy jednaxc obuse, nOGPUWUHE NOAUZONAE MAHA
je od nospuiune xpyza.

IMokaz. Hexa npasumaH HOMUTOH p W KPYD & MMaly jeaHaxe ofume. Jlame Heka je &/
KpyT ymwcaH y nodvrod p. O6uMm Kpyra k' mamen Je 01 obMMa MOMUIoHa, 2, & CAMUM THM ¥ O]
obuMa kpyra k. Clhenu Xa je noayOpedHuR r’ Kpyra k' marsy ofl moiynpeunuxa r Kpyra k.
AKo 3ajeaHUUKY BesxduuHy oOMMA IIOIMIOHA P ¥ Kpyra & o3HaumMMo ca P, IsMXOBe [I0BPUIAHE
6uhe jeadaxe Pr'/2 v Pr/2. Cneau na je noBpuiMeHa oBJIACTH OTpaHUHYEHE TIOIMIOHOM P
Marba 0] TIOBpIIMHE 0OAaCTH OUpaHUUeHe KPyI'oM k.

Ilonrro cMo npunpeMuny anapaT MoxkeMo Tipehiy ra Teopemy kKoja y cefM canpXu pelieHwe
M3OIEPEMETPHjcKOor npobiema.

TEOPEMA 2 Meby npocmunm zameopenus pasrusm xpusum dame Jyxcune, xpyz obyz-
gama chadcm Hajeche noepiune.

Hoxaz. Ileka je k npocTa 3arpopena pasna Kpusa Koja HMje Kpyr. Ilpema Teopemu 1
IIOCTOJM MPOCTa 3aTBOPEeHA paBHa Xpura k) Koja WMa MCTY AYXUMHY K20 M KPMBa k£ ¥ Koja
orpamnyara obnact rehie NOBPUMHE O/l NoBpuwmMHe obracTn koja je oByxpaheHa KpUBOM k.
3a cBaky MpocTy 3ATBOPEHY DABHY KPUBY TIOCTOjM TIONMIOH YHMja TEMeHAa IeXe Ha TO] KPHBO],
TAaKaB J(a Ce He[oBA TIOBPIIMHA PA3JMKY]e O IOBpUMHe 0bAacTH Kojy 0ByXxBaTa Ta KDUBA 3a
TIpOM3BOJEHO Malu 6poj. 3aTo II0CTOJV IOMUDOI Py Wi a TEMeHa JieXe Ha KPURo] k1 U 4Mja Je
roBplumia pehia 04 noBpumbe ofracT kKoJy o0yxeaTa Kpusa k. O0M morurona py HUje Behu
O OBUMA KpHBe k7 a CaMMM UM U o ofuma kpuee k. Heka je ps MomuroH Koju je cavaan
TTONUroHy p1 ¥ umjn Je obum jenHak oBumy kpupe &, Kaxo obum nosMroHa pe HUje Marbn
04 00¥Ma TIONUTOHA P1, KOeDMUM]EHT HUXOBE CIWMYHOCTH HHje Marbk o1 1. 3aTo noppumia
TIONUTONA Py HIje Marba O TIOBPLIMHe MONMTOHA Py TIa TUM IIpeé HUJ¢ Makba OJ lIOBpLIMHE
obractu kojy obyxrara kpusa k. Heka je p3 mpaBunan nonurod unja je oMM JeHak obuMy
HOJUIOHA Py a YMja HOBDUMHA HMj& Maka O/ [OBDIIMHE MONUIOHA Py (er3VCTeHUMY TaKBOD
nonurona 1orephyle Jdema 1), Hexa je &' xpyr unju Je obvm jenHak ofuMy NOIMroHa ps.
Mpema Jlemur 2, nospuna Kpyra k' selia je o1 noBpuMye NoAMroda ps, na kpyr &’ uva obum
jenHak obumy Kpupe k, u moBpumHy welly og nospiumue obractu oByxsaliene kpuBoM k.

3aK/bYYHN KOMEHTAPU

Pemapaine ckeTpemaanmx npobiieMa 4ecTO ¢C M3BOAM Y ABe da3c. & TpBo] pasM pelra-
BaIba NOKATH2Y]e ce Y3KU cKynl objexara, najuenhe jennounanu ckym, Meby Kojuma ce Hanasu
peuerse mpobaeMa, ykomuko oo yommre mocroju. Taj mco mocma ce majuenthe obamma
noMolly HEROI HEONXOMHOr YCJOBa 33 €KCTpeMyM. VY HaleM ciIyuajy GyHKIM)y oBe daze
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obapuaa je Iltajueposna teopema. Jpyra dasa pemaparba npoBnema cacToji ce ¥ MOKa3M-
Bamby A3 0bjeKaT KOJM Je MoKakM3CBaH ¥ npBo] $asy pelllaBatkd 3aucTa IpelcTaniba penekhe
npoGaema. Ta) aokaz ce vecTo M3BOAKM NOMONY HEKOI' OBOJBHOI YCJIOBa 33 EKCTPEMYM. Y
HAIICM ¢Iyuajy Taj meo nocda obasuna je Exmepopa Teopea.

llocroju jonr jeAHa TeMa, TIO K0JO] ¢¢ pellapajy eKCTpeManHu IpobieMn. ¥ 1b0j ce penra-
pame Mpobrema raxche obagika y ABe daze. Jeara o4 TUX JiBe)y $a3a MASHTUYHA Je IPRO]
$asH U3 TpeTXOodHe IeMe: ¥ 0] Ce JNOKaauzyje objexaT koju OM MoTao na Oyde pelueike
npoBrema. Y apyroj dasu ce AOKa3yje €TSWCTEHIM|a pelliela, Tj. ersucTeHHuja objekTa
KOM Je pellierse pobneMa. ¥ TPBOj IMONCBMHM OBOI BeKa HEMadkW MarteMarwdap branmke
(Blaschke) je pasBuo anapat momoRy Kojer ce Moxe HOKa3aTH €I3HMCTCHUM]a pelleHa HeKUX
CKCTpeMalHUX TIpoflemMa KOJU ce OHOCE Ha KoHBexcHe ckyiose. [lomohy Tor amapara moxe
ce AOKAZATH Ja Mehy KOHEBeKcHUM (urypama 3ajator obmma TIOCTOJH QUTYpa MarcuMaliHe
moppumHe. Quarie ce nako godKja ersucTeHIM]a pellierha W30MePUMeTpU]cKor NpobieMa,
8X0 e MMA YV BU/Y JIa KOHBEKCAH OMOTay Heke $urype uMa Belly WM JeTHAKY TIOBDIIVHY W
MakbK MW jefHax o06MM on oaroBapajyhinx Bemmumia 1101a3He QHrype.

Osa) Texcr 3aBpHiaBaMo GOPMYJIALMJOM HEKONUKO 3aJaTaKa KOJM C¥ ¥V BE3U ca pasMa-
TPaHOM NPODIeMATHKOM.

3anarax 5. Meby panrnm durypaMa aare MOBPUIMHE OJIPEANTH OHY KOJa MMa Ha]Matbi
oGMM.

3amarax 6. Oapenuru KpuBY NaTe NyRKUHE UMV ce KPajeBU IOKIATIA]Y ca KpajeBuMa
Jlate Jy2KH M KOja 3ajeJHO ca TOM AYXU orpanmnuasa obnact najpelhie nospumse.

Sagarak 7. Qapenurw KpuBY faTe JYXUHE Koja OJ JaTe MOJYDABHHA oXccia objacT
najsehe roppumue (Junonns npobrem).

3anarak B. Oapeauru Hajkpahy kpMBY Koja HaTH JeIHAKOCTPAHUUHI TPOYIA0 paznaxke
Ha JiBa Jella JeTHAKWX OBpUIHA.

3amatak 9. OppenuTH KpuUBY IarTe AYXKHHe K0ja 0j HaTOT yrua ofcella feo Hajnekie
ITOBPHRIMHE.
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