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др Војислав Андрић, Ваљевска гимназија - Ваљево 

Иванка Томић, професор Ваљевске гимназије - Ваљево 

 

 

ГЕОМЕТРИЈСКЕ  НЕЈЕДНАКОСТИ 

 

    Геометријске неједнакости су сигурно једна од важних и веома занимљивих тема 

наставе математике у нашим основним и средњима школама, како у редовној тако и у 

додатној  настави математике. 

       Циљ овог саоштења је да кроз разноврсне примере, прегледом могућих геометријских 

неједнакости од шестог разреда основне школе, па све до завршетка средњошколског 

образовања укаже на значај геометријских неједнакости и широке могућности примене 

наставних садржаја у извођењу и доказивању геометријских неједнакости, као и њихове 

многобројне примене. Примери којима се илуструје материја су разних сложености од оних 

најелементарнијих и директних примена неједнакости троугла до најсложенијих примера ч 

    Излагањем ће бити обухваћени садржаји везани за геометријске неједнакости троугла, 

геометријске неједнакости четвороугла, геометријске неједнакости везане за многоугао и 

круг. Биће речи и о примени геометријских неједнакости у решавању екстремалних 

проблема, са посебним освртом на изопериметријске проблеме.
1
 

          Један део излагања биће посвећен и неједнакости Михаила Петровића за конвексне 

функције и њеним  применама на извођење одређених геометријских неједнакости, са посе-

бним освртом на неједнакости троугла. 

 

А)  НЕЈЕДНАКОСТИ ВЕЗАНЕ ЗА ТРОУГАО 

 

            Геометријске неједнакости су наставна материја са којом се ученици први пут сусрећу 

у шестом разреду основне школе када се ученици упознају са тврђењима везаним за збир 

углова у троуглу и првим геометријским неједнакостима: наспрам веће странице троугла 

налази се већи угао (и обрнуто) и збир ма које две странице троугла увек је већи од треће 

странице троугла.  

      Питања са којима се неминовно сусрећемо у дидактичко-методичкој трансформацији 

садржаја везаних за геометријске неједнакости у редовној и додатној настави математике су: 

• Како изгледа методички низ којим уводимо геометријске неједнакости у настави 

математике уопште? 

• Које садржаје везане за геометријске неједнакости изложити у форми дато тврђење → 

доказ, а које у форми мали математички експеримент → самостална формулација 

тврђења?  

                                                           
1
    Као прилог  излагању додајемо и текст др Владимира Јанковића „Изопериметријски проблем“,  

    Тангента број 1, Нови Сад, 1995, који представља веома добар пример примене геометријских неједнакости. 
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• Који садржаји о геометријским једнакостима су погодни за редовну наставу 

математике? 

• Шта је граница, тј. када престају садржаји о геометријским неједнакостима везани за 

редовну наставу математике и почињу садржаји додатне наставе? 

* 

1. У сваком троуглу један угао троугла је мањи или једнак 60
о
, а један угао троугла је већи 

од 60
о
. Доказати. * 

2. Ако су а, b и с мерни бројеви страница троугла, a  ha, hb и hc   мерни бројеви одговарају-

ћих висина троугла онда је  а + b + с  >  ha, + hb  +  hc . Доказати. * 

3. Ако је R полупречник описаног круга, доказати да је обим троугла увек мањи од 6R. * 

4. Ако је Ѕ центар круга уписаног у троугао, онда је АЅ + ВЅ + СЅ веће од полуобима 

троугла. Доказати. * 

5. Ако је М тачка у унутрашњој области троугла АВС, онда је АМ + ВМ < АС + ВС. 

Доказати. * 

6. Ако су а, b и с мерни бројеви страница троугла, a  ta, tb и tc   мерни бројеви 

одговарајућих тежишних дужи троугла, онда је збир тежишних дужи троугла већи од 

три четвртине обима, а мањи од три половине обима троугла. Доказати. * 

7. Ако су и тежишне дужи које одговарају катетама  и  правоуглог троугла 

доказати да важи  . 

8. Неједнакост  )(2 222222444 accbbacba ++<++  је потребан и довољан услов да се 

може конструисати троугао чији су а, b и с мерни бројеви страница. 

9. Доказати да за правоугли троугао важи неједнакост , где је  полупречник 

описаног,  полупречник уписаног круга а површина троугла. 
 

Решење:  Како је   и    , (a,b - катете, c - хипотенуза) то је 

.  

Једнакост важи за једнакокрако правоугли троугао.  
 

10. У правоуглом троуглу важи  , где су  и  катете,  хипотенуза и 

хипотенузина висина. Доказати. 

11. Ако су и c дужине страница правоуглог троугла ( је хипотенуза) доказати да важи 

2cba ≤+ . 

12. Доказати неједнакост , где је  површина,  полупречник описаног,  

полупречник уписаног круга троугла. 

 

Решење:  У сваком троуглу је  , одакле је 

. 

Даље је R = =  , односно , и слично . 

Дакле,   па је  
3

22

22

4
4

2
Rr

R

cba
> , и , најзад P = 

  
> 2 .  
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13. У троуглу   права  је симетрала спољашњег угла троугла код темена  А. Нека је  

подножје нормале из   на . Доказати да је . 

Решење: Означимо са D пресечну тачку правих BBı  и AC. Како је s симетрала угла BAD, то 

је она и симетрала дужи BD, па је ABD једнакокраки троугао и АB = АD. У троуглу BıCD 

важи BıC + BıD  ˃ CD, одатле је BıC + BBı  ˃ АC + АD и коначно BBı + BıC  ˃ АC + АB. 

 

14. Ако су и c дужине страница  троугла  и  величине одговарајућих углова, 

доказати да је . 

Решење:  Нека је a ≥ b ≥ c. Тада је α ≥ β ≥ γ, па је  

а – b ≥ 0,  α - β ≥ 0, 

b – c ≥ 0,  β - γ ≥ 0, 

а – c ≥ 0,  α - γ ≥ 0. 

Множењем и сабирањем наведених неједнакости добија се да је   

(а – b)(α - β) + (b – c)(β - γ) + (а – c)(α - γ) ≥ 0,  

aα - aβ - bα + bβ - bγ - cβ + cγ + aα - aγ - cα + cγ≥ 0, 

2(aα + bβ + cγ) ≥ aβ + aγ + bα + bγ + cα + cβ, одакле следи неједнакост  

. 

15. Ако су и c дужине страница  троугла  и  величине одговарајућих углова, 

доказати да је  
23

πγβαπ
<

++
++

≤
cba

cba
 

16. Дат је троугао   са страницама  . Нека су   

тангентне дужи уписаног круга које полазе из темена . Доказати   

.  Једнакост важи када је  једнакостраничан троугао. 

17. Ако су a, b и c странице троугла чији је обим 1, онда важи неједнакост 

. 

18. Доказати неједнакост    (  странице, полуобим 

троугла). 

19. Доказати неједнакост   ( странице, 

полуобим троугла). 
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Решење:  Најпре докажемо неједнакост: m, n ˃ 0, , 

 m² - 2mn + n² ≥ 0  или (m + n)² ≥  4mn  или     тј. . 

Зато је  
cbsasbsas

4411
=

−+−
≥

−
+

−
 .  

Слично је и      и  .  

Сабирањем добијених неједнкости следи да је    
cbacsbsas

444222
++≥

−
+

−
+

−
 

одакле деобом са 2 добијамо тражену неједнакост.  

20. Доказати неједнакост   (  странице, полуобим 

троугла). 

21. Ако су  а, b  и  c  мерни бројеви страница троугла, онда важи неједнакост:  

2
2

3
≤

+
+

+
+

+
≤

ba

c

ac

b

cb

a
. Доказати. 

Решење:  Из неједнакости аритметичке и хармонијске средине се добија се 

)(2

33

3

111

cbabaaccb

baaccb

++
=

+++++
≥

+
+

+
+

+
.  

Ако добијену неједнакост помножимо са 3 (а + b + c) следи да је  

)(2

)(9111
)(

cba

cba

baaccb
cba

++
++

≥








+
+

+
+

+
++ . 

Тада је  
2

9
1

1
11 ≥+

+
++

+
++

+ baac

b

cb

a
  или 

2

3
3

2

91
=−≥

+
+

+
+

+ baac

b

cb

a
 при чему једнакост важи ако је а = b = c. 

Како је  а <  b + c, b <  с + а  и  c <  а + b,  то је  

а + b + c <  2(b + c), а + b + c <  2(с + а)  и  а + b + c <  2(а + b).   

Тада је  
cbabacbaaccbacb ++

>
+++

>
+++

>
+

21
,

21
,

21
. 

Следи да је  
cba

c

ba

c

cba

b

ac

b

cba

a

cb

a

++
>

+++
>

+++
>

+
2

,
2

,
2

, па се сабирањем 

претходних неједнакости добија 2
)(2
=

++
++

>
+

+
+

+
+ cba

cba

ba

c

ac

b

cb

a
 

22. У оштроуглом троуглу , највећа висина  једнака је тежишној дужи . 

Доказати да је   . 

23. Дати су троуглови   и  , тако да је   и 

. Доказати да је . 

24. Нека су a, b, c, x, y, z  позитивни реални бројеви  такви да је  a + х = b + у = c + z = 1.  

Доказати да је  ау + bz + сх  < 1. Може ли се дата неједнакост уопштити? * 
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B)  НЕЈЕДНАКОСТИ ВЕЗАНЕ ЗА ЧЕТВОРОУГАО 

25. У конвексном четвороуглу ABCD дата је произвољна тачка М. Доказати да је  

АМ + ВМ + СМ + DМ  веће од полуобима четвороугла. * 

26. Доказати да је разлика основица трапеза већа од разлике његових кракова. * 

27. Доказати да је обим сваког конвексног четвороугла већи од збира дијагонала 

четвороугла, а мањи од двоструког збира дијагонала четвороугла. * 

28. У конвексном четвороуглу ABCD три угла чија су темена A, B, C су тупа. Доказати да је 

дијагонала ВD већа од дијагонале АС. * 

29. Нека су  A, B, C и D  било које четири тачке у равни. Доказати да тада важи неједнакост  

AB ·CD +  AD ·ВС  ≥  АС · BD (Птоломејева неједнакост). Када важи једнакост? 

30. Нека су  a, b, c, d  странице, а P површина конвексног четвороугла. Доказати да важи 

неједнакост  
4

2222 dcba
P

+++
≤  . Када важи једнакост?  

Решење:  Нека су  и   углови између страница   и , односно  и 

, редом. Тада је 

 
 

 
Једнакост у првој неједнакости важи акко је  , а у другој акко је  и  . 

Дакле, једнакост важи акко је дати четвороугао квадрат. 

31. Нека су  c позитивни бројеви и   и  . Доказати . 

32. Ако су a, b, c позитивни реални бројеви (   и  ) , онда важи неједнакост:  

c

ab
cbca ≤−+− 2222  . Доказати.  

       

33. У јединичном квадрату дато је  тачака, од којих је једна центар квадрата. За сваку тачку је 

узето растојање до најближе од осталих   тачака. Доказати да је збир квадрата оваквих 

растојања мањи од  

Решење: Уочимо делтоид ABCD чије су 

странице АВ = АD = а  и  ВС =DС = b, а 

дијагонала ВD = ВЅ +  ЅD = 2с.  

Како је 22 caAS −=  и  22 cbCS −= то 

је површина делтоида једнака попупроизводу 

дијагонала, тј. 
( )

2

2 2222 cbcac
P

−+−
= . 

С друге стране површина делтоида је и  

2

sin
2

ϕ⋅
=

ab
P  . Тада је  

( ) ababcacacP ≤=−+−= ϕsin2 2222 , 

па је  
c

ab
cbca ≤−+− 2222  . 
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C)  НЕЈЕДНАКОСТИ ВЕЗАНЕ ЗА МНОГОУГАО 

 

34. Нека је М произвољна тачка у унутрашњој области конвексног многоугла. Доказати да 

је збир растојања тачке М од темена многоугла, већа од половине обима многоугла. * 

35. Унутар правоуглог седмоугла изабрана је тачка . Доказати да бар један од 

углова   задовољава неједнакост . 

36. Нека права дели конвексан многоугао на два дела једнаких површина, и пројекцију 

многоугла на праву   на два одсечка. Доказати да количник тих одсечака није 

већи од . 

 

D)  НЕЈЕДНАКОСТИ ВЕЗАНЕ ЗА КРУГ 

 

37. У круг полупречника r  уписан је n-тоугао. Доказати да је обим n-тоугла мањи од 2пr. 

38. Дато је  кругова у равни, тако да нека тачка  припада сваком од њих. Доказати да 

један од тих кругова садржи центар неког од преосталих кругова. 

39. Дат је круг полупречника  и  тачака  у истој равни. Доказати да се на 

кругу може изабрати тачка , таква да је . * 

40. Права садржи центар кружнице уписане у  и одсеца од њега троугао чија је 

површина . Доказати да је  , где је  полупречник уписане кружнице у троугао 

АВС. 

41. У равни је дато  тачака, таквих да међу свим дужинама, чије су оне крајеви, најдужа 

има дужину 1. Доказати да је дужина d, најкраће међу овим дужинама, мања од  . 

 

E)  СТЕРЕОМЕТРИЈСКЕ  НЕЈЕДНАКОСТИ 

 

42. Дата је тространа пирамида  са страницама основе  и   и бочним ивицама  

и . Подножје висине  из врха  припада основи . Доказати да важи 

. 

43. Дат је полиедар површине   у који се може уписати и око њега може описати сфера. 

Ако су  полупречници тих сфера   и   , редом, доказати да важи . 

44. Ако је тачно једна страница тетраедра већа од , тада запремина тетраедра није већа од 

. Доказати. 

45. Ако пресек тетраедра неком равни има облик паралелограма, онда је полуобим тог 

паралелограма мањи од највеће,  а већи од најмање ивице тетраедра. Доказати. 
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Сабирањем претходних једнакости добија се  1==+=+
AB

AB

AB

MB

AB

AM

AD

MQ

BC

МN
. 

Нека је  а  најмања, а  b  највећа ивица тетраедра.  

Тада је  a  ≤  BC  и  AD  ≤  b, па је  
a

MQ

a

MN

AD

MQ

BC

МN
+≤+=1  ,  па је  MN + MQ  ≥  a.   

Слично је  
b

MQ

b

MN

AD

MQ

BC

МN
+≥+=1  ,  па је  MN + MQ  ≤  b. 

 

F)  ПРИМЕНА ГЕОМЕТРИЈСКИХ НЕЈЕДНАКОСТИ  

НА ЕКСТРЕМАЛНЕ ПРОБЛЕМЕ 

 

46. У непосредној близини праволинијског пута р налазае се градови А и В. Где треба 

изградити бензинску пумпу Ѕ тако да је збир растојања АЅ и ВЅ најмањи? * 

47. Од свих правоуглих троуглова конструисаних над кругом пречника 2R одредити онај 

правоугли троугао који има највећи полупречник уписаног круга. 

48. Одредити  тачку у унутрашњости троугла, тако да производ растојања од те тачке до 

страница троугла буде највећи. 

 

 

3

33

2
axbycz

czbyaxP
≥

++
= , тј.  axbycz

P
≥








3

3

2
, па је 

3

3

2







≤
P

abcxyz . 

 

Нека су x, y, z растојања тачке М од страница 

троугла  BC =  a,  CA = b, AB = c, редом. 

Тада је Р = Р∆ABC = P∆MBC+P∆MCA+P∆MAB  =  

P
czbyax

=++
222

. 

Како је ах + by + cz = 2P из неједнакости 

аритметичке и геометријске средине 

следи да је: 

 

Решење:  Како је MN||PQ ,то је PQ паралелно равни 

ABC. Како PQ припада равни BCD, то праве BC и 

PQ нису мимоилазне, те је PQ||BC , па је и MN||BC 

Аналогно је MQ||AD и NP||AD. 

Из сличности ∆ АМN ∼ ∆ ABC следи
AB

AM

BC

МN
= . 

Из сличности ∆ ВМQ ∼ ∆ ABD следи
AB

MB

AD

МQ
= . 
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Како је за тачно одређени троугао десна страна неједнакости  

3

3

2







 P
 константна, то лева 

страна неједнакости своју највећу вредност добија када је  ах = by = cz = 
3

2P
. 

Дакле тражена тачка М је она тачка за коју је 
33

2
,

33

2
,

33

2 cba h

c

P
z

h

b

P
y

h

a

P
x ======  , 

те је очигледно да је тачка М тежиште троугла. 

49. Универзитетски центар C гради се за студенте који живе у градовима M, N и P. Да ли 

локацију C бирати тако да се налази у тежишту, центру описаног, центру уписаног 

круга, ортоцентру или некој другој тачки у унутрашњој област троугла MNP тако да 

збир растојања MC + NC + PC буде најмањи? 

 

G)  ИЗОПЕРИМЕТРИЈСКИ ПРОБЛЕМИ 

50. Од свих правоуглих троуглова чија је хипотенуза једнака датој дужи с, највећу 

површину има једнакокрако-правоугли троугао. Доказати.  

51. Доказати да од свих троуглова обима 2ѕ  највећу површину има једнакостранични 

троугао. 

52. Од свих четвороуглова датог обима највећу површину има квадрат. Доказати (видети 

задатак 30). 

53. Од свих п - тоуглова датог обима највећу површину има правилни п – тоугао. 

54. Од свих фигура чији је обим О највећу површину има круг. Доказати 

 

Н)  ГЕОМЕТРИЈСКЕ НЕЈЕДНАКОСТИ  

МИХАИЛА ПЕТРОВИЋА 

 

Нека су  х1, х2, ... , хn  позитивни реални бројеви из интревала  (а, b)  и нека су бројеви  m и M  

редом  

n

xxx
m

n

n

+++
=

...21  , 

n

xfxfxf
M

n

n

)(...)()( 21 +++
=  

где је  f (x)  нека реална на интервалу (а, b) позитивна, конвексна и непрекидна функција. 
 

У свом уџбенику (првом по реду) „Рачунање са бројним размацима“ из 1932. године 

Михаило Петровић у поглављу „Бројни размаци у елементарним рачунима“, подпоглавље 

„Бројни размаци у аритметици и алгебри“, сасвим елементарно доказује да је  

                                               
n

fnnmf
Mmf nn

)0()1()(
)(

−+
≤≤                                        (1)                                                        
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Видети: Сабрана дела Михаила Петровића (књига 8): Интервална математика:„Однос између 

аритметичке средине бројева и аритметичке средине њихових функција“ (страна 56 – 59). 

 

У развијеној форми добијена неједнакост (1) има облик  

( )

n

fn
n

xxx
f

n

xfxfxf

n

xxx
f

n

nn

0)1(
...

)(...)()(...

21

2121

−+






 +++

≤
+++

≤






 +++
    (2) 

Када се добијена неједнакост примени на функцију  f (x) = х
к  

(к > 1), онда је дата функција 

конвексна и за позитивне реалне бројеве х1, х2, ... , хn  важи неједнакост 

                  
( )k

n

k

n

kkk

n

n

xxx

n

xxx

n

xxx +++
≤

+++
≤







 +++ ......... 212121

              (3) 

За к = 2 добија се позната неједнакост 

                
( )2

21

22

2

2

1

2

21 .........

n

xxx

n

xxx

n

xxx nnn +++
≤

+++
≤







 +++
              (4) 

 

Видети: Сабрана дела Михаила Петровића (књига 8): Интервална математика:„Однос између 

аритметичке средине бројева и аритметичке средине њихових функција“ (страна 60 – 61). 

 

НЕЈЕДНАКОСТ МИХАИЛА ПЕТРОВИЋА ЗА ТРОУГАО 

Међутим, Михаило Петровић примећује да се интервал у коме се налази број М  

( )

n

fn
n

xxx
f

n

xfxfxf

n

xxx
f

n

nn

0)1(
...

)(...)()(...

21

2121

−+






 +++

≤
+++

≤






 +++
 

ако се примени на троугао може још сузити и формулише добијену неједнакост само за три 

позитивна реална броја: х, у и z:  

( ) ( )
3

02

3

)()()(

3

fzyxfzfyfxfzyx
f

+++
≤

++
≤







 ++
  тј. 

( ) ( )02)()()(
3

3 fzyxfzfyfxf
zyx

f +++≤++≤






 ++
 . 

Видети: Сабрана дела Михаила Петровића (књига 8): Интервална математика: „Задаци који 

се своде на проучавање аритметичке средине конвексних или конкавних функција“ (страна 

85). 

Узимајући у обзир да за странице а, b и с троугла важе неједнакости 

                                                  а + b > с,  b + с  > а  и  с + а > b 

и да за полуобим троугла                        
2

cba
p

++
=  
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важе неједнакости  р > а,   р  > b  и  р > с  он формира нове променљиве х = р –  а,  у = р – b   

и   z =  р  - с   и нову функцију   f ( t )  =  F (p – t ).  Kaко је   

                                                                    
2

2

2

2

dt

Fd

dt

fd
=  

то су функције  f ( t )  и  F ( t ) исте ковексности (односно конкавности). Следи да је                                                                                                        

             ( ) ( )pFzyxpFzpFypFxpF
zyx

pF 2)()()(
3

3 +−−−≤−+−+−≤






 ++
− .  

Заменом х = р –  а,  у = р – b   и   z =  р  - с  у претходну неједнакост добија се 

( ) ( )pFFcFbFaF
p

F 20)()()(
3

2
3 +≤++≤







 . 

 

55. У математичком часопису Ens. Math факултета Еcol normal superior (на коме је 1894. 

године докторирао Михаило Петровић) у броју 18 из 1916. године објављен је рад  „О 

неким функцијама страна и углова троугла“ („Sur quelques fonctions des cótés et des 

angles d'une triangle”) (стране: 153 – 163).   

        У раду се између осталог третира и неједнакост  

( ) 2

1

3

1
2

222

≤
++

++
≤

cba

cba  

         која важи за било који троугао чије странице имају мерне бројеве а, b и с. 
 

56. На 2. Балканском математичком конгресу у Букурешту 1937. године Михаило 

Петровић се у једном од два своја рада  „О једној теореми Помпеија“ („А propos d'un 

theoreme de M. Pоmpeiu“) бави једном занимљивом неједнакошћу троугла:  
 

        Ако су  а, b  и  c  мерни бројеви страница троугла, онда je  

2
2

3
≤

+
+

+
+

+
≤

ba

c

ac

b

cb

a  . 

     при чему доња граница неједнакости важи када је троугао једнакостранични, а  

   горња граница неједнакости када троугао има један бесконачно мали угао. 

 

57. Међу значајним неједнакостима Михаила Петровића је и следећа занимљива 

неједнакост: Ако се из произвољне тачке М датог круга полупречника R констришу две 

међусобно нормалне тангенте АС и BD, онда je 

222 RBDACR ≤+≤ . 

 

58. У часопису Румунског математичког друштва 40 (1938) (стране 205 - 208) Михаило 

Петровић је објавио следећу неједнакост: 
 

Нека је (n – 1)s oбим конвексног n – тоугла чије су странице а1,  а2 ... ап, тако да је свака 

од њих мања или једнака ѕ. Тада је  
 

2

1

.........1 12131

1

32

1

−

−
≤

+++
+

+++
+

+++
≤

− − n

n

aaa

a

aaa

a

aaa

a

n

n

n

n

nn

  . 
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