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PITANJE. Sta je potreban i dovoljan uslov da cetvorougao bude tangentan?

TEOREMA 1. Cetvorougao je tangentan ako i samo ako se simetrale Cetiri
unutrasnja ugla seku u jednoj tacki.

TEOREMA 2. Cetvorougao je tangentan ako i samo ako se simetrale tri
unutrasnja ugla seku u jednoj tacki.

TEOREMA 3. Cetvorougao ABCD je tangentan ako i samo je
AB + CD = AD + BC.

Dokaz. (=) ABCD tangentan

k - upisana kruznica

AS=AP=x BP=BQ-=y

CQ=CR=z DR=DS=t

AB+CD=(x+y)+(z+1)
AD+BC=(x+t)+(y+2)

= AB+CD=AD+BC=x+y+z+t



(¢) AB+CD=AD + BC (1)
ABCD tangentni Cetvorougao

I dokaz (skolski)
s,Ns,={0} k(O)- dodiruje DA, AB, BC

pretp. k ne dodiruje CD (2)

CD' - tangenta na k, D'€p(A, D)
(2) = A-D-D Y A-D-D'
ABCD' tangentni
(=) = AB+CD'=AD'+ BC (3)
(1),3) = CD-CD'=AD -AD’

= CD-CD'=DD' M4 ACDD'
slicno za A-D-D'

= (2)nevazi = kdodirujei CD = ABCD tangentni

AB + CD =AD + BC (1)
Il dokaz

)
AB > AD = BC > CD

1)
(a) AB=AD = BC=CD

AABC = AADC (SSS)
BAC =1DAC = ¢ (3) A B
IBCA = IDCA = 0 (4)

3),4) = AC=s,, CA=s. (5)

BO=s,, OEAC (6)

(5), (6) = s, Ns, N s.={0} = ABCD tangenti



AB + CD = AD + BC (1)

@
(b) AB>AD = BC>CD
A-E-B , AE =AD
B-F-C , CF=CD
(1) > AB-AD=BC-CD = BE=BF

AAED - jednakokrak

= s, =sim. ED (7)
ABEF - jednakokrak
= s, =sim. EF (8)
ACDF - jednakokrak
= S, =sim. DF 9)

(7), (8), (9) = s, Ns,Ns,={0} - centar opisane kruzn. AEFD

T3 = ABCD - tangentan

IIT dokaz

Lema 1. Ako kruZnica upisana u AABC dodiruje stranice BC, CA, AB
redom u tackama K, L, M, tada je

AL = AM =~ (AB + AC - BC).

Dokaz leme 1.

AL=AM=x BM=BK=y CK=CL=z

S (AB+AC-BC)= 5 ((x+y) + (x+2)- (y + 2))
1

A7 =AM




Lema 2. Ako kruznica, spolja upisana u AABC, dodiruje stranicu BC u
tacki K' i produZetke stranica CA i AB redom u tackama L' i M', tada je

AM' = AL' = (AB + AC + BC).

Dokaz leme 2. AM'= AL’ (1)
BM'=BK'=z" CK'=CL'=y'

AB+AC +BC=AB+AC+ (z'+y
=(AB+z)+(AC+y")
= AM' + AL’

2 oaM' 2 241

= AM'=AL'=~ (AB+AC + BC).

Hanomena. AM'=AL'=~ (AB+AC+BC)=x+y+z

AM'=x+y+z'=x+ty+tz=> 7=z
AL'=x+y'+z=x+ty+z = y'=y

BC=MM'=LL'=y+z

10



IIT dokaz - nastavak AB + CD = AD + BC (1)

(a) ABCD paralelogram
(1) = ABCDromb = ABCD tangentni o

(b) ABCD nije paralelogram
AB N CD = {S}

k, - spolja upisana u ASAD k, - upisana u ASBC
c

S A S B

ABCD - tangentan < k, = k,
11

AB + CD =AD + BC (D)
ABCD - tangentan < k, =k, (2)

S A P S Q B

k,=k, < SP=SQ 3)

L2

SP = & (SA+ SD + AD)

L1

SQ = 5 (SB+SC-BC) = ((SA+ AB) + (SD + CD) - BC)

1)
=~ (SA+SD + (AB + CD - BC)) = 5 (SA+ SD + AD)
=SP
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ABCD - tangentan < k, = k, (2)
k, =k, & SP=SQ (3)

(2), (3) = ABCD - tangentan
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Primer 1. Ako se dijagonale tangentnog Cetvorougla seku u centru upisane

kruZnice, dokazati je taj Cetvorougao romb.

Resenje.
T1 = AC-simetralall A ilC

= AABC = AADC (USU)
= AB=AD, BC=DC (1)

slicno AABD = ACBD (USU)

= AB=CB, AD=CD )

(1),(2) > AB=BC=CD=DA = ABCD -romb
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Primer 2. Dokazati da je trapez tangentan ako i samo ako se kruznice
konstruisane nad njegovim bocnim stranicama kao nad precnicima dodiruju.

Resenje. (=) ABCD - tangentni trapez
T3 = AB+CD=AD + BC (1)

M-sred. AD N -sred. BC
(€8}
MN = 5 (AB + CD) = & (AD + BC) 2)

k,(M; yAD) k,(N;+ BC)

@) = k Nk =T

15

(<) ABCD - trapez, osnovice AB i CD
M-sred. AD N -sred. BC k,(M; +AD)Nk,(N;  BC) = (T

AB+ CD = 2MN = 2(MT + NT)
= DMA + 2NB
= AD + BC

T3 = ABCD - tangentni

16



Primer 3. KruZnice k, i k, dodiruju se spolja. Dokazati da su tacke dodira
zajednickih spoljasSnjih tangenti temena tangentnog Cetvorougla.

Resenje. k, N k,={S|

ABCD - tangentni

I varijanta

SA=SD = [ISAD =0SDA=¢ (1) D

ISAB = [ISDA (2)

(ugao izmedu tangente i tetive)

(1), (2) = AS - sim.IDAB 3)
slicno DS - sim. IADC (4)
BS - sim. lJABC (5)

CS - sim. IBCD (6)

3),(4),(5),(6), T1 = ABCD - tangentni
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IT varijanta
ABCD - trapez (jednakokraki) , AD || BC
t - zajednicka tangenta k, i k,u S

tNAB={M|, t N AB=|N]|

k k,

MA = MS = MB (6)

=~
Ko

ND = NS = NC (7)
k' (AB) = k' (M ; MA)

k" (CD) = k" (N ; ND)

(6), (7) = k'nk"={S}

Pr.2 = ABCD - tangentni

18



Primer 4. Neka se dijagonale tetivhog Cetvorougla ABCD seku u tacki O i
neka su A', B', C', D' normalne projekcije taCke O na stranice AB, BC, CD,
DA, redom. Dokazati da je Cetvorougao A'B'C'D’ tangentni.

Resenje. O - centar up. kruzn. u A'B'C'D’
DOA'D' =g IOA'B'=6

AA'OD' - tetivni (IA'=[0D" =90

= @=[00A'D' =10AD' (1)
nad lukom OD" kruzn. k,(A, A, O, D)

BB'OA’ - tetivni (A" =[0B' =90°)

= 0 =00A'B' = JOBB' (2)
nad lukom OB’ kruzn. k,(B, B', O, A")

ICAD = 0CBD (3)
nad lukom CD kruzn. k(A, B, C, D)

ICAD = IOAD', ICBD = IOBB'

(1),(2),03),4 = =06 = A'O- sim.ID'A'B’'
slicno B'O - sim.[IA'B'C' C'O - sim. IB'C'D'

T1 = A'B'C'D'-tangentni

D'O - sim. IC'D'A’
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Primer 5. Neka su k,, k;, k., k, Cetiri disjunktne kruznice Ciji su centri,
tacke A, B, C, D, temena pravougaonika ABCD kao na slici. Neka su
poluprecnici kruznica redom r,, ry, r, rp. Zajednicke spoljasnje tangente
kruznica k, i k. seku se sa zajednickim spoljasSnjim tangentama kruznica
ky ik, utackama P, Q, R, S. Ako jer, + r. = rp + r,, dokazati da je
Cetvorougao PQRS tangentni.

ReSenje. r,+r.=ryz+tr, (1)

AC N BD = {0}
O - srediste AC i BD
x', x" - rast. O od PQiRS

y',y" - rast. O od QR i SP

r — | — 1
X'=x"=5(r,try) (2)
sli¢no

r — | J Ja— L
y =y =2 (rB+rD) (3)

(1), (2),(3) = x'=x"=y'=y"
= k(O ; x") - upisana u PQRS

= PQRS - tangentni

21
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Primer 6. Dat je konveksan cetvorougao ABCD. Prave AB i CD seku se u
tacki E, a prave AD i BC u tacki F kao na slici. Dokazati da su sledeca tri
tvrdenja ekvivalentna, tj. da svako povlaci preostala dva:

(a) Cetvorougao ABCD je tangentni;
(b) AE -AF = CE -CF;
(c) BE + BF = DE + DF.

Resenje. ABCD - tangentni
AS=AP=a BP=BQ=b
CQ=CR=c DR=DS=d
EP=FER=e FQ=FS=f

(@) = (b)
AE -AF=(a+e)-(a+f) =e-f
CE-CF=(e-c)-(f-c¢) =e-f

(@ = (9
BE + BF=(e-b)+(b+f) =e+f

DE +DF=(e+d) +(f-d) =e+f

23
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(b) > (a) AE-AF =CE -CF (D)
ABCD - tangentni

I varijanta

k - dodiruje AB, BC, CD

1° k dodiruje DA = ABCD - tangentni v~

X k ne dodiruje DA
A'D' - tangenta ki A'D'|| AD

AD'NCF={F'} F'G|AB L]
A'BCD' - tangentni
((@)= (b)) > AE-A'F'=CE -CF' (2)

(1)-(2) = AE - AE - (AF - AF)=CF'- CF
= AA'- GF=- FF

= GF'= GF - F'F 4 AGF'F -

(b) = (@) AE-AF =CE-CF (D) A
ABCD - tangentni

IT varijanta

AG = AF = EG = AE -AF (2)
CH=CF = EH=CE -CF (3)

(2) = AAGF - jednakokraki

= Sgp = sim. IBAD 4)
(3) = AHFC - jednakokraki 4), (5), (6), (7) =
= S, = sim. [HCF = sim. IBCD (5) O - centar upisane

kruzn. u ABCD
(1), (2), (3) = AEHG - jednakokraki

= S, = Sim. IHEG (6) = ABCD - tangentni

Sor N Spr N Sy = {0} (7)

O - centar op. kruzn. za AHFG -



(c) (@) BE +BF=DE +DF @)
ABCD - tangentni
I varijanta
k - dodiruje AB, BC, CD
1° k dodiruje DA = ABCD - tangentni v
X k ne dodiruje DA
A'D' - tangenta ki A'D' || AD
AD'NCF={F'} F'G|CD

A'BCD' - tangentni
(@ =() = BE+BF'=DE+D'F' (2)

(1)- (2) = BF - BF' = (DE - D'E) + (DF - D'F)
= F'F=DD'+ (DF - DG)

= F'F= F'G+GF 0 AF'FG
27

(c) » () BE + BF =DE + DF (D)
ABCD - tangentni
IT varijanta

BG =BF = EG=BE + BF (2)
DH = DF = EH = DE + DF (3)

(2) = ABFG - jednakokraki

= Sp. = sim. JABC 4)
(3) = ADFH - jednakokraki 4), (5), (6), (7) =
= Sy, = sim. JHDF = sim. ICDA (5) O - centar upisane

kruzn. u ABCD
(1), (2), (3) = AEHG - jednakokraki

= 5.y = sim. IHEG (6) = ABCD - tangentni

SFG N SFH N SGH - {O} (7)
O - centar op. kruzn. za AHFG 28



Primer 7. Dokazati da je Cetvorougao ABCD tangentan ako i samo ako se
kruZnice upisane u trouglove ABC i ADC dodiruju, odnosno kruznice upisane
u trouglove ABD i BCD dodiruju.

("

29

Resenje. (=) ABCD - tangentni
T3 = AB+CD=AD + BC @)

k,, - upisana u AABC k; - upisana u AADC
pretp. k,, i k; se ne dodiruju = k, NAC={K} k,NAC={L} K=#L
k, NAB={P} k,NBC={Q} kyNCD={R} kz;NAD-={S}
AP=AK=x AS=AL=x">x 2
CQ=CK=z CR=CL=2z'<z 3)
BP=BQ=y DR=DS=t

AB+CD=(x+y)+ (Z'+t)=x+y+z'+t
AD+BC=Xx'tt)+ (y+tz)=x"ty+z+t

(2),(3) = AB+CD<AD+BC M4 (1)

Sli¢no za k. ik,
30



(<) ky Nk, NAC={K}

k, N AB={P} k,N BC={Q}
k, N CD={R} k,N AD = {S}
AP = AK = AS = x
BP=BQ=y
CQ=CK=CR=z
DR=DS =t

AB+CD=(x+y)+ (z+t)=x+y+z+t
AD+BC=(x+t)+ (y+tz)=x+ty+z+t

= AB+CD=AD+BC = ABCD - tangentni

slicno k, N k. N BD ={L} = ABCD - tangentni
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Primer 8. U Cetvorouglu ABCD kruZnice upisane u trouglove ABC i CDA se

dodiruju. Dokazati da se i kruznice upisane u trouglove ABD i BCD takode
dodiruju.

Resenje.

Pr.7 (<)

k(A, B, C)i k(C, D, A) se dodiruju = ABCD - tangentni

Pr7(=

%" KA, B, D) i k(B, C, D) se dodiruju

32



Primer 9. U konveksnom Cetvorouglu ABCD kruzZnice upisane u
trouglove ABC i CDA dodiruju dijagonalu AC u tackama P i Q, a
kruZnice upisane u trouglove ABD i BCD dijagonalu BD u tackama
R i S. Dokazati da je PQ = RS.
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Resenje. AK=AP=x AN=AQ=X' X=X
CL=CP=z CM=CQ-=17 z7'>7z
BK=BL=y DM=DN-=t

PQ=AP-AQ=x-X' @)
PQ=CQ-CP=7-z2 2)
(1),(2) = 2PQ=x-x"+2z"-z
=(x+z)-(x"*+2) A X K7V B

=(x+y+z'+t)-(x'"+t+y+2z)
= (AB + CD) - (AD + BC)
PQ = ((AB+CD) -(AD + BC)) zax = x'
PQ = ((AD + BC) -(AB + CD)) zax<Xx'
= PQ= 5 |(AD + BC) - (AB + CD))|

. = PQ=RS
slicno RS = - |(AB + CD) -(AD + BC)|

34



Primer 10. (Njutn) Centar upisane kruZnice u tangentan Cetvorougao leZi
na pravoj koja spaja sredine dijagonala. Dokazati

ReSenje. ABCD - tangentan

K, L -sredista AC iBD

O - centar upisane kruZnice

(a) ABCD - paralelogram (romb)
K=L=0 v

35

(b) ABCD nije pralelogram AB.| CD
PABCD = P

K-sred. AC = P, =Py =P, APADK:PCDK:PZ

1
PABK+PCDK:P1+P2:7P @))

L-sred. BD = P,, =P, =P, " P,, =P, =P,

36



ABCD - tangentan = AB+CD=AD+BC  (3)

P+ Peopo= 5 AB-r+ 5 CD-r

= 5 (AB+
® 1 CD)r
= 4 (AD+BC) -r

_ 1 1
_2AD' +ZBCI”

r
- PADO+PBCO

Papo * Pcpo = Papo * Preo 4)

Pisot Pepot Papo t Ppeo = Papep = P (5)

4),(5) = Puo+Pepo= 5P (6)

37

_ 1
(1), (2), (6) = PABK+PCDK:PABL+PCDL_PABO+PCDO :7P (7)

ABCD - proizvoljan Cetvorougao, ABH CD, AB N CD = {S}
P

ascp = P

X€intABCD P,y +Pyy =3P (8)

A'S=AB,D'S=DC
Ppx = Prsx Pepy = Pspx

1
(8) = Pysyt Pypy = P

_ 1 A
PA'SX + PSD’X - PA'SD'X -2 P 9)

Pyspx = Pasp ¥ Papx  Pygp = P’ = const. (10)

1 -
(9), (10) = P,py =Puspx ~Pasp = — P - P' = const.
= Xel,l||AD" (11)

(7), (11) = K, L, O - kolinearne

38



Primer 20. Neka je ABCD tangentni Cetvorougao i neka su P, Q, R, S
taCke u kojima upisana kruZnica dodiruje stranice AB, BC, CD, DA, redom.
Dokazati da se dijagonale AC i BD i duzZi PR i QS seku u jednoj tacki.

39

ReSenje. AC N PR = {0}

0 AOP =I0COR=0
IBPO=[ICRO=¢ = [APO=180°-¢

P,.,  5AO-OP-sin AO-0O
P -0 I (1)
CRO - CO-OR-sin CcO-0
0 R
P.o —AP-OP-sin (180°-¢) AP-OP-sin AP -OP
= = = (2)
Pero + CR-OR-sin LER-ORsin CR-O
® ® R
AO 0~ AP 0P AO AP
(1): (2) = P = = = (3)
CO 6. CR 6. CO  CR
R R

40



AO AP
L=t 0
cO CR

ACNQS={0"}
AO'S=01CO'Q=¢
IDSO'=0CQO'=w = [ASO'=180°-w

Puo  TAO:-OS-sing AO'-O'S @
Peo  LC0-0Q-sin cOO
€ Q
P.o  5AS-0'S-sin(180°-®w)  +AS-O'S-sin AS-0'S -
= = (,[) =
Poo 1 CQ-0'Q-sinw +CQ-0'Q-sin  CQ-0Q
w
AO'-0" AS 05 AO' AS
@, 06) = = = = = (6)
CO'-BL CQ- O\ coO cQ
N QAO AP
(6) !
AS=AP " CQ=CR = — = — (7)
CO'  CR
41
AO AP
CO ~ CR )
- A0 _ A0 o0
AO' AP . co  Co
CO'  CR

= ACNPRN QS={0}

42



ACNPRNQS={0} slicno BDNPRNQS={0,}

OEPRN QS " 0O,EPRN QS = 0 =0,

= ACN BD N PRN QS={0}
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