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APXMEIOB IIPOBJIEM O I'OBEIINIMA —
YBOA Y INMOPAHTCRE JEITHAYUMHE

3opau Kanenoypr
Beorpan, 09.02.2019.

1. YBon

HuodpanTcre jenmaumue nMajy BaKHY VIOTY y Pa3BOjy MaTeMaTmke. 3000 UMILGHUIE Oa, AKO Ce
M3y3My HEKM HajjeTHOCTABHUjU MPUMEPU, YTJIABHOM HE MOCTOje OMIITE METOJIE 3a IUXOBO pElaBaibe,
KpPO3 UCTOPWU]Y Cy HOKYMIaju TOT PeMaBama YeCTO NOBOIWIIM IO Pa3BOja HOBUX MATEMATUUKUAX TEOPHja.

N3 caumunux pasznora, OBakBe jeqHAYMHE CE CKOPO PENOBHO MOjaB/bYjy KAO 3aJalld HA MaTeMa-
TAYKMM TaKMUYEHUMa CKOPO CBUX HMBOA. J300r TOra Cy OHE W HEM30CTABAH NEO MPUIpPEMa 3a Ta
TaKMHU4YECHA.

Y 0BOM TEKCTY, KO3 IPUYY O jeJIHOM O HajCTAPUjUX MO3HATUX HpobaemMa OBOT TUIA, MOKymahemo
Ila TPUKAKEMO jenan Moryhu mpuctyn yBohemy ydyeHUKa y OBY BaKHY MATEMATHUKY MPOOJIEMATHUKY.

2. IlocraBka ApxumemoBor mpobJieMa

Benuku craporpukn maremaruuap Aprumed (287(7)-212 m.m.e) Boseo je, mamebhy ocrasor, na
IIOCTaBJba U pemaBa IpobieMe y KOjuMa Ce H0jaBJby]y BEOMa BEJUKM IPUPOIHU OPOjeBHU.

Taxko je memauku ucrpaxkusau Jecune (Lessing, 1729-1821) nponamao u 1773. roguue 06jaBuo
manupyc 3a Koju ce cmarpa jga caapxu ApxmMenoBo mucMo Epamocmeny uz Kupene (Epatocres,
oko 276-194 m.m.e). Y mmcMmy ce, y cTUXOBUMA, roBopu 0 ToMme aa je 6or Cynma mmao Ha Cunwmiu-
ju kpmo roBena. l'oBema cy Oumna on yetwpu pasznuuute BpcTe — Oera, npHA, mapeHa u cmeba — u,
HAPABHO, ¥ CBAKO] BPCTU OMJIO je M KpaBa W BOJIOBA. ¥ NAJHEM TEKCTY Ce Najy YCJIOBU KOje Cy 3a10-
BOJbaBAJIM OPOjEBU KpaBa, OJHOCHO BOJOBA y CBAKOj o TuX Bpcra. lIpeBemeHo ma caBpeMeHe O3HAKE,
aKo ce ca T,1, z,t 03Ha4e penoM Opojesu Genux, NpHUX, mapenux u cmebux Bososa, a ca x’,y’, 2, ¢/
omrosapajyhu 6pojeBu kpasa, ApxuMenoB 3amaTak je 6MO MOCTABJLEH HA cieneliy HAUMH.

APXVMMEOOB IIPOBJIEM

(a) Odpedumu npupoone bpojese x,y,z,t, kao u x’', y', 2/, t' xoju 3ad060omasajy caedehu
cucmem (1)-(2) 00 cedam auneaprur jeonavwura

- (Do

y
—(1+1) Tt
=g Th

1 1 1 1
A / / I NN
. <3+4>(y+y)’ & (5+6>( +1t),

(2)
y’:GJré)(erz’), t’:(é—i-%)(x—i-x').

(6) Odpedumu ono peweme npemrooHoz cucmema kod Kojee je x+y Keadpammuu, a z+t mpoyzaonu
bpoj.

Pamu ce, makme, o cucremy on 7 jenmauuna ca 8 Hemosnarux. OH ce, eTMMUHAIILjOM, MOKE CBECTHU
Ha jeNHy jeIHAYMHY ca JIBE HENO3HaTe, OOJIUKA

(3) ar + by = c.
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Takse jemmauumne, ako je, Ha mpumep, b # 0 um ako HeMa IPYTUX yCJIOBa, UMajy OECKOHAUAH CKYI

permema
{(@=7)|zer}

Ha mpumep, jemmauumna 3 — 6y = 5 uma y R OeckoHayHO MHOTO pelmema: 3a CBAKM peaJsan Opoj ,

: : x—5 .
ako u3abepeMo Opoj y Tako ma je y = 6 nap (x,y) he 3anoBomasaru nary jensaumny. Caudso,
22 — 1

CKyn pemema jemnaunie 2 — 3y = 1y R je { (:c, 3

) ‘ T € R}. JacHa je m reomerpujcka
VHTEPIPETANNja OBUX 3aKILyJaKa.

MebDyTtuM, y oBOM 3aJaTKy MOCTOjU U IOJATHU YCJIOB — PENICHA Ce TPasKe y CKYMy IPUPOIHIX
opojesa. Kako cy roepunujentu cucrema (1)-(2) pammonanuu 6pojesu, nocie ocnobabama ox numenu-
nana, nobujamo jemnauuny obnuka (3) y k0joj cy koedunujenru a, b, ¢ neau 6pojesu. Takse jennauune
cy, Kao IITO je MO3HATO, KacHuje HaszBaHe muodantckuM (Juogdanm, 3. Bex H.e.).

[Ipumernmo, HA mpuMep, na jemHauusa 3x — 6y = 5 y crkyny Z Hema pemema (3amTo?), 0K
jemnaunna 2x — 3y = 1 uMa GECKOHAYHO MHOTO 1[eJI00POJHUX pemtewma (X, y), IPU YeMy Ce CBa OHA MOT'Y
npexacraButu y obnuky © = 3t — 1, y = 2t — 1, rue je ¢ npou3BosbaH 1eo 6pPOj.

Y HApemIHOM OIe/LbKY IOKA3yjeMO KaKO Ce IO Pe3yJaTaTa MPEeTXOMHOT TUIA A0JIA3HU Y OMIITEM CJIyYa-
Jy-

3. JluneapHe mUOGAHTCKEe jeqHAUMHE ca IBe HEMO3HATe

Hajope moraxxumo ciaenehe momohuo tBpheme.

JIEMA 1. Axo je a = bq+r, onda je H3I (a,b) = H3I(b,r).

Jloxas. Heka je d mpousBosman 3ajenuuuru nenuiarn opojesa a u b. Tanga uz penamuje a = bg+r
cJeqU 1A je OH U Jejuiialn Opoja r, Tj. 3ajenuuyry peauian opojesa bu r. Cinuno, ako je d mpon3BoJbaH
3ajeIHUYKM Aeauial] OpojeBa b u r, U3 ucTe pejalyje Ciaequ Aa je OH U 3ajeIHUYKM meauial Opojesa
a n b. Illakie, CKyIOBM 3ajeJHUYKUX mesuialna O6pojeBa a u b, omHocHO OpojeBa b u r, MOKJIamajy ce.
3aro cy mebhycobuo jennaku u muxosu Hajsehu enementu, nakmne 6pojesu H3I (a,b) u H3I (b,r). m

Kako nahu majsehu 3ajemuuurn menmnan neaux 0pojesa a u b? OuuriemHo je mna muTame NeJbU-
BOCTU HE 3aBUCH OJ 3HAaKa, IIa MOkeMo a U b cmarparu npuponuuMm OpojeBuma. Ha ocHOBY mo3maTor
CTaBa 0 IEeJHeHmY C OCTATKOM Y CKYIy Ieaux OpojeBa, MO:ke ce ucmucatu ciaeneliv HU3 je THAKOCTU KOju
npeacrasiba mosHatu Bykaudos aszopumam (Eykaud, 4. Bek m.H.e):

a=bq +ri, 0<r <0,

b=r1q2 + 13, 0<re <y,

ry = Tr2q3 + 13, 0<r3 <re,
Tn—2 = Tn—-14n +Tn; 0 < Tn < Tn—1,

Tn—1 = Tnqn+1-

[Tomrro 6pojeBu ry umue cTporo omanajyhu Hu3 nmpuponHux OpojeBa, To e ce OBaj HM3 HAKOH KOHAU-
HOr Opoja kopaka 3aBpmurd, Tj. mohm hemo mo jemHakocTu O0MUKA T_1 = T'pQpi1, KOja TOBOPU O
NEJLUBOCTY [[BA, Y3ACTOIHA OCTATKA.

TEOPEMA 1. Iocaedwu ocmamax T, Koju je pazauqum 00 Hyse Y NPemroonom nocmynky

npedcmasma wajeehu sajednuury deauaay, 6pojesa a u b.

Zloxas. Kopucrehu nemy 1 mako je KOHCTATOBATU I je 3aI0BOJbEH ciemehu HE3 jeaHakocTu:
H31(a,b) = H3I(b,r1) = H3(r1,72) =---= H3M(rp_o,7n—1) = H3A(rp_1,70).

owro 7y, | r—1, T0 je H3I(r,_1,7,) = ryp, 1a KoHauHO Hobujamo ma je H3I (a,b) = r,, mro je
u Tpebano JoKa3aTu. W
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IIpuMEP 1. a = 918, b = 252.

918 — 252 - 3 4+ 162, 252 — 162 -1+ 90, 162 = 90 - 1472, 90 = 72- 1+ 18, 72 = 18 - 4. TIpena
trome, H3I1(918,252) = 18. Ipurom je

18=90—-72=90— (162 — 90) = 2-90 — 162 = 2(252 — 162) — 162
=2-252—-3-162=2-252 — 3(918 — 3-252)
=11-252—-3-918. A

CinyHO Ka0 y IPETXOAHOM IPUMEDY Ce HMOKa3yje Ha M y OIIITEM CIydajy BasKu

[MocaemuuA 1. Axo cy a,b npoussonnu yeau bpojesu ud = H3II(a,b), onda nocmoje yeau
bpojesu xg,yo maxsu 0a je arg + byg = d u onu ce mozy odpedumu xopuwhewem Eyxaudosoz
aszopumma. Cneyujaaro, axo cy a w b ysajammo npocmu, onda nocmoje To, Yo € Z maxeu da je
axg + byg = 1.

[Tocmarpajmo cama jenHaunmy
(3) ar + by =c,

rae ¢y a,b,c natu neau 6pojesu u H3II (a,b) = d.
1° Axo 6poj ¢ Huje memuB ca d, jefHAUYMHA HE MOKe UMATH [eI00pOjHUX pemewma (z,y) jep je
JieBa CTPaHa CUTYPHO HebUBa ca d, a JAecHa TO HUje.

2° Ako je ¢ memuBo ca d, OHIA jeHAUUHY MOKEMO CKPATUTH ca d, YuMe OHa MoOuja eKBUBAJIEHTAH
00K
(3) adr+by="<,

oo €y 9 r_ ¢ 'Y = j j
rrejea =—-, b0 =—,c = R H3 (a’,b") = 1. Ha ocuoBy nocaemuue 1 moctoje memu 6pojesu

d d

Zo,Yo Taksu na je a’xg + b'yg = 1. Tazma je ounrnenno na jemmauumna (3') uma pememe (21,y;), rae
je x1 = xg, y1 = 'yg. Ho, y ToM cayuajy jemnaumna mva OECKOHAUHO MHOTO pelemba.

3aucra, npernocraBumo aa je (u,v) Ma Koju nap ueaux O6pojesa 3a koju je a’u+b'v = ¢’. Takobe
je a’xy + b'y; = . lpema Tome mvmamo ma je a’u + b'v = a’x1 + b'yp, omakme je

a'(u—z1)+ 0 (v—y1)=0.
Kako je H3I(d/,b') = 1, umamo ma je u — y gemuBo ca b, mro maje, HAKOH OUUIJIEIHUX TOCTYIIAKA,
u==x1 +bt, v=vy, —a't, 3amexotcZ.

K]
du+bv=ad (z1 +bt)+V (y1 —a't)=dx1 + 0y =
cnemu na mobujenu map (u,v) 3a Npou3BOBHO t € Z 3am0BoMbaBa jemHaunny (3').
Pesumupajmo 3akmbydke MO KOjUX CMO JOILIH.

TEOPEMA 2. Jluneapna duodarnmcra jednauuna ax + by = ¢ uma pewena axko u camo Ko
d| e, 2de je d= H3I(a,b). ¥ mom cayuajy je onwme pewemne jednavune 00AUKG

c b c a
x—gxo—i-gt, y—gyg—gt (teZ),

a b
20e ce nocebno pewewe (Tg.yo) jeonavure — x + —y = 1 dobuja Eykaudosum arzopummonr. m

d d
Cuenujanso, ako cy 6pojeBu a u b y3ajamuo npoctu, 1j. ako je H3I1(a,b) = 1, onza je cBaku
1eo 6poj ¢ memuB ca d ma jemHAUMHA GX + by = C CUTYPHO MMA pEIlemha.

IIPUMEP 2. Pemmru muodantcky jemnaunuy 252z + 918y = 36.
)



Pewewe. Crpahusamewm ca 18 = H3I1(252,918) nobujamo jenmaumuy 14z + 5ly = 2, rue je
H3I1(14,51) = 1, na ra jennaunna uma pememna. Ha ocuoBy npumepa 1 je 14-11—51-3 = 1, omaxie
je 14-22 — 51 -6 = 2, 1j. jenso pememe nare jennauuse je map (22, —6). Ha ocroBy Teopeme 2, cBa
pemema cy mata ca r =22+ 5lt, y=—-64+14t,t € Z. A

I[MTpuMEP 3. (Ipxasuo TakMmuuene 3a 8. paspen, 2018) [Ipasoyraona rabmuma 29 X 41 monymena
je mpupomauM OpojeBuma 1, 2, ..., 29-41 majope Tako mTO Cy y IPBOM Pe.Iy, MOUEBHINA OJ TOHEr JIeBOr
yriaa, pemoM 3amucanu 6pojesu 1, 2, ..., 29, y apyrom peny 6pojesu 30, 31, ..., 58 u Tako masme
IO Kpaja. 3aTUM je McTa Tabuuna NOmymeHa UCTUM OpOojeBrMa TAKO MTO Cy y MPBOj KOJOHW, Takobhe
IOYEBINU OJ MOIET JEBOT yIJya, PemoM 3amucanu Opojesu 1, 2, ..., 41, y apyroj konoru 6pojeBu 42,
43, ..., 82 u Tako masme OO0 Kpaja. Romuko mMma mospa Tabiaune y KojuMa je mpu oba momymaBama 0uo
3amucas uctu 6poj?

Pewemwe. Ako ce HEKO moJsbe TaBaUIE KOje 3aM0BOJHABA MOCTABIHEHN YCIOB HAJNA3U Y L-TOM DEIy
u y-TOj KOJOHM, Taxa (1 camo Tanga) Baxu 29(x — 1) +y = 41(y — 1) + . Cpebusamem ce nobuja
eKBUBaJICHTHA muopantcka jemnaumua 10y — 7z = 3. Hbewno oumrsemno pememe je map (1,1), ma
je ommre pememe garo ca x = 1+ 10t, y = 1 4+ 7t, t € Z. Pemema koja 3am10BObHABAjJy YCIOBE
1<z <41, 1 <y <29 nobujajy ce 3at € {0,1,2,3,4} m uma ux 5 (o cy (1,1), (11,8), (21, 15),
(31,22), (41,29)). A

4. Pememe nesa (a) ApxmmenoBor npobdiaema

Ako ce u3 cucrema (1) (y ApxumenoBoM mpobiemy) eIUMUHWNLY ABe Hemo3Hare (HOp. z u t),
nobuja ce MuHeapHa AMOMAHTCKA jeTHAUMHA

267x — 371y =0

ca mBe HemosHaTe. Ibeno pememe ce mMoxke u3paszutu y obnuky x = 371 - u, y = 267 - u 3a Hernm
npupogan 6poj u. 3amenoM y cucrem (1) mobuja ce

x=2226-k y=1602-k 2=1580-k t=891-F,

3a HeKUu mpupoman o6poj k.

Axko ce oBu m3pasu yspcre y cucteM (2) u mocrasu ycnos ga u x’, y', 2/, t' Mopajy Guru nenn
6pojeBu, nobuja ce ma mopa outu k = 4657 - ¢ 3a mexu npuponan 6poj £. Tana je

x=10366482 ¢, y="T7460514-¢, z="T7358060- ¢, t=4149387-/,
¥’ =7206360-¢, y =4893246-¢, 2/ =3515820-¢, t' =5439213 4.

5. IInraropune Tpojke

Jenan o HajjeTHOCTABHM)UX IpUMepA HeJMHeApHE MUOPAHTCKE jeIHAUUHE je

2?4+ y? =27
Pemema e jennaunse npencrasibajy takozsane [lumazopune mpojre (lluraropa, 6. Bex m.u.e). Onpe-
muheMo CBa pemema OBe jefHAUNHE y CKyIy IPUPOTHUX OpojeBa.

JacHo je ma ako Heka mBa onx OpojeBa x, ¥, z KOju 3a,40BOJHABAjY ATy jeHAUMHY UMA]y 3ajeHUYKN
nenuinan d (Behu ox 1), ouna je u tpehin on wux nemus ca d. 3aro fiemo masme mpeTmocTaBbaTi 18 Cy
OpojeBu T, Yy U z y3ajaMHO TPOCTU y MApoBUMa (y TPOTUBHOM MOKEMO CKPATUTH jeJHAUYMHY HUXOBUAM
3ajenunukuM nenvoneM d). Takso pememe (x,y,z) Aare jeAHAUMHE HA3OBUMO NPUMUMUSHUM PeULe-
weM. JacHO je Ia HaJlaKeHmeM CBUX IPUMUTHUBHUX pemema (T,y,2) HAJIA3UMO U CBa OCTAJa, jep Cy
oHa obuuka (ax,ay,az), a € N.

Horaxkumo ma on OpojeBa T u y jenan Mopa OuTw mapaH, a APYTU HENApaH U Aa je Z HelapaH
6poj. Ako cy x u y mapau OpojeBu, OHIA U 2 MOPa OUTM HapaH, Ia Ce jeIHAYMHa MOKe CKPATUTH.
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Axo cy x u y Henaprm Gpojesu, orma je 22 = 22 + 32 =1+ 1 =2 (mod 4), mTo ce 7aKo MpoBepaBa
na je Hemoryhe.
Hexka je * = 2a mapam, a y menapan 6poj. Jlara jemqnaumna Moxke ce HATUCATH Y OOJIUKY

2t =2 =y = (- y)(z+y).
O6a ynrHMONA HA JECHO] CTPAHU Cy IapHu OpojeBu (IpeacTaBibajy pa3muky u 36up aBa Hemapua Gpoja),

ma cy OpojeBu
Z+y ]
) U =
2 2
nemu. lobujamo na je x2 = 4a® = 4uv, nma je a® = uv. Jlako je moxazatu ma GPOjeBH U U U HEMAjy
3aje[HMYKUX NeJIUIana, ma CIeld Ja OHU MOpajy OuTu KBaApaTu meaux OpojeBa, penmMo

u=m? v=n?

OpU YeMy M ¥ M HEeMajy 3ajeIHUYKUX Aeiuiana u paszauunte cy napuoctu. llobujamo na je:

T = 2a = 2mn,
y=u—v=m?—n?
(4) 2, 9
Z=u+v=m"+n
(m,n € N, H3II(m,n) =1, m >n u m, n cy pa3iuuure TapHOCTH).
Huje Temxo mposeputn ma Gpojesu (4) s3amcra 3amoBosaBajy jemsaummy x2 + y? = 22 u ma cy mpm
TOM y3ajaMHO IPOCTH y mapoBuMma. [Ipema Tome Basku

TEOPEMA 4. Ja 6u ypehena mpojra (z,y, z) npeocmasnana npumMumuero peuene jeOnauune
22 +y? = 2% y exyny npupoonuzr bpojesa, HeonzoOHo je u 0080.5HO 04 CE T, Y U Z UPAACABATY Y
obauxy (4) usru

z=m?—n?, Yy = 2mn, z=m?+n?

(m,n € N, H3II(m,n) =1, m >n um, n cy pazausume napHoCMUL).

Hasomumo cse npumutusre [luraropuse tpojke obnuka (4) kon kojux je m < 9.

m n x Yy =z m n T Yy =z m n T Yy oz
2 1 4 3 5 6 1 12 35 37 8 3 48 55 73

3 2 12 5 13 6 5 60 11 61 8 5 8 39 89
4 1 8 15 17 7T 2 28 45 53 8§ 7 112 15 113
4 3 24 7 25 7 4 56 33 65 9 2 3 77 85
5 2 20 21 29 7 6 8 13 85 9 4 72 65 97
5 4 40 9 41 8§ 1 16 63 65 9 8 144 17 145

[TPUMEP 4. Axko je mosympeyvHnk Kpyra Hemapas IpocT OPoj, Taia ce OKO TOT KPyra MOTY OMUCATU
TAYHO ABa HEMOMymapHa nmpumutuBHA [luraropmua tpoyrmaa. IlokasaTu.

Pewemwe. Axo je a = m? —n?, b = 2mn, ¢ = m? + n? npummrusra [IuTaropua Tpojka,

NOJIYIIPeYHNK YIMCAHOT KpyTra oaroBapajyhier Tpoyriaa je r = 3(a+b—¢) = n(m —n). Ako je o

: . 10 _ — _ _ 2
Hemapas npoct 6poj p, mopa butu: 1°n=1, m=p+1,a=p(p+2),b=2(p+1),c=p°+2p+2
wm2°n=p m=p+1,a=2p+1,b=2p(p+1),c=2p>+2p+1. A

6. Ileo (6) ApxumenoBor mpobJiema

(6) Odpedumu ono pewewe Aprumedogoz npobaema ko0 kojez je x +y keadpammuu, a z +t
mpoyzaonu 6poj.
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Bpoj obmuka n? je ,kBampaTHI”, jep ce n’ Tauaka MOMe PACIOPEIUTH Aa 00pa3yjy jeJaH KBaipar.

Axo ce HeRMX p Tauaka MOMKE PACIOPENUTH TAKO Oa 00pa3syje jeMHaKOCTPAHUUHU TPOYyrao, Opoj p je
,,TPOYTa0HH “.

Ha mpumep, Tpoyraouu cy 6pojesu

T =1,
Ty=1+2=3,

Ty =1+2+43=6,
Ty=1+2+43+4=10.

YommTe, cBaku Tpoyraonu Opoj ce Moske mpurazatu y obauky T, = 1+ 24 3 + --- + n. Iloznatum
MOCTYIKOM, IIPETXOMHN 30Up Ce MOMKEe U3PA3UTU Kao

1
T, = in(n +1).

IIpernocTaBuMo na je Heku Gpoj p TPOYraomu, Tj. Aa je 3a Hexo n, p = Ty, = sn(n+1). Taza je

1
8p+1:8-§n(n—l—1)—l—1:4n2+4n+1:(2n+1)2,

narie 8p + 1 je kBampaTHu Gpoj.
Ob6parno, ako je 8p + 1 kBaapaTHu OPOj, OH CBAKAKO MOpa OUTH KBaIpaT HEKOT HemapHor Opoja,
Tj. 32 HEKO N je
8p+1=02n+1)2=4n>+4n +1.
Opmarie je
_4An?4+4n n(n+1)
S8 2
Tj. p je Tpoyraouu 6poj. orazanu cmo ma Baskwm:

= Tna

TEOPEMA 5. Ilpupodnu b6poj p je mpoyzaonu axo u camo axo je 8p + 1 xeadpammu 6poj.
Tpeba, marue, ogpemuru npuponas 6poj ¢ (mro je moryhe mamu) Tako 1a 6poj

(5) x+ vy =4657-3828 - ¢

Oyme MOTIYH KBaIpar, a ma Opoj

(6) z 4+t =4657-2471-¢

Oyme TpOyraoHu.

Kaxko je 4657 - 3828 = 22 -3 -11-29 - 4657 (6poj 4657 je mpoct), ycaos (5) he 6uryu ucmymen ako
je £ =am?, rme je a =3-11-29-4657, a m je meo 6poj.

Ila 6u 6poj z + t 6uo Tpoyraowm, Tj. ma 6u 8(z +t) + 1 6mo moTmyH KBagpar (HIp. jemHar n?),
Mopa buru, Ha ocHOBY (6),

n?> =8(z+1t)+1=8-4657-2471-am? + 1,
IIa TAKO 3a Hajakeme OpojeBa M U n I00OMjaMO HOBY MUO(GAHTCKY jeTHAUMHY
(7) n? =dm?+1,

rme je
d=2-3-7-11-29-353-(2- 4657)2 = 410286423 278 424.
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7. Ucropujar IlesoBe jemuauwnue

Jemnauuna (7) je BepoBaTHO HajcTapUju NO3HATE IpUMED T3B. [lenoae jednauune. Mertone pema-
Bamba TAKBUX jeJHAYMHA DA3BUjaIM Cy WHIMjCKM MaTeMarudapu bparmazynma (Brahmagupta, 598—
oko 660) u Backapa (Bhaskara, 1114-1185).

Y MozepHy MaTeMaTHRy jemHauuHe oBakBor Tuma yBeo je Pepma (P. Fermat, 1601-1665), Tako
ITO je y jeOHOM IMMCMY EHIVIECKMM MaTeMaTUdapuMa YIyTHO ,M3a30B“ pelmaBamba IOMEHyTOr IpobJie-
Ma. OH ce y TOM IMCMY HAjupe , Kadu‘“ Kako ce Mehy mMaTeMaTuuapuMa apUTMETUUKAM TPOOIeMuMa,
IOKJIaka IpeMasio nakme (Beli ce pemraBajy HPETEKHO MeOMETPUjCKM, [a C€ U APUTMETHUKA TPETUPa
reOMETDPUjCKM), a 3aTuM 3ajaje xa ce nokaxe cienehe tBpheme.

3a npouzsoman damu 6Poj Koju Huje Keadpam nocmoju beckorauHo MH020 K8adpa-
ma, maxeur 0a aKo ce Makxa8 Keadpam NOMHONCYU damum Opojem U npou3gody 00da
jedunuya, pesyamam je noHoso Keadpam.

HpyruM pedrma, OH TBPAX Ja aKO IPUPOIAH OpPOj d HUje MOTIYH KBAApaT, Tama jeTHAUMHA
dy? +1 =2z

rMa OECKOHAUHO MHOTO IEeJI00POjHUX Pellena.

[Ipo6iem cy mokymanu xa peme enriaecku MateMarundapu bpaynxep (W. Brouncker, 1620-1684)
u Yoauc (J. Wallis, 1616-1703). Y npBoj BapujanT OHU Cy ,,[IDEBUAEIN“ YCIOB Ja CE€ PEIIeHe TPAKU
y meauM OpojeBuma, Beli Cy jeqHAUNHY PEIIIM 38 PAlMOHAJNHE T U Y:

dn? + m? 2mn

dn? — m?2’ y:dnz—mz’ m,n € N.

depma je 0ArOBOPUO A OH HUKA, HE DU MOCTABMO TAKO CMEITHO JIAK 33, 0aTaK. HHriIe3m cy ce :aauin 1a
OH HAKHAJHO MEHa yCIOBE 3aaTKa, AJIM Cy UIAK MOCJIe U3BECHOT BPEMEHA MOCIAIU HOBO Pellemhe, Koje
je y cymrurz 6miio ucTo kao u pememe backape. Mehyrum, Pepma ur oBaj nyt Huje 610 3aI0BOLAH,
jep je TBpamo (¢ mpaBoM) ma mOHYhenu MeTox pemasama TOLyIIe TOBOIU [0 PElIemha, Al CaMO aKO Ce
VHAIpeI IPETIOCTABY a Pellemne TOCToju. [IpuToM je TBpamo 1a OH 3HA JOKa3 €r3UCTEHI]e Pelleha U1
[1a Ta je M3Be0 METOAOM ,,0ECKOHAUHOT CMamUBAKHA “ KOjU je KOPUCTUO U Y HEKUM APYTUM CHATYAIAjaMa.
Mebyrtum, Taj nokas, kao Hu BeNuMHY APYIUX CBOjUX IOKA3a HUKAL HUje 00jaBUO.

Ojaep (L. Euler, 1707-1783) je, npoyuasajyhu ®PepmaoBy 3a0CTaBIITUHY, HAUIIAO U HA MPENUCKY
BE3aHy 3a HABEAEHU MPODJIEM U 3aMHTEPECOBAO Ce 3a mera. V3 HeKor pasJsiora OH je TOTPENTHO CMATPAO
Ia je y peliaBamy y4ueCTBOBAO jemaH Apyru eHriecku maremarudap, Ilea (J. Pell, 1610-1685), e
je jemmauwmny Ha3Bao mo memy. C o63mpom Ha OjrepoB ayTopuTer, Taj HA3UB Ce 3aIPKAO U CBU
KaCHUjU TOKYIIAju 1a Ce jeJHAUMHU Na KOPEKTHUjU HA3UB HUCY ycmeau. Tako hemo ce m My Ap:kaTu
TpaIUIIOHAJHE BapujanTe uMmeHa [lemose jemnauune.

Cam QOjnep je y CBOjUM pamOBMMa ONMKCAO AJTOPUTAM 3a Hajakeme pemema llenose jemnaunue,
ajy Yak HM OH HUje HaBeO MOKa3 Ma Taj ajJropuTaM yBeK IOBOAM 10 pemema. [IpBu moka3 je 1768.
romuae ob6jasuo Jaepanxc (J. L. Lagrange, 1736-1813). Iloka3 je usBemen kopuuiiemeM BePUKHUX
pa3IoMakKa W Taj METOJ je U OO0 JaHac ocrao Hajmo3uaruju. llocroje, mehyTum, m Apyru mokasu, O
Kojux hieMo jemaH ommucaTu OBJE.

8. PemaBame IlesoBe jemuauune
[Tocmarpajmo, makie, jeHAYUUHY
(8) z? —dy? =1, d HUje TOTIMyH KBaapar,

ynja pemerma TPAKUMO Y CKyImy Opupomuux OpojeBa. HaBemumo Hajupe Heka jeIHOCTaBHA CBOjCTBA
OBE jeITHAYNHE.

YcaoB fma je d pa3amumnTo O MOTIYHOT KBA,APATa je OUUIJIeIHO HeOMXOdaH 1a OU jeJHaUMHA UMAJa
pelemna.
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ITPuMEP 5. Hahnu Gap Tpu pemema jemmaumme x2 — 2% = 1.

Pewemwe. Ouurnenso pemewe je (z,y) = (3,2).
32-2.22=1, (3-2vV2)3+2v2)=1, (3-2v2)*3+2v2)?=1,
(17— 12V2)(17 +12v2) =1, 17 —2-122=1.
Ilpyro pememe je (17,12). Cumuno ce kybupamem nobuja pememe (99,70). A
Y ommreM ciydajy, npenumuMo jeaHauuny (8) y o0auky
(z — yVd)(z +yVd) = 1.
[IpernocraBumo, nasme, 1a 3HAMO jeAHO pememe (x1,y1) jeaHauuHe, Tj. na je
(z1 — 1 Vd)(z1 + y1Vd) = 1.
CrenenoBameM ca 1 Taga T00UjaMo
(@n = yaVd) (25 + yuVd) = 1,

3a HEKe mpupoaHe Opojese Ty U Y,. Ilakme, nara jemHauMHa 1MOJ HABEACHUM MPETIOCTaBKaMa (Iakie,
na d HUje TOTIYH KBAAPAT U Aa 6ap jeJHO peleme NOCTOju) nMa GeCKOHAUHO MHOTO pelenha (Ty,, Yy ) U
OCHOBHU IPOOJIEM je HalaKeme jeJHOT o buxX. HajMame 01 TaKBUX pemena (IpenusHuje, OHO Pemene

(
(

KOZ KOjer je &, + ynVd HajMame) HA3UBa Ce 0CHOBHUM peuemem. OHO ITO HUje CACBUM TPUBH]AIHO
je ma ce mokaxke ma ako je (Te,Y.) OCHOBHO DEIIEHE, Tala Cy IPETXOAHUM MOCTYIKOM OIMCAHA CEG
pememna [lenose jemnaunue. Iloka3 Te unmenuie nahieMo Ha Kpajy OBOT OnEJbKA.

Kaza je ocuoBrO pememe (z.,Yy.) mosnaro, oxpehuBame ocramux pemema (L, Yn) MOKe Ce U3-
BpIIUTU OMJIO OMUCAHUM MOCTYIKOM CTENEHOBamha, OMIO (OpMUpameM PeKypeHTHe Be3e u3meDy nBa
y3acTomHa permema. Hawme, u3

Tni1 + Yn1Vd = (@ + yaVd) (e + ye V)
= (@etn + Yedyn) + (Teyn + yern)Vd
3aKJbYUYjEMO & MOPa Ia BasKW
) Tpt1 = Telp + Yedyn
Yn+1 = TeYn T+ YeTn-

Iakne, auzosu (x,) u (yY,) 3a00BomaBajy cucreM mupepeHnHuX jenHauuna (9), y3 MOUETHE yCIOBe
xo =1, yo = 0. U3 oBor cucrema Hu30BU (T,,) u (yy,) ce oapebyjy pekypenTHO.

IIpuMEP 6. Hera je d = 14, Tj. nocmMaTrpajMo jeIHAUNHY
2 — 14y = 1.

[IpoBamem ce HATAa3W HEHO OCHOBHO pememe T, = 15, y. = 4 (3amcra, 152 — 14 - 4% = 1). Ksaapu-
pame maje (15 + 4v/14)%? = 449 + 120V/14, ma je x5 = 449, yo = 120. Ilame ce MOe HACTABUTH
creneHoBameM, MehyTum jensocrasauje je uckopuctutu cucreM (9). Tako je

To =152+ 1442 =449, x5 =15-449+4-14 120 = 13455,

Yo =2-15-4 =120, ys = 15120 4+ 4 - 449 = 3596,
IlamuM padyHOM ce MOEe A0OUTH
n Tn Yn
1 15 4
2 449 120
3 13455 3596
4 403201 107760
5 12082575 3229204
6 362074049 96768360
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utn. Bumumo na pemema Bpso 6p30o pacty. A

I[MTpuMEP 7. (Mana ommvmujana, 1993) 3a natu npupomsan 6poj n oapemuru jenad map (x,y)
npupomHEnX 6pojeBa 3a Koje Bakm w2 — 22 = 19937,

Peweme. Tpuvernvo mxa je 1993 = 452 — 2. 42 = (45 — 4/2)(45 + 41/2). Crenenosamem oBe
pernamuje ca n gobuja ce ma je 1993" = (z — yv/2)(z + yv2) = 22 — 232 3a

z=45" + <Z> 45" 2 (4v/2)° + (Z) A5mHAV2) 4

y = (T>45”—1-4+ <§>45"—3.43-2+--.. A

Bpatumo ce canma OCHOBHOM IpoOJIeMy HaJlaKema HajMamer pellema. Y HEKUM CIelVjaJHuM
clIydajeBUMa TO C€ MOKe YUMHUTU jeITHOCTABHO.

[TPUMEP 8. (a) Axo je d = a®> — 1, a € N, ocrosrO pememe jemnaumne x> — dy? = 1 je (a,1).
(6) Ako je d = a® + 1, a € N, ocnoBHO pememe jemnaunue x2 — dy? = 1 je (2a® + 1,2a). A

HaBoaumo tabmuny ocHoBHEX pemnewa [lemoBe jemnaunue 3a Bpennoctu koedpuimjenta d < 33.

d Te Ye d Te Ye d Te Ye d Te Ye
2 3 2 11 10 3 19 170 39 27 26 5

3 2 1 12 7 2 20 9 2 28 127 24
5 9 4 13 649 180 21 55 12 29 9801 1820
6 5 2 14 15 4 22 197 42 30 11 2

7 8 3 15 4 1 23 24 5 31 1520 273
8 3 1 17 33 8 24 5 1 32 17 3
10 19 6 18 17 4 26 51 10 33 23 4

3a Heke, PENATUBHO MaJie, BPeIHOCTH KoepumujenTa d, OCHOBHO pememe llenose jennauuue je BpIO
Besmko. Ha mpuMep, ocHOBHO pemene jemnaumie 12 —61y? = 1 je (z¢,y.) = (1766319049, 226153980)!

Y ommreMm ciyuajy, MmehyTum, Kao mTo je Beh pedeno, Huje yHaIpem jaCHO Yak HU O& JU TAKBO
pememe nocroju. Ome Tiemo moka3 ersucreHnuje u3BecTw KopumhemeM Jupuracose meopeme o
QUOPaARMCKUM AN OKCUMAUUJAMA.

TeoPEMA 6. (P. G. L Dirichlet, 1805-1859) Hexa je o npoussoman peanan 6poj u t € N.
Tada nocmoju payuorasar 6poj p/q, maxas da eaxncy

[oxas. Tlocmarpajmo t+ 1 6pojesa ax — [ax| 3ax =0, 1, ... , t. CBu OHM IpPUIALA]Yy UHTEPBALY
[0,1). Homeanmo Taj uHTEpBAJ HA ¢ MHTEPBAJIA

o B )

Ha ocroBy IlupuxieoBor npuHmmna, 0ap jefan ol TMX MHTEpBAJa CaAp:KHd OBa Ol JaTUX OpojeBa; HeKa
cy 1o OpojeBn aury — [aurq] M axy — [axs] u Heka je, HA mpumep, T2 > x1. Tana je

1
. > }(aajg — [axg]) — (g — [aa:l])‘ = ‘a(:cg —z1) — ([azs] — [aml])‘.
Ozmaunmo q = xo — 1, [aws] — [ax1] =p v Bakuhe 0 < g <t n
1 1
lag —p| < =, Tj. a—p’<. n
t q] tq
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Kopucrrhewmo jom u cnemehe momohuo tBpheme.

JIEMA 2. Axo cy 3a nexo k € Z napoeu (z1,y1) u (x2,y2) pewemwa jednavune 2 — dy? = k,
0HOa je YCA080M
X +YVd=(z;+yVd)(zs £1pVd), X, YeZ
(y3uma ce npouzsoman 3nax y nocaedmnoj 3azpadu) oopeheno pewewe jeornawune X2 — dY? = k2,

Jloxas. Cnemu u3
X? —dy? = (X + YVd)(X - YVd)
= (21 + y1Vd) (22 £ y2Vd) (21 — y1Vd) (22 F y2Vd)

= (aF — dyi) (a3 — dy3) =K. =

TEOPEMA 7. 3a npoussomar npupodar 6poj d xoju nuje nomnyn xeadpam, jeonaruna x> —

dy? = 1 uma pewemna.

Zoxas. Hexka je ¢urcupan mpupoman 6poj t1 > 1. Ha ocuoBy IlupuxmieoBe Teopeme IOCTOje
IpupoaEn OPOjeB: P W @1 3a KOje BasKu

1
(10) |Vd —pi| < o q1 < 1.
1
. 1 .
Tana je p1 < qlx/g—i— . < qlx/g—i— 1, ma je
1
(11) aVd+p <2¢Vd+1.

Muoskehin nese u mecue crpane Hejemnakoctu (10) u (11), ¢ 063upom na je ¢1 < t1, mobujamo na je
(12) p? — ¢2d| < 2Vd + 1.

Nzabepumo cama mpupoman 6poj to TAKO ma BaKu
1

tg >t m o < ’(h\/g—pl‘.
2

Ha nperxonso ommcanu maumn Hahumo HOBu map mpupomaux OpojeBa (po,qz) 3a Koje Baku |p§ —
qad| < 2v/d + 1. 3arum HacTaBMMO 0Baj mOCTynax Hasdaselin Hu3 mapoBa (Pn, qn) KOjU 3a10BOIBABA]Y
HejenHaunny Tuna (12).

Mocmarpajmo Bpemsoct p2 — q2d 3a ce n € N. Cse ome ce manasze y murepsany (—2vd —
1, 2V/d + 1), ma Kako Taj MHTEPBAJ CAAPKU KOHAYHO MHOTO IeiuX Opojesa, To mocroju ueo 6poj k # 0
y BEMY TakKaB na je
P~ dnd =k
3a GeckoHauHO MHOTO Bpemnoctu n. Meby tako usabpanum naposuma (py,q,) curypuo he mocrojatu
nBa, o3HaumMo ux ca (r1,y1) u (r2,y2), 3a Koje Baku x1 = xo (mod |k|) u y1 = y2 (mod |kl).
Osnaummo ca xg u Yo nene 6pojeBe 3a Koje BaKU

2o + yoVd = (21 + y1Vd) (22 — y2Vd).
Ha ocuoBy meme 2 Basku
(13) x2 —ydd =k
[Tputowm je

To = 2179 — Y1y2d = 25 — yid = 0 (mod |k|),

Yo = —T1y2 + o1 = —21y1 +x1y1 =0 (mod |k|).
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360r Tora je xg = z|k|, yo = y|k| 3a Here nene Gpojese z u y, 3a koje, 3amenom y (13) mobujamo xa
paxn 22 —dy’ = 1. m

Jloka:KuMO jOIn, Ha Kpajy, paHuje HajaBJLeHO TBpheme mpeMa KojeM Cy HaIpeI OMMCAHUM PEKYPEHT-
HUM moctymkoM ozxpebhena ca pemema [lemose jemnauune.

TEOPEMA 8. Heka je (x.,y.) ocnoeno pewene jednanune 2 — dy?> = 1 (d nuje nomnyn
keadpam), mj. mexa je mo peweme 3a Koje je uszpaz T + yvd najmanu. Tada je cearo pewseme
(z,y) me jeonawune odpeheno ycaosom

(14) z+yvVd = (ze +yVd)", z,y € N,

3a Hexo n € N.

Jokas. Ila je nap (z,y) ompeben ycaoBom (14) pememe mate jenmaunue, TOKA3aind CMO DaHuje.
[Ipernocrasumo, cynpotao TBphemy, na mocroju pememe (x,y) Te jeIHAUMHE 3a KOje HE BAKU yCIOB
(14). Tama 3a mexo n € N Baxu

(Te +yeVd)" <z +yVd < (ze + ye V)" .
Yaumajyhu y 063up na je (x. + ye\/a)*l = 2. — YeV/d, menehu IpeTxoOHY OBOCTPYKY HEjeIHAKOCT

ca (z¢ + yev/d)™, mobujano
(15) 1< X +YVd <z, +y.Vd,

rae cy X u Y mnenu OpojeBu onpebhenu jemmaxomhy

z+yvd
(me + ye\/g)n

Ha ocrosy seme 2, mehytmm, map (X,Y) 3agosomasa jemmaumay X2 —dY 2 = 1. Ilputom cy 6pojesu
X u Y nosurwBHM, jep u3 mperxogEe jemHaxoctu ciemd ga je 0 < X —YVd < 1, a u3 (15) je
X +Y+/d > 1. Ha 1aj nauun je (X,Y) pememe nare Ilenose jenmaumse y ckymy npupogsux Gpojesa
3a koje je m3paz X + YVd mamu o xe + ye\/d, ITO IPOTUBPEUN MUHUMATHOCTY H300pa pElIeH:a
(e, ye). Hobujena koHTpaIMKIUja NOKa3yje TeopeMy.

X+YVd= (z + yVd)(ze — yeVd)™.

Huje meouexkuBano ma ommrTa (GOpMysIa y 3aTBOPEHOM OOJIMKY 38 OCHOBHO PENIeHe He MOCTOjU.

ITPUMEP 9. Ompenutu cBe mpupomHe 6pOjeBe KOjU Cy MCTOBPEMEHO KBAAPATHU U TPOYTAOHMU.
x(x+1)

5 = y? ce MOe 3ammcaTyi y OOIUKY

Pewemwe. Jemmaunna

(224 1)* — 8% = 1.

Ilo6ujena Ilenosa jemnaumua (d = 8) uma ocuoBHO pememe (3,1) (kama je x1 = y; = 1), a ommre
pelIeme ce MOke 3alUCcaT Y OOJIIKY

1 n n 1 . §
2xn+1:§L(3+\/§) +(3—V8)", yn_mu%\/g) —(3-VR)"],
na je
2xn+1:%L(1+\/§)2n+(1_ﬁ)2nJ
(1+ﬂ)n+(1_\/§)n 2 3a N HEeIIapHO
2 ’ )
Ty = - - A
1+v2)"—(1-v2)"
2 , 3a n MapHO.
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9. Konauno pememe ApxumMenoBor mpoodiiema

C Tauke riemumTa TEOPUjCKOT MaTeMaTHUapa, Kala Ce MOKAKE A& HEKM MPOoOIeM MMa DEene,
7 jom ce Hale ajsropuraM Kako ce IO TOI pellema m0Ja3u, npobJueMm mpecraje ma Oyne MHTEpecaH-
ran. Mehyrtum, y cayuajy ApxumenoBor mpobieMa mMa jOIT MHOTO M3a30Ba KOje TOCTAB/LA PENlaBahe
[TesoBe jemmauwne, a HEKW O HUX OM MOIJIM OMTYU MHTEPECAHTHU U ,,HAjTBpHuM“ TeopeTuyapuMa.

Kao mTo cMmo Bumenu, 3a pemasame ApxumenoBor mpobiema, Tj. 3a Hajasxkewme GpojeBa m u n

nobujamo IlemoBy jemnaummy
n?=dm?+1,
rme je
d=12-3-7-11-29-353-(2-4657)% = 410286 423 278 424.

Axo ce mozosemo Ha Jlarpam:KOB pesynrar, 3HAMO Ja OBa jeJHAUMHA MMa OECKOHAUHO MHOTO PEIIeHa
1 Ia ce cBa OHa Mory Jjako Halin ako ce mpeo mpomabe HajMame on mux. Aam kako mohn mo Tor
HAJMAmEr pemena u Koauko je oo? CKOpO je CUIYypHO na Hu caM ApxuMen TO HUje 3HAO.

Hawmwve, mocme Jlecunrosor orkpmha, mmorm maremarwdapu cy, 3uajyhm u JlarpamxoB meTon
BEPWKHUX PA3JOMAaKa, MOKyIIaBaiu ma TO pememe nporaby. Ilocie Bume HeycmemHux MOKymaja TEK

je 1880. romuue memauku matemarndap Ammop (A. Amthor) ycmeo ma nokaxe na HajMame PEIICHEe
(raunuje, HajMAmU YKyIHU OPOj TOBEAA), IPEACTABILEHO Yy ACKAIHOM 3AIKICY UMa

206 545 muapapal

Awmrop je mokymao u ma Habe Gap mere ox Tux madapa, aau je el ueTBpTa OMiIa MOTPEIIHA.

Tauan 3anuc oBor HajMamer pemema je Halen Tek y epu pauynapa. ¥ paxy [2] je 1980. roauue
006jaB/meHO TO pelemne Koje y OpUruHasy 3ay3uma 47 CcTpaHuia KOMIjyTepCKOr JucTuHra. Hasomumo,
npema 4naHKy [3] Heke on mupapa:

77602714 ...237983357 ... 55081800,

rJle CBaka OJ IIecT Tauvaka 3aMmemyje 34420 m3ocraBibeHux mudapa.

W na kpajy, jenan masbsuBu KOMEHTAp. RakKy ma Cy ce HEKM MaTeMaTHyapu moueTkoM XIX Beka
,,3a0pUHYIN“ Oa JIM je TOJUKM OpPOj rosema Morao ma crame Ha octpBo Cunwmiujy. Jlecunr je Ha To
omrosopuo: ,, Ona cy npunanaia 6ory Cyuua, 3ap He? AKO je OH Heku OOT, BabIa Ce HEKAKO MOTPYINO
J1a UX TaMO CMeCTH ‘.
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