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1. ¥YBOA

Jean o1 IeHTpaIHuX 3ajaTaka apuTMETHKe je J0Ka3aTH Ja je jeaaH 6poj jgesbus apyrum. OHo
IITO HPBO IMaJa Ha IMaMeT y Be3d ca OoBOM obOjamhy je jJesberbe ca OCTaTKOM, PaCTaB/bhaibe Ha
npocte dnnuone u OcHOBHA TeopeMa apUTMETHKe, KOHIPYEeHIHje 10 MOIYJIY, U TaKo Jajbe.

MebhyTum, ocroju u jejan Jjiei, ajii He TOJIMKO CTaH/IapJIaH HAUUH 38 JOKA3UBaIbe Je/bUBOCTHU JIBA
Opoja: YKOJHMKO UMaMO a MpejaMeTa Koje je Moryhe mojeuTu Ha b jeJHaKuX rpyna, 3aK/bydyjeMo
Ja je a mesbuBo ca b, vj. b | a. 3a 0Bo Je/beme (MapTHIMOHKCAHe) Ha IpyTe HeMo KOPDHCTHTH HeKe
koMbrHaTOpHEe! HIeje Koje iemMo yBecTH mocrerneno, 6e3 ocjamama Ha TPeTX0IHO 3Hame. CaMiM
THM heMo ce y 0BOM HM3JIaramy MOJACETUTH ojpeheHrnX KOMOMHATOPHUX II0jMOBA U HAYMHA HA KOjU
ce OHHM MOTY €JIETAHTHO YBECTH, KAo IIITO CY OUHOMHHU KOePUIIMjeHTH, IepMYTallije u IepMyTalluje
ca MOHABJ/bAILEM, TIOJTHHOMHH KOeMDUIIHjeHTH.

Kopucrehu camo ose ocHoBHe ujeje u 1ojMoBe, Jlokazahemo Heke ujieHTUTETE BE3aHe 33 OMHOMHE
KoeduIujeHTe n 3aTUM heMo rpaJuTi IyT Ka JIOKa3uBatbhy HEKUX, HIMAJIO je/IHOCTABHUX, TEOpeMa
y Be3u ca jespuBonthy. Ilouehemo ox moxkaza ga je nmpoussBoj k y3acTOmMHUX MPUPOJTHUX OpojeBa
yBek qesbuB ca k!, momenyhemo u Heke BpJio jennoctaBhe nuHeapHe /lnodanToBe jennauunne, a
IpH Kpajy npejasaiba hemo ce 6aButu gokasuma Mane @epmaose u Bujiconose Teopeme.

3a cam Kpa] ieMo ocTaBUTH KOMOMHATOPHE J0Ka3e HEKHX apUTMETHYKHUX HICHTUTETa, KAO IITO
cy 30up OpBUX N MPUPOJHUX OpojeBa M 30Mp KyOoBa M KBaJpaTa MPBUX N HPUPOIHUX OpojeBa.

2. JIEJBUBOCT

Kpennmo on jeqHe jemHOCTaBHE YME-EHUIE KOJY Jlena KopucTe Beh y Miaahum paspegmma OCHOBHE
IIKOJIe: IPOU3BOJ, JIBA y3aCTOIHA IPUPO/HA Opoja je yBeK IapaH jep je jeJaH oj Ta jBa Opoja
VBEK JIeJbUB Ca JIBA.

[TocmaTpajmo cana TpousBoJe Tpu y3acTomnHa npupogaa opoja n(n+1)(n+2). Koju je najsehin
npupoJaH 6poj k 3a Koju MOXKeMO J1a TBPAUMO J1a YBEK JIeJIM OBaj MPOU3BOI, HE3ABUCHO 01 H360pa
Opoja N7 3ak/bydyjemMo, CJINIHO Kao MAJIOIpe, 13 jeJaH O OBHX OpojeBa MOpa OUTH JIe/bUB Ca 3,
jeraH ca 2, ma caMHUM THM MPOHU3BOJ MOpa OUTH JeJhbHB ca 1recT (BHINMO ja je 6 HajBehin oBakan
6poj, jep je 1-2-3 =6). Jom jegan HauwH Ja JOKazKeMO Ja, YKOJUKO je 6poj N Je/buB 1 ca 1Ba
u ca Tpu, oH Mopa 6utu jgepus ca 6, je caemehu: N = 3N — 2N, a kaxo 6 | 3N jep je N napan, u
6| 2N jep je N nespus ca 3, 3aksbyuyjemo jga u 6 | N. Jlakie, y oBoMm caydajy jek=6=3-2-1.

Hapenau npupomal Kopak je Ia IMOKYIIaMoO [a OJTOBOPHMO Ha IHTAMe U3 IIPETXOIHOr Hacyca H
nponaljeMo TakBo K 3a MpOM3BOJ YeTHPH Y3aCTOIIHA HpUpoiHa Opoja, n(n+ 1)(n + 2)(n + 3).
[TonoBo, mako Buaumo ga k He Moxke Outu Behu oxm 24, jep je 1-2-3 -4 = 24. Axo cama camo
3aK/bydnMO JIa je jejaH oj OpojeBa y LPOU3BOJY JIe/bUB ca 2, jejaH ca 3 u jejgan ca 4, na je
MPOM3BO/, ie/buB ca 2 - 3 -4 = 24, manpaBu/u MO IDEIIKy KOjy npasu Beauku 0poj haka. Hamwme,
y npouspoay 1-3-4-5 jegan 6poj je ne/bup ca 2, jemgan ca 4, aanm TO je HCTH OPOj 1 Ie0 TPOM3BO/L
Huje nespuB ca 24! HapapHo, y cay4ajy mpou3Boga YeTHPH y3aCTOMHA MpUpoIHa Opoja, oBaj 10Ka3
je nako nompasutu (Kako?) u gobujamo ga 1-2-3-4 =24 |n(n+1)(n+ 2)(n + 3) 3a cBaku
HIpHPOJaH OPoj N.

IPey xombunamopurka ce npsu nyr nojasuiaa y Jlajorunosom ey Dissertatio de Arte Combinatoria.
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), nemauku maremarudap u bunozod.
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He 6ucmo Ounn maTemarnydapn Kajga HaMm He OM Majio Ha MaMeT MHUTambe:

IMurame 1. Jla nu yBex Baxku ja k! menu npoussog n(n+1)(n+2)---(n+k—1), ako cy k u
N npupoaHu 6pojeBu’

3amarak 1. Kopucrehu naejy cimany kao y N = 3N — 2N, nokazaru ga 5! mesm npousBoj mer
y3aCTOIMMHUX MPUPOIHUX OpOjeBa.

VY 10Ka3y HpeTXoAHOr 3aJaTKa y jeJHoM TpeHyTkKy Tpeba nokaszaru jga, ako 24 | N u 5 | N,
raga u 120 | N. Csu 3HaMO Ja Baxku u onmiruje Tepheme, 1a ako ¢y a u b y3ajaMHO NpPOCTH
npupoaau 6pojesu, y o3uamu (a,b) =1, rarau3z a | N u b | N creau na ab | N. Hajuenthu nokas
oBe, jako uecTo Kopuinhene anmennie, KOpuctn OcHO6HY Mmeopemy apummemure’ Koja TBPIM 12
ce CBakH MpUpojaH Opoj Ha jeIMHCTBEH HAYWH (10 Ha TMOpeJAK YMHUJIANA) MOZKe HAIMCATH Kao
npousBojl npoctux opojesa. llogcernmo ce na pokas OcHOBHE Teopeme apUTMETHKE YOIIIITe HHje
jeHOCTABAH U 14 KOPUCTH TPAHCHUHUTHY WHIYKITH]Y.

Osmaunmo ca vy (N) majsehn cremen mpocror 6poja p xoju gesmu npupojan 6poj N. Jokas ma
kKl'|nmn+1)(n+2)---(nm+k—1), ako cy k u n npupoanu 6pojeBH, je eKuBajJeHTaH JOKa3y Ja
Vp(kl) <vp(nn+1)(n+2)---(n+k—1)), 3a caku npoct 6poj p koju geau k!. Mako cmo,
Ha HEeKH HAYWH, HOTETIH TEIIKO OpyXKje, H Jajbe HHje jaCHO KAaKO 13 JOKAXKeMO WMJIM OIIOBPIHEMO
nuTame 1 3a mpo3BosbHe npupojane 6pojese n u k. Heko he ce Mmoxkaa mpuceTnTu j1a 6HCMO MOTJIN
JTa ICKOPUCTUMO CJIMYHY U]y Kao V jeTHOM O] 3a/IaTaka KOjU Cy ce MOjaB/bUBaIN Ha TPHjeMHUM
HCIATHMA W TAaKMHIEbUMa 33 OCHOBHY MKOJy, ,,Ca KOJIMKO HyJa ce 3appimasa 0poj 100177, rue
je, y ctBapu, /b Hahu Koju je Hajsehu cremen O6poja 5 koju e 6poj 100!

Jlexxaraposa® dopmyna. Heka je k mpupozan, a p mpoct 6poj. Taga Baxkn

k k k
wik = [F 5]+ (5]

3amarak 2. /lokazaru Jlexkanjiposy dpopmy.iy.

Caga, mocjie MHOIO MyKa, KopumihiemeM Tora iaa je [a 4+ b] > [a] + [b] u Jlexkanapose dpopmyire,
MOXKeMO J1a TBPJAUMO Ja je OATOBOp Ha NuTame 1 yBeK ga. llpupoano je na ce 3ammrtamo na
JIM je oBO Moryhe jgoka3aTu Jiakiie u ejgerantauje. OJIToBOp M Ha OBO MHTAME je Ja, U Y CBPXY
MOKA3MBaba TOT JI0Ka3a, MaJao heMo mpedopMyIucaTi muTame 1:

Teopema 1. 3a npousBosbHe npupoaHe Opojese k u n, n > K, 6poj

nn—1n-2)---m—k+1)
(1) o

je Takohe IpHpPOJIAH.

2Tepheme, napaso Hamucano kopucrehn Apyradnje TepMEHE HErO MITO CMO HA TO JAHAC HABHK/IM, M JIOKA3
OCHOBHE TeOpeMe apuTMeTHuKe ce 10jaBibyjy jour y Eykmumosum Enementuma, koju cy Hamucanu oko 300 rogumua
1pe HOBE epe.

3 Adrien-Marie Legendre (1752-1833), dpanmycku MaremaTudap.
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3. BUHOMHM KOE®ULUNIEHTHI

Heduannuja. Heka je n npupogan 6poj u k > 0 neo 6poj. Bbpoj cBux k-rowsranux mojcKynoBa

n
ckyna {1,2,3,...,n} o3nauasa ce ca 4

IIPUMEZBA. Bpojesn (}

: k) ce Ha3WBajy OuHOMHU Koeduyujermu, a pasjor 3a To he 6utu jacan
KacHUje.

IMTpumep 1. IMaprurusau ckyn ckyna {1,2,3,4} je
{0,(04,{2L, {31 {41,{1, 2, {1, 3},{1,4},{2, 3},{2,4}, {3, 4},
{1,2,35,{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}}.

CaJta BumMO J1a je (g) =1, (?) =4, (;) =6, (;1) =4n (j) = 1. Ilpumerumo 1a BaxKu

4 4 4 4 4
=16=2"
o)+ ()= ()= () ()

[Ipe HEro MTO NPUCTYIUMO TPAXKehy aHAJIATHIKOT H3pa3a 33 OHHOMHE KOe(pUIHjeHTe, TOKAKAMO
KOMOMHATOPHO Map jeIHOCTABHUX, AJIM BPJIO BaXKHUX HUICHTUTETA.
ITpumep 2. Hexka je n npupogan 6poj. Taza je

n n n n n

. —
)+ () (B) =+ () ()

IIpumep 3. /lokazaru ja 3a npupojaH 6poj N BaxKu:
L (n n AL n .
(1) (O) = <n) =1, (ii) (k) = (n—k)’ 3a 1eo 6poj k,0 < k < n.
ITpumep 4. /lokazaru jga 3a npupojgan 6poj n u mneo 6poj k > 0 Baxu
n n n [+
k k+1) \k+1/)°
Teopema 2. BUHOMHA ®OPMVJIA. Heka je n upupojan 6poj. Tasa Baxu:

n __ n n n n— n n— n n— n n
(2) (a+Db) —<0)a +(])a 1b+(2>a 2b2+--~+<n_1)ab 1+(n)b'

Teopema 3. Heka je n npupoman n k HeHeraruban 1meo 6poj. Tama je

) (n):n(n—1)(n—2)~«(n—k+1)

k k!

Zoxas. bupamo npousBosban k-Townanu mogckyn ckyma {1,2,3,..., 1} Tako mro 6upaMo Herose
eJleMeHTe je/IaH 10 jeJlaH. 3a MPBU eJIeMeHT (] UMaMO N Pa3JIMIuTUX MOTYNHOCTH, 3a APYyTH, A7,
n — 1, u tako naspe. Ilocnentbu enement ax 6upamo og N — k + 1 eeMeHnaTa Koju HHUCY J0 Taa
n3abpaHu.

403naka (E) yBeqena je 1826. roauune, nako cy camu OpojeBu OuJIM [TO3HATHA BEKOBMMA IIPE TOra W IPBU LYT CY
ce TOjaBUJIA JOIII ¥ JIECETOM BEKY.
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Mebhyrum, oBuMm cMo cBaku ckyn 6pojaiu Buime myta. Hamwme, ceux K! nepmyranmja (pasauuu-
muz) 6pojeBa aj, dy,...,ax oapeljyje uctu ckym {ay, az,...,ax}t. Camum TuMm je jeanakoct (3)
IOKa3aHa. ]

CaJta MOXKeMO J1a HaCTaBHUMO HAIIy MPUYYy M3 IIPETXOIHOT Moryassba. V3pas3 u3 Teopeme 1 je 3a-
IIpaBo (L‘), IIITO je MPUPOJaH Opoj, 1ma ce caja Jiako Buan 1a K! yBek Jaestu mpon3Boj, K y3acTOMHUX
IpHPOIHUX OpojeBa.

4. IIEPMYTAILIJE CA IIOHABJBAHEM

ITpumep 5. JenHoMm aBHO je y 3aMKy YKUBEO CeOMYHU MPHUHIL KOJU je zKeJjieo Jia Oyje mo3Har y
1IeJIOM KPaJbeBCTBY 110 JIEMOTH CTBaPH KOje Ta OKPy:Kyjy. Kako je mocebHO BOJIeO py:Ke, TPaXKUO je
0J1 baIToBaHa 1 MOMONHUKA Ja, Y 4aCT IPUHYEBOT poheHJana, 3acaje IMTo BUIIE TPABOJHHUJCKHX
ajeja ca 1o 4 nprenHe, 3 XKyTe, 1 2 po3e pyKe, U TO TaKO Ja CBaKa OJ aJjeja W3TJe1a Pa3JIuduTo
IVIeJIAHO ca IPUHYEBOr Mpo3opa. KouKo HajBuIilne OBaKBHUX aJjieja OAIITOBAH MOXKe Ja 3acajiu’

Pewere. Cpaky o1 npBeHHX PyzKa MOXKEMO Jia 03Ha4uMo OpojeBuma ox 1 o 4, xyrte ox 1 10
3, u pose pyzxke OpojeBuMa jejgaH u JBa. Ha mpBo MecTo y ajeju caja MOXKEeMO Ja CTaBUMO
om0 Kojy om 9 pyxa, Ha apyro 8, mra. Osako mobujamo 9! ameja, amme O6u mpuHIL OHO jaKo
3a710BOJbaH, Mel)yTuM MOHOBO cMO Heke pacropeje Opojayu Buiie yta. Hawmme, Kako ce nppeHe
pyzke MehjycoOHO He pasyiuKyjy, HaMa je BaxKHO CaM0 HG KOJuM nosuyujema cy oHe 3acahemne,
Tako Ja mocToju 4! pasnumuauTux KOMOMHAIHja 03HAYeHUL IPBEHHX py:Ka KOje 1ajy BH3YeJHO
uctu pacnopea. CIMYHO U 3a XKyTe, U 3a py:ke po3e 6oje, ma j1odujamMo 1a OAIITOBAH MOXKE A

3acad HajBHIIE 4,3,2, = 1260 pazauuutux aJeja. v

e ”@ N'

1200320 ©2388~
1300200 V318846 .
&2 1 ‘.n 3 u’ &3 2 ‘.u 1 n’

CukA 1. Pazimautu pacnopenyu 03HAUEHUT KYTHUX PyrKa KOjH /1ajy BHU3YEJHO
uctu pacropes nseha y ameju, nma nx 3! = 6.

[ToTyHO aHAJIOTHO ce pa3MaTpa U J0Ka3yje ONITHje TBpheme:

Teopema 4. Heka cy nq,n,,..., Ny npupogau Opojesu u by, by, ..., by paszmmaure 60je. Axko
2KeJluMo Jia nopehamo ny +ny + - - + Ny objekara y BpCTy, 0 KOjUX je T objekara 0oje bj, 3a
cBako j € {1,2,...,k}, To MO:KeMO ypajuTH HA

(4) (n1+nz+---+nk)!

nin,!--ny!
Pa3JIMIUTUX HAYUHA.

: !
I[MPUMEABA. Ilpumerumo ja 3a k = 2 nobujamo mspas % = (“1;“2), IITO 0JroBapa

uaeju J0Kasa 3a Opoj MOJCKYIOBa CKyma ca M = m; + M, edemenara. Hawmme, cBakoM o1 THUX
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n egemenara JgojeauMo wian 0ojy O miam 60jy 1 y 3aBUCHOCTH O TOra Ja JIiM NPUIAJA JTaTOM
HOJICKYITy A, Ipu 4eMy ako A HMa Ny eJeMeHaTa, Taja Mopa OUTH Mg jeJuHHUIa U OOPHYTO.
Ha npumep, noackymy {1,3,4} C {1,2,3,4,5,6} 6u oarosapaso 101100, a 1101010 6u oarosapao
noackymy {1,2,4,6} C {1,2,3,4,5,6,7}.

10!
ITpumep 6. Ox cux ciaosa peun APUTMETUKA wmoxke ce HanpaBuTH 22171 PABJIMYUTHX PEYH.
Teopema 5. [TOTMHOMHA ®OPMVJIA. Heka je n npuponan 6poj. Tama Baxku
ny +ny+ -+ ny)!
(x1+x2 4+ +x)" = Z o : 3 Xt

‘n1h12!--~nk!
ni,ma,...,neNU{0}

ny+--4+n=n

n+k—1

ITPUMEIBA. Y oBOM 30upy nMa ( X1

) pasmmunrtux cabupaxa (3awrro?).

Bpatumo ce mOHOBO JIe/bUBOCTH U yPAJIUMO HEKOJIMKO MpUMepa, ¥ Kojuma hemo ca n u k o3nava-
BaTH IIPOU3BOJHHE IIPUPOJIHE OPOjeBe.

IIpumep 7. JokasaTn 1a je 6poj (nk)! zemus 6pojem (n!)¥.
ITpumep 8. Hdokaszaru ga n! geau 6poj 2™ -1-3-5-...-2n—1)=2"- 2n— 1)L

IIpumep 9. /Mockoscka mamemamuska osumnujada 2009./ 3a caku upocr 6poj p nahu naj-
sehn crenen Gpoja p! xoju genu 6poj (p2)!.

Pewewe. Jlako ce Buau 1a je vp((pz)!) = p+1, na TpaxkeHu creneH He Moxke outn Behu ox p+ 1.
Takobe, Kaza y npuMepy 7 3aMeHIMO fa je N = k = p, gobujamo xa (p!)P | (p?)!.

Casia ce mocraBsba MuTarbe 1MTa je Tpaxkenu crernen, p mwin p + 1. Ilposepom ce 3a p = 2,3,5
JIaKo J100Hje J1a je y TUM cJIydajeBHMa cTereH 3ampaBo p + 1, Tako ja #Ham je norpebHo ciemnehe
VOIIIIITEH>e TpUMepa 7 Koje oJiMaX MMILIMIUpA Ja je pellerhe Haller 3a1aTka 3ampaso p + 1 3a
CBaKW MpocT Opoj Pp:

Teopema 6. Heka cy n, k upupounu 6pojesu. Taza (n!)*k! nemaun (nk)!.

Joxas. Moryhe je pacumcarn (nk)! u kopucruru Teopemy 1 3a npoussox (n— 1)-Hor y3acTomsor
npupoaHor 6poja, ocrasibajyhu 6pojese nk, (k — 1)n, (k — 2)n,... na monpunecy ca k! u nk
(npumerumo ga je (n!)*k! = nkk!((n — 1))k O

MebyTum, HAC Ha OBOM WpeaBamky MHOTO BUIIE 3aHUMajy KOMOWMHATODHU joKa3u. Ogakie ce
mojaBu k! y ciyuajy Kama ceux yeemosa pasaudumus ,,60ja” uma ucmu 6poj?

Nnejy nokaza hemo maycrpoBatu Ha npumMepy. Heka je iy = n; = n3 = 2 1 HeKa ©UMaMo TpHU
6oje LI, IT u B. ITepmyranuju ca nonasmamwem HITHBBIT upuapyxumo cxkyu {{1,3},{2, 6},{4,5}}
(1 u 3 cy nosumuje Ha Kojuma je 11, 2 u 6 nosunuje Ha kojuma je I1, u 4 u 5 nozunuje Ha Kojuma
je B). Mehyrum, n cBaka ox ITBIIIITIB, IIBIIIB, TIIITBBIL, BITBIIIII, BITBIIIII] ce Ha osaj
HAYMH CJIMKa Y UCTH cKyn (YKyHO 6 = 3! mepmyrarmja ce camkajy y ucru ckym). Koauko mma
Pa3INIUTUX CKYIIOBA KOje CMO ONMUCAIN MaJjonpe?
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5. JIETUOIM BUHOMHHUX KOE®UIIMJEHATA

CyukA 2. Tackamos® Tpoyrao 3a n < 9.

3a koje cBe BPeJAHOCTH HPUPOIHOT Gpoja M ¢y CBH (CeM MPBOI W HOCIE/Her) eJeMeHTH y N-TOj
Bpcru [lackamosor Tpoyria mapuu? Ha caunwm 2 Bugumvo ga cy 3a n < 9 1o 2, 4 u 8, mro cy
crerrenu JiBojke. VcrocraBiba ce jia je TO yBeK Ta4vHO:

) n n n n
IMpumep 10. Csu 6urOMHE KOCDUIHjEHTH (] >, (2),. ey < 2), ( 1) Cy TIApHH aKO 1
CaMO aKoO je T CTemeH JBOjKe. n- n-

Jloxas. Ilpumerumo j1a HeKH CKyIl ©Ma napaH Opoj ejieMeHaTa ako ce TH eJIEMEHTH MOr'y pa30ouru
y nmapose. Takobe, Kako je (?) = n, O6poj N Mopa Oouru mapad, n = 2m. Jloka3 hemo uszBectn
TPaHCHUHUTHOM HHIYKITMJOM IO T, Tjie ¢MO 6a3y JMPEKTHO MPOBEpUIH (CIuKa 2).

[Ipucerumo ce na je (E) Opoj cBUX K-TOWJIaHUX MOJACKYIOBA CKyTa ca . = 2M eJeMeHaTa. 3aTo
nocmarpamo ckyn S ={+1,+2,...,+m}. Jlako ce Buan na 3a A C S, ckyn —A ={—a | a € A}
nMa UcTH OPoj esieMeHaTa Kao U A.

Jlakne, ako je A moackyn ckyma S ca k ememenara, moxkemo fa ynapumo A u —A. MebhyTnwm,
uMaMo mpobsieM ako je A = —A, mTO MOXKe Ja ce JecH ako u caMo ako je k = 2kg (3amro?).
[Tpema Tome, jOoKa3ajam CMO J1a je (2]‘(“) yBeK mapaH Kaja je k mermapan. Takobe, @E) je mapan
3a cBako 1 < k1 < m— 1 ako u camo ako je 6poj ceux (2Kq)-TowraHux cKymoBa A TaKBUX J1a
je A = —A mapaH, Tj. akKo U caMO aKo je (E) mapad 3a 1 < k; < m—1. Kako je m < n,
[0 WHAYKIIN]CKO] MPETHOCTABIIN, OBO je MOryhie ako W caMo ako je M, a caMiUM THM H N, CTeleH
JIBOJKe. v

[TocmaTpajmo cana orne Bpere y [lackaaoBoM TpoyIuy 3a Koje je IbHXOB pejaHu O6poj n npocT 6poj,
n = 2,3,5,7 ua caumu 2. Ouer npumehyjemo ga je caku o1 GUHOMHUX KoedHIHjeHATA V TO]
BpCTH (OCUM MIPBOT U MOCJEHEr) JeJbUB oAroBapajyium mpoctum 6pojem.

®Blaise Pascal (1623-1662), dpaniycku MaremaTndap u dusmaap.
OBa Tpoyraona Tabauna ca ouHoMHUM KoedunnjeHTnMa /100114 je nme 1o Ilackaay mako cy je maremarndapu y
Wnnnju, Iepcuju m Kunn npoygyasaan BekoBuMa mpe Hero mro je ITackam pohemr.
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Teopema 7. Hexka je p npoct 6poj u 1 < k < p — 1. Tana je (E) JIEJBUBO €A P.

ITocnenumia 1. Heka je p mpoct 6poj n Heka cy a u b mesnn 6pojesu. Tana je

(a+b)P =aP +b? (mod p).

Jloxaz. Bunomua dopmyiia u Teopema 7. 0]

IIpumep 11. /Mockoscka mamemamuura osumnujada 2009./ Heka je n mpupogan 6poj u 1 <

k<l<n—1. [okasaru ga (T,z) " (711) HUCY y3ajaMHO TIPOCTH.

Pewerve. Tlocmarpamo mapose ckynosa (A,B), A C B C {1,2,...,n} u |A| =k, |B| =1. Oakse

nmapoBe Moxkemo u30pojaTu Ha JiBa HaunHA. [IpBO Ha (E) HavyuHa u3abepeMo CKyn A, Ia 3aTHM

—k
0/I LIpeoCTa X ejieMeHarTa uzabepemo ejeMenre ckyua B\ A na (n

-k

n\ (n—k n

(k) (1_k). Ca npyre crpane, ckyn B moxkemo n3abparu Ha (1) HaYMHA, U 3aTHM O] eJieMeHaTa
1

ckyma B m3abparn A Ha (k

® @

CiukA 3. Ca jeBe cTpaHe IpBO OHpaMO ejleMeHTe cKyma A, a 3aTUM eJIeMeHTe
ckyna B\ A. Ca jiecHe crpaHe, npBo OupaMo ejieMeHTe cKyna B, a 3aTum ejieMeHTe
ckyna A (ox enemenara ckyma B).

oo (@)1 (3) (1) o () (0

sobujamo Tepheme sanarka (nexa je d = ((3), (]ﬁ)), naje (1)/d>1u(})/d| M) v

) Ha4vMUHa, AaKJIE IIapOBa UMa

) Ha4YUHAa.

n
ITpumep 12. Hdokazaru ga n+1 gean ( n) 3a CBaKM Mpupojian 6poj n (Kama,/mw@u6 bpojesu).

6. OCTALLI/I np1 JE/bEHY IIPOCTHUM BPOJEM

Op cama, ma Ha Jasbe, HeKa je p mpoct 6poj. llpeacTtaBumo cBe ocTaTKe MpHU Jie/beby ca P Kao
TeMeHa MPaBUJIHOT P-TOYIVIA W Y HYJIY MOCTaBUMO CKAKaBIIA, KOJU MOXKe ja ckade d KOpaka Ha
MpOW3BOJbHY cTpany, e je 1 < d < p — 1, norsenaru cuky 4.

IMuramwe 2. a qn ckakaBall MOYKe, TTOCIe KOHATHO MHOTO KOPakKa, Ja JA0he TO TeMeHa 03HAYEHOT
jenuHUIOM?

ITPUMEIBA. JacHo je ja je oaroBop He KaJja je 6poj CJIOZKEH.

OBo muTame ce y crBapu CBOJIU HA TO JIa OJITOBOPUMO JIa JIU 3a OBaKBO d IIOCTOjU IpuUpogaH 6poj k
takas 71a je kd =1 (mod p).

GEugéne Charles Catalan (1814-1894), dpaniycku u Gejrujcku MareMaTudap.
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1°p=5 d=2 2p=7,d=3 Pp=11,d=7

CnukA 4. HNaycrpamnuja KpeTama CKaKaBIla 3a pa3iaudure p u d.

Teopema 8. 3a cBaku npoct 6poj p u npupogan 6poj 1 < d < p — 1 mocroju 1eo 6poj k Takas
aa je kd =1 (mod p). Apyrum peunma, d uma unseps y Zy, ={1,2,...,p — 1}

Hoxka3 rme mocmarpamo 6pojeee d,2d,...,(p — 1)d u gokasyjemo ga cy onu MelhycoGHO pasJin-
YATH eJleMeHTH Zj, Kopuctn OCHOBHY TeOpeMy apHTMeTHKe, KOJy NOKYHMIaBaMo Ja H30erHeMo ja
KOPUCTUMO U YUjU JIOKA3 4eCTO KOPUCTU Dalll IPETXOJHY TEOPEMY.

Jloxas. @ukcupamo p u KopuctuMo TpanchuunTy nnayknujy mo d. 3a d = 1, oBo je ouuriesHo.
Hexka je caga d > 1 u nogennmo p 6pojem d ca ocTaTKOM:

p=dq+r, 0<r<d(r#0 jep p uuje mespuso ca d).
[TpumeHuMO cajla HHIYKTUBHY HMPETIOCTaBKy Ha T: moctoju k! € Z tako aa je k't =1 (mod p).
Canma umanmo k'r = k'p —k’dq =1 (mod p), na 3a k = —k’d Baxku na je kd =1 (mod p). O
[TPuMEJBA. Excimunuray Bpenoct 3a k mozxkemo Hahu npumenom odpuyror EykimioBor ajro-
puTMa KOoju HaM jaje jenno pernemse jexnaunne kd + lp = 1.
ITpumep 13. /lokakumo TeopemMy 7 KOMOMHATOPHO:

Axko je p upoct 6poju 1 <k <p—1, raza p genu (E)

/oxas. Heka je A Hekn HempasHH HOACKyN ckyma Z, = {0,1,2,...,p — 1} u neka je f(A) =
A+1T={a+1]ae€A}CZ, (f(A) je y crBapu poTaruja ckyma A 3a HeHTPAJHH yTa0 P-TOYITIA
— BHJIETH CJIHKY D).

Crauka 5. p=11u A ={1,2,4,9}. Tamaje A+1=1{2,3,510}n A +2 ={0,3,4, 6}
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[Tpumerumo ga je fP(A) = (fofo---of)(A) =A u ga je f(X) = X ako u camo axo je X = Z,.
|
P

3a apa k-rounana ckyna A u B, A, B C Z,, nedunumumo penanujy ~ na ciejelin nauun:
A~B < (JjeN) f(A) =B.

Jlako ce BUaM 71a je ~ peJsanuja ekBuBaJseHIuje. JlokakuMmo Jla cBaKa Kjaca UMa TadHO P
eJeMeHaTa, IMTO OM 3aBPIIWIO JOKa3 Ja je Opoj CBUX K-TOUJAHHUX MOJCKYNOBA JEe/BUB €A P.
B6or fP(A) = A BujauMo Jia KJjaca MMa HAjeuwe P ejJeMeHara, Jakje Tpeba Joka3aru Ja je
A#£fMA), me {2,...,p—1} (m # 1 jep je A # Z,). llpernocraBuMo CyIpPOTHO: HeKa
je m < p — 1 nagmaru 6poj 3a xoju je je A = f™(A) mumeka je p = mq+71,0 <1 < m
(jep M He mesim P — OBJE CMO MCKOPHCTHJIM Ja je p mpoct 0poj). Cama umamo A = fP(A)
frifm ™ (... (f™(A)))) = f"(A), mTo je KOHTPaIUKIA]a.

N

7. MAnTA PEPMAOBA M BUJICOHOBA TEOPEMA

Teopema 9. MATA ®EPMAOBA’ TEOPEMA. Heka je p mpoct 6poj u (a,p) = 1. Taza je
a?~' =1 (mod p).

Jloka3 oBe TeopeMe MOKe ce JUPEKTHO U3BECTU U3 TeopeMe 7, Kao U U3 TeopeMe 4, ajau hemo Mu
OBJ/I€ TIPEJICTABUTH jOIII jeJaH Jiell KOMOMHATOPHH JIOKA3.

Aoxas. CBux moryhux 6ojema TeMeHa MPAaBUJIHOT P-Toyria ca a 6oja mma aP. Kouamko mx mma
aKO KarkeMo Jia cy JiBa 00jerba UCTa aKo ¢e MOrY JOOUTH jeJTHO O APYTOor POTAIHjOM OKO IEHTPa
3a Heku yrao? Ha caumu 6 je mat mpumep Tpu 6ojerba ceMOyTIa Koja heMo cMaTpaTu UCTUM.

CaukA 6. p=7u a = 3. Tpu ucra 6ojema.

CanvHO Ka0 y HOCAEIHbeM JI0KA3y U3 MPETXOJHOr IOIVIaB/ha, UMaMO A jeano0ojuux Oojema, a

OCTaJINX y KJAacH eKBHBaJIeHIHje nMa 1o p. /lakie, oBako jedWHHCAHNX PA3ININTHX 00jerha nMa
P_ . .

a+ < = € a Kako je To mpupoiaH 0poj, nokazaan cmo Mamy PepMaoBy Teopemy. 0

Teopema 10. BujiCOHOBA® TEOPEMA. Bpoj p je mpoct ako u caMo ako je
(p—1!'= -1 (mod p).

Jlokas. (=) Y oBOM J0Ka3y mocMarpaMo 3aTBOpeHe (yeMepeHe) M3JOMJbeHe JHHEje KOje ,Ipo-
Jlaze” Kpo3 cBa TeMeHna. Kao u 10 cajia, KaXkKeMo Ja Cy JBe OBaKBe JIMHHj€ eKBHBAJEHTHE aKO Ce
MOT'Y JIOOUTH jeJIHa O JPyre POTAIUjoOM.

" Pierre de Fermat (1607 — 1665), dpaniycKku MareMaTuiap U aJBOKAT.
8 John Wilson (1741 — 1793), enryieckn MaTeMaTHyap.
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y 1 1

>o 0

.6 6

CnukA 7. Unycrpanuja 3a p = 7. JIEBO: m3IoM/beHa JWHUja KOja ce CBAKOM

pPOTAIjOM 3a yTao 2“7” OKO IIEHTpa CJIMKa caMa y cebe. JIECHO: uM3/I0M/beHA JIUHH]A

y 4njoj je KJacu TavHO ceJlaM JIPYTUX U3JOM/beHUX JIMHH]A.

YrymHo uMamo (p — 1)! oBakBUX ycMepeHHX H3JIOMIbeHUX JnHUja ((PUKCHpAMO jeJJHO Teme Kao
nouetro). Ca Jpyre cTpane, MOCTOjU JIBe BPCTE JIMHUjA: OHE Y UHjOj KJIACH UMaMO CaMo jeJaH
esleMeHT (OHe KOje ce TIPOU3BOJEHOM POTAIMjOM 3a yrao 2K7t/p caukajy came y cebe) U OHe Yy Unjo]
je KJIacu TavHO P pasIMIuTHX H3JIOM/BEHUX JIMHHjA (Heja je ucTa Kao y MPEeTXOAHUM JTOKA3UMA).
Osux npsux mMa Tauuo p — 1, jep xox mux, 3a Heko 1 <k < p — 1 u cBako X € Zp, Temena X n
x + k mopajy outu cnojena. dakme (p —1)! — (p — 1) mopa Gutu gemuBo ca p.

(<) Cnean nUpeKTHO. O

8. BOHYC: APUTMETUYKH NIAEHTUTETA

Cpuma je 1o3HaTO Kako je Maju Layc® uspauynao 36up csux upuponux opojesa o1 1 10 100 u
Kako u3riena popmysia 3a 30up npBux N npupogHux Opojesa. Osae hemo marm KoMOMHATOPHN
JIOKa3 OBOT' W JOIII HEKUX HJCHTHUTETA. Y OBOM CJAy4Yajy JAOKA3U Cy 3HATHO KOMILIMKOBAHUJU O]
asrebapcKuX, ajIl WIYCTPYjy KOMOMHATOPHO Pa3MUILbAke U 3ACIYKYjy Ja Oy/Ly TMpeiCTaB/beH .

nmn+1)

n
ITpumep 14. Heka je n npupojan 6poj. /lokazaru ja je Z k= >

k=1

1 1
Pewere. Kao mro cmo Beh Buaenn, n(n——l—) = (n i

7 ) ) je Opoj cBUX JABOYWJIAHUX MOJICKYIIOBA
ckyna {0,1,2,3,...,n}

Axo je Behm ox jBa emeMeHTa HEKOr M3aOpaHOT MBOYMAHOT TMOJCKYNA jeqHAK K, OHIA MAMH
Moxkemo u3abparu u3 ckyna {0,1,2,...,k — 1}, gakne umamo k uszbopa. Kako Behu enemeHT

Mozke 6uTn 6110 Koju O6poj u3 ckyna {1,2,3,...,n}, TBpheme je JT0Ka3aHo. v

n 2
. . . nn+1
IIpumep 15. Hexka je n npupogan 6poj. /lokazaru ja je E K3 = (%) .
k=1

Pewerve. 3amarak MoxkeMO MaJjio Jpyraduje ja dopmysuiiemo. ¥ kKoopjauaatHoMm cucremy xOy
3a/1aT je KBajpar dnja cy Hacupamua temena (0,0) u (n,n), n € N, u uuje cy crpanuiie napasesHe
KOOPAMHATHM OcaMa. Koauko nocmoju npasoy2aoHukae 4uje memena umajly ueaobpojHe Koopou-
HaAME, YUJE CY CMPGHUUE NAPGAEAHE KOOPIUHAMHUM 0CaMaA U Koju ¢y nodckyn damoz keadpama ?

9 Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855), Hemauku mMaremaruyap u Qpusngap.

10
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Ca jemne cTpane, Kaja MoCMaTaMo IIPOjeKIfje MPpaBOyraoHuKa Ha X-0Cy, Tj. Ha y—ocy% J1001jaMo
JaBowtaHe nojckymnose ckyna {0, 1,2,..., N} KOjux, M0 TPETXOJHOM IPUMEpY, UMa, (“; ) Jaxkue,
TpaKeHUX NPaBOYraOHUKA MMa TA4YHO

n+1\>  /nn+1))?

2 N 2 '
Ca npyre cTpame, ako locMaTpaMo cse ypehene gersopxke (a,b,c,d) € N3, rae je Ng = N U {0},
takse ga je d = k u a,b,c < k, mux nma k3. JOKaxKHUMO Ja OBaKBe 4eTBOPKE jeIHO3HAYHO
OJIrOBapajy MpaBOyraOHHIMMA 33 THje TOP-e JIECHO TeMe (X,Y) Baxu max{x,y} = k (npumernmo

Jla KaJla je OBaj yCJOB 3aJ0BOJbEH, HAIl ITPABOYTAOHUK je MOACKYI KBajpara k X K, anm Huje
nomackymn kBagapara (k —1) x (k— 1), Bumern ciauky 8).

0,n) (n,n)
y=k
(0,0) x =k (n,0)

CrukA 8. Ilpumepn 1Ba IpaBOyraHWKa TAKBA /14 33 TOPEHE JIECHO TeMe (X, Y) BaKH
max{x,y} = k.

Kouncrpyumumo caja 6ujexnujy usmel)y oBakBux ypeheHux 4eTBOPKU U IIPABOYraOHUKA:

1° b < ¢: onza yerBopky (a,b,c,k) camkamo y npaBoyraoHHK OpaHMYeH IpaBaMa X = d,
x=k,y=buy=c+1 (Bugeru cauky 9 jieso).

2° b > c¢: onma 4erBopKy (a,b,c,k) camKaMo y IpaBOyraoHHK OpaHHYEH IIpaBaMa X = C,
x=b,y=auy =Xk (Bugeru cauky 9 necuo).

Kaxko ce cBakoM MpaBOyTraoHWKY ca MAaKCHMAaJTHOM KOODJAWHATOM K HA jeIMHCTBEH HAYUH MOKe
JIOJIEJTATH YeTBOPKa (a, b, c,k) v 3aBUCHOCTH OJ TOra Jia Ju ce K MOjaBu Y X-KOOPIUHATH TOp-
el JIECHOT TeMeHa WJIM He, OBaj Ipolec je peep3ubmiaH. Tume cMO JOKa3aau 1a TPAXKEHUX
IPaBOYTaOHHKA mMa K.

Nmajyhu y Buty j1a MakcuMaJ/ina KOOpPJAMHATA TOPIbEr JeCHOT TeMeHa MOKe OuTH OuIo Koju 6poj
u3 cxyna {1,2,...,n}, 106u11 CMO Ja NpaBOyraoHUKa yKyIHO uMa Y p_; k3. v

11
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Coma Yyxkwuh
(a,b,c,k), 0 <a,b,c<k
b<c b>c
(0,n) (n,n) (0,n) (n,n)
Y= y=k
y=c+1
y=a
y=>
(0,0) xX=a x=k (n,0) (0,0) x=c x=bx=k (n,0)

CinkA 9. I'padumikn npukas npecjnKaBamba OLMUCAHOD y Pellermy npumMepa 15.

nn+1)2n+1)
c .

n
ITpumep 16. Heka je n npuponan 6poj. dokasaru ma je Z k? =
k=1

1)(2 1 1 1
Pewerve. Ilpumernmo npBo 1a je n(n + )6( n+1) :2<n—31— ) N <n—2|— )

[TocTaBUMO CJIMYIHO MUTAFRE KAO y MPETXOIHOM TPUMEPY, camo mTo hemo ped npasoyzaonuk 3a-
MEHHUTH Ca Keadpaim.

(0,n) (n,n)

(0,0) x=k (n,0)

CaukA 10. Cse moryhraoctu 3a ropime jgecno teMe k X k KBajpara.

Ca jenne crpane, omeT mocMarpajyhu ropme jaecHo Teme, 6poj k x k ksaapara je (n+ 1 —Kk) -
(n+1—X) (Bumeru cauky 10), ma je ykyman 6poj KBaapara jeTHaK

n

Y m+1-k)?= ikz.
k=1

k=1

12
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Ca npyre crpane, cBakoj ypehenoj Tpojiu (a, b, c) Taksoj ma Baxku 0 < a < b < ¢ < n (mpume-
TUMO J1a OBAaKBUX TPOJKH UMa (n;:])) JOJIeJIMMO KBaJIpaT dHje TPHU CTPAHUIle TPHUTIAIa]y IpaBamMa
x=a,y=>buy=-c. OBaxo nobujamo cee KBajapaTe 4uje je J0me JIeBO, 1a CAMHUM THM U TOPIHE

JIECHO TeMe u3Had mpase Y = X, BujeTu ciauky 11 jeso.

Ypebhenoj Tpojim (a, b, c) TakBoj ga Baxkn 0 < b < a < ¢ < N (0OBaKBUX TPOjKH HMa (“;”) +

(";1)) JIOZIeJIMMO KBAJIpAT YHje TPU CTPpaHUIle MPUIaAajy mpaBaMa X = a, Yy = b u x = ¢. OBako
nobrujaMo cee KBajpaTe UHje je TOPIe JECHO TeMe Ha uAY ucnod mpaBe Y = X, BUJAETH cauKy 11

JIECHO.

(a,b,c)
0<a<b<c<n 0<b<a<c<n
(0,n) (n,n) (0,n) (n,n)
//
y=c 7
/, /
y=b>
/// y:b
/I
(0,0) xX=a (n,0) (0,0) xX=a x=c (m,0)

CiinkA 11. WMaycrpanuja npecjiukaBatmba Tpojku (a, b, c) y kBajpare.

257
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