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1. Uvod

Jedan od centralnih zadataka aritmetike je dokazati da je jedan broj de	iv drugim. Ono
xto prvo pada na pamet u vezi sa ovom oblax�u je de	e�e sa ostatkom, rastav	a�e na
proste qinioce i Osnovna teorema aritmetike, kongruencije po modulu, i tako da	e.

Me�utim, postoji i jedan lep, ali ne toliko standardan naqin za dokaziva�e de	ivosti dva
broja: ukoliko imamo a predmeta koje je mogu�e podeliti na b jednakih grupa, zak	uqujemo
da je a de	ivo sa b, tj. b | a. Za ovo de	e�e (particionisa�e) na grupe �emo koristiti neke
kombinatorne1 ideje koje �emo uvesti postepeno, bez osla�a�a na prethodno zna�e. Samim
tim �emo se u ovom izlaga�u podsetiti odre�enih kombinatornih pojmova i naqina na koji
se oni mogu elegantno uvesti, kao xto su binomni koeficijenti, permutacije i permutacije
sa ponav	a�em, polinomni koeficijenti.

Koriste�i samo ove osnovne ideje i pojmove, dokaza�emo neke identitete vezane za binomne
koeficijente i zatim �emo graditi put ka dokaziva�u nekih, nimalo jednostavnih, teorema
u vezi sa de	ivox�u. Poqe�emo od dokaza da je proizvod k uzastopnih prirodnih brojeva
uvek de	iv sa k!, pomenu�emo i neke vrlo jednostavne linearne Diofantove jednaqine, a
pri kraju predava�a �emo se baviti dokazima Male Fermaove i Vilsonove teoreme.

Za sam kraj �emo ostaviti kombinatorne dokaze nekih aritmetiqkih identiteta, kao xto
su zbir prvih n prirodnih brojeva i zbir kubova i kvadrata prvih n prirodnih brojeva.

2. De	ivost

Krenimo od jedne jednostavne qi�enice koju deca koriste ve� u mla�im razredima osnovne
xkole: proizvod dva uzastopna prirodna broja je uvek paran jer je jedan od ta dva broja
uvek de	iv sa dva.

Posmatrajmo sada proizvode tri uzastopna prirodna broja n(n+ 1)(n+ 2). Koji je najve�i
prirodan broj k za koji mo�emo da tvrdimo da uvek deli ovaj proizvod, nezavisno od izbora
broja n? Zak	uqujemo, sliqno kao malopre, da jedan od ovih brojeva mora biti de	iv sa 3,
jedan sa 2, pa samim tim proizvod mora biti de	iv sa xest (vidimo da je 6 najve�i ovakav
broj, jer je 1 · 2 · 3 = 6). Jox jedan naqin da doka�emo da, ukoliko je broj N de	iv i sa dva
i sa tri, on mora biti de	iv sa 6, je slede�i: N = 3N− 2N, a kako 6 | 3N jer je N paran, i
6 | 2N jer je N de	iv sa 3, zak	uqujemo da i 6 | N. Dakle, u ovom sluqaju je k = 6 = 3 · 2 · 1.

Naredni prirodan korak je da pokuxamo da odgovorimo na pita�e iz prethodnog pasusa i
prona�emo takvo k za proizvod qetiri uzastopna prirodna broja, n(n + 1)(n + 2)(n + 3).
Ponovo, lako vidimo da k ne mo�e biti ve�i od 24, jer je 1 · 2 · 3 · 4 = 24. Ako sada samo
zak	uqimo da je jedan od brojeva u proizvodu de	iv sa 2, jedan sa 3 i jedan sa 4, pa je
proizvod de	iv sa 2 · 3 · 4 = 24, napravili smo grexku koju pravi veliki broj �aka. Naime,
u proizvodu 1 · 3 · 4 · 5 jedan broj je de	iv sa 2, jedan sa 4, ali to je isti broj i ceo proizvod
nije de	iv sa 24! Naravno, u sluqaju proizvoda qetiri uzastopna prirodna broja, ovaj dokaz
je lako popraviti (kako?) i dobijamo da 1 · 2 · 3 · 4 = 24 | n(n + 1)(n + 2)(n + 3) za svaki
prirodan broj n.

1Req kombinatorika se prvi put pojavila u Lajbnicovom delu Dissertatio de Arte Combinatoria.
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646{1716), nemaqki matematiqar i filozof.
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Kada kombinatorika mo�e da pomogne? So�a Quki�

Ne bismo bili matematiqari kada nam ne bi palo na pamet pita�e:

Pita�e 1. Da li uvek va�i da k! deli proizvod n(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k− 1), ako su k i
n prirodni brojevi?

Zadatak 1. Koriste�i ideju sliqnu kao u N = 3N− 2N, dokazati da 5! deli proizvod pet
uzastopnih prirodnih brojeva.

U dokazu prethodnog zadatka u jednom trenutku treba pokazati da, ako 24 | N i 5 | N,
tada i 120 | N. Svi znamo da va�i i opxtije tvr�e�e, da ako su a i b uzajamno prosti
prirodni brojevi, u oznaci (a, b) = 1, tada iz a | N i b | N sledi da ab | N. Najqex�i dokaz
ove, jako qesto korix�ene qi�enice, koristi Osnovnu teoremu aritmetike2 koja tvrdi da
se svaki prirodan broj na jedinstven naqin (do na poredak qinilaca) mo�e napisati kao
proizvod prostih brojeva. Podsetimo se da dokaz Osnovne teoreme aritmetike uopxte nije
jednostavan i da koristi transfinitnu indukciju.

Oznaqimo sa νp(N) najve�i stepen prostog broja p koji deli prirodan broj N. Dokaz da
k! | n(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k− 1), ako su k i n prirodni brojevi, je ekivalentan dokazu da
νp(k!) 6 νp(n(n + 1)(n + 2) · · · (n + k − 1)), za svaki prost broj p koji deli k!. Iako smo,
na neki naqin, potegli texko oru�je, i da	e nije jasno kako da doka�emo ili opovrgnemo
pita�e 1 za prozvo	ne prirodne brojeve n i k. Neko �e se mo�da prisetiti da bismo mogli
da iskoristimo sliqnu ideju kao u jednom od zadataka koji su se pojav	ivali na prijemnim
ispitima i takmiqe�ima za osnovnu xkolu, ,,Sa koliko nula se zavrxava broj 100!?", gde
je, u stvari, ci	 na�i koji je najve�i stepen broja 5 koji deli broj 100!.

Le�androva3 formula. Neka je k prirodan, a p prost broj. Tada va�i

νp(k!) =

[
k

p

]
+

[
k

p2

]
+

[
k

p3

]
+ . . .

Zadatak 2. Dokazati Le�androvu formulu.

Sada, posle mnogo muka, korix�e�em toga da je [a + b] > [a] + [b] i Le�androve formule,
mo�emo da tvrdimo da je odgovor na pita�e 1 uvek da. Prirodno je da se zapitamo da
li je ovo mogu�e dokazati lakxe i elegantnije. Odgovor i na ovo pita�e je da, i u svrhu
pokaziva�a tog dokaza, malo �emo preformulisati pita�e 1:

Teorema 1. Za proizvo	ne prirodne brojeve k i n, n > k, broj

(1)
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k+ 1)

k!

je tako�e prirodan.

2Tvr�e�e, naravno napisano koriste�i drugaqije termine nego xto smo na to danas navikli, i dokaz
osnovne teoreme aritmetike se pojav	uju jox u Euklidovim Elementima, koji su napisani oko 300 godina
pre nove ere.

3Adrien-Marie Legendre (1752{1833), francuski matematiqar.

2



Kada kombinatorika mo�e da pomogne? So�a Quki�

3. Binomni koeficijenti

Definicija. Neka je n prirodan broj i k > 0 ceo broj. Broj svih k-toqlanih podskupova

skupa {1, 2, 3, . . . , n} oznaqava se sa

(
n

k

)
.4

Primedba. Brojevi
(
n
k

)
se nazivaju binomni koeficijenti, a razlog za to �e biti jasan

kasnije.

Primer 1. Partitivni skup skupa {1, 2, 3, 4} je

{∅, {1}, {2}, {3}, {4},{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4},
{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}}.

Sada vidimo da je

(
4

0

)
= 1,

(
4

1

)
= 4,

(
4

2

)
= 6,

(
4

3

)
= 4 i

(
4

4

)
= 1. Primetimo da va�i(

4

0

)
+

(
4

1

)
+

(
4

2

)
+

(
4

3

)
+

(
4

4

)
= 16 = 24.

Pre nego xto pristupimo tra�e�u analitiqkog izraza za binomne koeficijente, doka�imo
kombinatorno par jednostavnih, ali vrlo va�nih identiteta.

Primer 2. Neka je n prirodan broj. Tada je(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

n− 1

)
+

(
n

n

)
= 2n.

Primer 3. Dokazati da za prirodan broj n va�i:

(i)

(
n

0

)
=

(
n

n

)
= 1, (ii)

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
, za ceo broj k, 0 6 k 6 n.

Primer 4. Dokazati da za prirodan broj n i ceo broj k > 0 va�i(
n

k

)
+

(
n

k+ 1

)
=

(
n+ 1

k+ 1

)
.

Teorema 2. Binomna formula. Neka je n prirodan broj. Tada va�i:

(2) (a+ b)n =

(
n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
abn−1 +

(
n

n

)
bn.

Teorema 3. Neka je n prirodan i k nenegativan ceo broj. Tada je

(3)

(
n

k

)
=
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k+ 1)

k!
.

Dokaz. Biramo proizvo	an k-toqlani podskup skupa {1, 2, 3, . . . , n} tako xto biramo �egove
elemente jedan po jedan. Za prvi element a1 imamo n razliqitih mogu�nosti, za drugi, a2,
n− 1, i tako da	e. Posled�i element ak biramo od n− k+ 1 elemenata koji nisu do tada
izabrani.

4Oznaka
(
n
k

)
uvedena je 1826. godine, iako su sami brojevi bili poznati vekovima pre toga i prvi put su

se pojavili jox u desetom veku.
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Kada kombinatorika mo�e da pomogne? So�a Quki�

Me�utim, ovim smo svaki skup brojali vixe puta. Naime, svih k! permutacija (razliqi-
tih ) brojeva a1, a2, . . . , ak odre�uje isti skup {a1, a2, . . . , ak}. Samim tim je jednakost (3)
dokazana. �

Sada mo�emo da nastavimo naxu priqu iz prethodnog poglav	a. Izraz iz teoreme 1 je za-
pravo

(
n
k

)
, xto je prirodan broj, pa se sada lako vidi da k! uvek deli proizvod k uzastopnih

prirodnih brojeva.

4. Permutacije sa ponav	a�em

Primer 5. Jednom davno je u zamku �iveo sebiqni princ koji je �eleo da bude poznat u
celom kra	evstvu po lepoti stvari koje ga okru�uju. Kako je posebno voleo ru�e, tra�io je
od baxtovana i pomo�nika da, u qast prinqevog ro�endana, zasade xto vixe pravolinijskih
aleja sa po 4 crvene, 3 �ute, i 2 roze ru�e, i to tako da svaka od aleja izgleda razliqito
gledano sa prinqevog prozora. Koliko najvixe ovakvih aleja baxtovan mo�e da zasadi?

Rexe�e. Svaku od crvenih ru�a mo�emo da oznaqimo brojevima od 1 do 4, �ute od 1 do
3, i roze ru�e brojevima jedan i dva. Na prvo mesto u aleji sada mo�emo da stavimo
bilo koju od 9 ru�a, na drugo 8, itd. Ovako dobijamo 9! aleja, qime bi princ bio jako
zadovo	an, me�utim ponovo smo neke rasporede brojali vixe puta. Naime, kako se crvene
ru�e me�usobno ne razlikuju, nama je va�no samo na kojim pozicijama su one zasa�ene,
tako da postoji 4! razliqitih kombinacija oznaqenih crvenih ru�a koje daju vizuelno
isti raspored. Sliqno i za �ute, i za ru�e roze boje, pa dobijamo da baxtovan mo�e da
zasadi najvixe 9!

4!3!2!
= 1260 razliqitih aleja. X

1

1

1

1

1

1

2

2

2

2

2

2

3

3

3

3

3

3

Slika 1. Razliqiti rasporedi oznaqenih �utih ru�a koji daju vizuelno
isti raspored cve�a u aleji, ima ih 3! = 6.

Potpuno analogno se razmatra i dokazuje opxtije tvr�e�e:

Teorema 4. Neka su n1, n2, . . . , nk prirodni brojevi i b1, b2, . . . , bk razliqite boje. Ako
�elimo da pore�amo n1 + n2 + · · · + nk objekata u vrstu, od kojih je nj objekata boje bj, za
svako j ∈ {1, 2, . . . , k}, to mo�emo uraditi na

(4)
(n1 + n2 + · · ·+ nk)!

n1!n2! · · ·nk!
razliqitih naqina.

Primedba. Primetimo da za k = 2 dobijamo izraz (n1+n2)!
n1!n2!

=
(
n1+n2
n1

)
, xto odgovara

ideji dokaza za broj podskupova skupa sa n = n1 + n2 elemenata. Naime, svakom od tih
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Kada kombinatorika mo�e da pomogne? So�a Quki�

n elemenata dodelimo ili boju 0 ili boju 1 u zavisnosti od toga da li pripada datom
podskupu A, pri qemu ako A ima n1 elemenata, tada mora biti n1 jedinica i obrnuto.
Na primer, podskupu {1, 3, 4} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5, 6} bi odgovaralo 101100, a 1101010 bi odgovarao
podskupu {1, 2, 4, 6} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.

Primer 6. Od svih slova reqi ARITMETIKA mo�e se napraviti
10!

2!2!2!
razliqitih reqi.

Teorema 5. Polinomna formula. Neka je n prirodan broj. Tada va�i

(x1 + x2 + · · ·+ xk)n =
∑

n1,n2,...,nk∈N∪{0}

n1+···+nk=n

(n1 + n2 + · · ·+ nk)!
n1!n2! · · ·nk!

xn11 . . . xnkk .

Primedba. U ovom zbiru ima
(
n+k−1
k−1

)
razliqitih sabiraka (zaxto?).

Vratimo se ponovo de	ivosti i uradimo nekoliko primera, u kojima �emo sa n i k oznaqa-
vati proizvo	ne prirodne brojeve.

Primer 7. Dokazati da je broj (nk)! de	iv brojem (n!)k.

Primer 8. Dokazati da n! deli broj 2n · 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1) = 2n · (2n− 1)!!.

Primer 9. /Moskovska matematiqka olimpijada 2009./ Za svaki prost broj p na�i naj-
ve�i stepen broja p! koji deli broj (p2)!.

Rexe�e. Lako se vidi da je νp((p
2)!) = p+1, pa tra�eni stepen ne mo�e biti ve�i od p+1.

Tako�e, kada u primeru 7 zamenimo da je n = k = p, dobijamo da (p!)p | (p2)!.

Sada se postav	a pita�e xta je tra�eni stepen, p ili p + 1. Proverom se za p = 2, 3, 5
lako dobije da je u tim sluqajevima stepen zapravo p + 1, tako da nam je potrebno slede�e
uopxte�e primera 7 koje odmah implicira da je rexe�e naxeg zadatka zapravo p + 1 za
svaki prost broj p:

Teorema 6. Neka su n, k prirodni brojevi. Tada (n!)kk! deli (nk)!.

Dokaz. Mogu�e je raspisati (nk)! i koristiti teoremu 1 za proizvod (n− 1)-nog uzastopnog
prirodnog broja, ostav	aju�i brojeve nk, (k − 1)n, (k − 2)n, . . . da doprinesu sa k! i nk

(primetimo da je (n!)kk! = nkk!((n− 1)!)k. �

Me�utim, nas na ovom predava�u mnogo vixe zanimaju kombinatorni dokazi. Odakle se
pojavi k! u sluqaju kada svih cvetova razliqitih ,,boja" ima isti broj ?

Ideju dokaza �emo ilustrovati na primeru. Neka je n1 = n2 = n3 = 2 i neka imamo tri
boje C, P i B. Permutaciji sa ponav	a�em CPCBBP pridru�imo skup {{1, 3}, {2, 6}, {4, 5}}
(1 i 3 su pozicije na kojima je C, 2 i 6 pozicije na kojima je P, i 4 i 5 pozicije na kojima
je B). Me�utim, i svaka od CBCPPB, PBPCCB, PCPBBC, BPBCCP, BCBPPC se na ovaj
naqin slika u isti skup (ukuno 6 = 3! permutacija se slikaju u isti skup). Koliko ima
razliqitih skupova koje smo opisali malopre?

5
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5. Delioci binomnih koeficijenata

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

n = 0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

n = 1

1

3

6

10

15

21

28

36

n = 2

1

4

10

20

35

56

84

n = 3

1

5

15

35

70

126

n = 4

1

6

21

56

126

n = 5

1

7

28

84

n = 6

1

8

36

n = 7

1

9

n = 8

1 n = 9

Slika 2. Paskalov5 trougao za n 6 9.

Za koje sve vrednosti prirodnog broja n su svi (sem prvog i posled�eg) elementi u n-toj
vrsti Paskalovog trougla parni? Na slici 2 vidimo da su za n 6 9 to 2, 4 i 8, xto su
stepeni dvojke. Ispostav	a se da je to uvek taqno:

Primer 10. Svi binomni koeficijenti

(
n

1

)
,

(
n

2

)
, . . . ,

(
n

n− 2

)
,

(
n

n− 1

)
su parni ako i

samo ako je n stepen dvojke.

Dokaz. Primetimo da neki skup ima paran broj elemenata ako se ti elementi mogu razbiti
u parove. Tako�e, kako je

(
n
1

)
= n, broj n mora biti paran, n = 2m. Dokaz �emo izvesti

transfinitnom indukcijom po n, gde smo bazu direktno proverili (slika 2).

Prisetimo se da je
(
n
k

)
broj svih k-toqlanih podskupova skupa sa n = 2m elemenata. Zato

posmatramo skup S = {±1,±2, . . . ,±m}. Lako se vidi da za A ⊂ S, skup −A = {−a | a ∈ A}
ima isti broj elemenata kao i A.

Dakle, ako je A podskup skupa S sa k elemenata, mo�emo da uparimo A i −A. Me�utim,
imamo problem ako je A = −A, xto mo�e da se desi ako i samo ako je k = 2k1 (zaxto?).
Prema tome, dokazali smo da je

(
2m
k

)
uvek paran kada je k neparan. Tako�e,

(
2m
2k1

)
je paran

za svako 1 6 k1 6 m − 1 ako i samo ako je broj svih (2k1)-toqlanih skupova A takvih da
je A = −A paran, tj. ako i samo ako je

(
m
k1

)
paran za 1 6 k1 6 m − 1. Kako je m < n,

po indukcijskoj pretpostavci, ovo je mogu�e ako i samo ako je m, a samim tim i n, stepen
dvojke. X

Posmatrajmo sada one vrste u Paskalovom trouglu za koje je �ihov redni broj n prost broj,
n = 2, 3, 5, 7 na slici 2. Opet prime�ujemo da je svaki od binomnih koeficijenata u toj
vrsti (osim prvog i posled�eg) de	iv odgovaraju�im prostim brojem.

5Blaise Pascal (1623{1662), francuski matematiqar i fiziqar.
Ova trougaona tablica sa binomnim koeficijentima dobila je ime po Paskalu iako su je matematiqari u
Indiji, Persiji i Kini prouqavali vekovima pre nego xto je Paskal ro�en.
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Teorema 7. Neka je p prost broj i 1 6 k 6 p− 1. Tada je

(
p

k

)
de	ivo sa p.

Posledica 1. Neka je p prost broj i neka su a i b celi brojevi. Tada je

(a+ b)p ≡ ap + bp (mod p).

Dokaz. Binomna formula i teorema 7. �

Primer 11. /Moskovska matematiqka olimpijada 2009./ Neka je n prirodan broj i 1 6
k < l 6 n− 1. Dokazati da

(
n
k

)
i
(
n
l

)
nisu uzajamno prosti.

Rexe�e. Posmatramo parove skupova (A,B), A ⊂ B ⊂ {1, 2, . . . , n} i |A| = k, |B| = l. Ovakve
parove mo�emo izbrojati na dva naqina. Prvo na

(
n
k

)
naqina izaberemo skup A, pa zatim

od preostalih elemenata izaberemo elemente skupa B\A na
(
n−k
l−k

)
naqina, dakle parova ima(

n
k

)(
n−k
l−k

)
. Sa druge strane, skup B mo�emo izabrati na

(
n
l

)
naqina, i zatim od elemenata

skupa B izabrati A na
(
l
k

)
naqina.

A
B

A
B

Slika 3. Sa leve strane prvo biramo elemente skupa A, a zatim elemente
skupa B \A. Sa desne strane, prvo biramo elemente skupa B, a zatim elemente
skupa A (od elemenata skupa B).

Prema tome,
(
n

k

)(
n− k

l− k

)
=

(
n

l

)(
l

k

)
, pa kako je

(
n

k

)
>

(
l

k

)
,

dobijamo tvr�e�e zadatka (neka je d = (
(
n
k

)
,
(
l
k

)
), pa je

(
n
k

)
/d > 1 i

(
n
k

)
/d |

(
n
l

)
). X

Primer 12. Dokazati da n+1 deli

(
2n

n

)
za svaki prirodan broj n (Katalanovi6 brojevi).

6. Ostaci pri de	e�u prostim brojem

Od sada, pa na da	e, neka je p prost broj. Predstavimo sve ostatke pri de	e�u sa p kao
temena pravilnog p-tougla i u nulu postavimo skakavca, koji mo�e da skaqe d koraka na
proizvo	nu stranu, gde je 1 6 d 6 p− 1, pogledati sliku 4.

Pita�e 2. Da li skakavac mo�e, posle konaqno mnogo koraka, da do�e to temena oznaqenog
jedinicom?

Primedba. Jasno je da je odgovor ne kada je broj slo�en.

Ovo pita�e se u stvari svodi na to da odgovorimo da li za ovakvo d postoji prirodan broj k
takav da je kd ≡ 1 (mod p).

6Eugène Charles Catalan (1814{1894), francuski i belgijski matematiqar.

7



Kada kombinatorika mo�e da pomogne? So�a Quki�

1◦ p = 5; d = 2 2◦ p = 7; d = 3 3◦ p = 11; d = 7

1
1

1

Slika 4. Ilustracija kreta�a skakavca za razliqite p i d.

Teorema 8. Za svaki prost broj p i prirodan broj 1 6 d 6 p − 1 postoji ceo broj k takav
da je kd ≡ 1 (mod p). Drugim reqima, d ima inverz u Z∗p = {1, 2, . . . , p− 1}.

Dokaz gde posmatramo brojeve d, 2d, . . . , (p − 1)d i dokazujemo da su oni me�usobno razli-
qiti elementi Z∗p koristi Osnovnu teoremu aritmetike, koju pokuxavamo da izbegnemo da
koristimo i qiji dokaz qesto koristi bax prethodnu teoremu.

Dokaz. Fiksiramo p i koristimo transfinitnu indukciju po d. Za d = 1, ovo je oqigledno.
Neka je sada d > 1 i podelimo p brojem d sa ostatkom:

p = dq+ r, 0 < r < d (r 6= 0 jer p nije de	ivo sa d).

Primenimo sada induktivnu pretpostavku na r: postoji k ′ ∈ Z tako da je k ′r ≡ 1 (mod p).
Sada imamo k ′r = k ′p− k ′dq ≡ 1 (mod p), pa za k = −k ′d va�i da je kd ≡ 1 (mod p). �

Primedba. Eksplicitnu vrednost za k mo�emo na�i primenom obrnutog Euklidovog algo-
ritma koji nam daje jedno rexe�e jednaqine kd+ lp = 1.

Primer 13. Doka�imo teoremu 7 kombinatorno:

Ako je p prost broj i 1 6 k 6 p− 1, tada p deli

(
p

k

)
.

Dokaz. Neka je A neki neprazni podskup skupa Zp = {0, 1, 2, . . . , p − 1} i neka je f(A) =
A+ 1 = {a+ 1 | a ∈ A} ⊂ Zp (f(A) je u stvari rotacija skupa A za centralni ugao p-tougla
{ videti sliku 5).

0 0 0

1 1 1

10 10 10

Slika 5. p = 11 i A = {1, 2, 4, 9}. Tada je A+ 1 = {2, 3, 5, 10} i A+ 2 = {0, 3, 4, 6}
.
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Primetimo da je fp(A) = (f ◦ f ◦ · · · ◦ f)︸ ︷︷ ︸
p

(A) = A i da je f(X) = X ako i samo ako je X = Zp.

Za dva k-toqlana skupa A i B, A,B ⊂ Zp, definiximo relaciju ∼ na slede�i naqin:

A ∼ B⇔ (∃j ∈ N) fj(A) = B.
Lako se vidi da je ∼ relacija ekvivalencije. Doka�imo da svaka klasa ima taqno p
elemenata, xto bi zavrxilo dokaz da je broj svih k-toqlanih podskupova de	iv sa p.
Zbog fp(A) = A vidimo da klasa ima najvixe p elemenata, dakle treba dokazati da je
A 6= fm(A), m ∈ {2, . . . , p − 1} (m 6= 1 jer je A 6= Zp). Pretpostavimo suprotno: neka
je m 6 p − 1 najma�i broj za koji je je A = fm(A) i neka je p = mq + r, 0 < r < m
(jer m ne deli p { ovde smo iskoristili da je p prost broj). Sada imamo A = fp(A) =
fr(fm(fm(. . . (fm(A)))) = fr(A), xto je kontradikcija. X

7. Mala Fermaova i Vilsonova teorema

Teorema 9. Mala Fermaova7 teorema. Neka je p prost broj i (a, p) = 1. Tada je

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Dokaz ove teoreme mo�e se direktno izvesti iz teoreme 7, kao i iz teoreme 4, ali �emo mi
ovde predstaviti jox jedan lep kombinatorni dokaz.

Dokaz. Svih mogu�ih boje�a temena pravilnog p-tougla sa a boja ima ap. Koliko ih ima
ako ka�emo da su dva boje�a ista ako se mogu dobiti jedno od drugog rotacijom oko centra
za neki ugao? Na slici 6 je dat primer tri boje�a sedmougla koja �emo smatrati istim.

Slika 6. p = 7 i a = 3. Tri ista boje�a.

Sliqno kao u posled�em dokazu iz prethodnog poglav	a, imamo a jednobojnih boje�a, a
ostalih u klasi ekvivalencije ima po p. Dakle, ovako definisanih razliqitih boje�a ima
a+ ap−a

p
, a kako je to prirodan broj, dokazali smo Malu Fermaovu teoremu. �

Teorema 10. Vilsonova8 teorema. Broj p je prost ako i samo ako je

(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

Dokaz. (⇒) U ovom dokazu posmatramo zatvorene (usmerene) izlom	ene linije koje ,,pro-
laze" kroz sva temena. Kao i do sada, ka�emo da su dve ovakve linije ekvivalentne ako se
mogu dobiti jedna od druge rotacijom.

7Pierre de Fermat (1607 { 1665), francuski matematiqar i advokat.
8John Wilson (1741 { 1793), engleski matematiqar.
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0

1

6

0

1

6

Slika 7. Ilustracija za p = 7. Levo: izlom	ena linija koja se svakom
rotacijom za ugao 2kπ

7
oko centra slika sama u sebe. Desno: izlom	ena linija

u qijoj je klasi taqno sedam drugih izlom	enih linija.

Ukupno imamo (p − 1)! ovakvih usmerenih izlom	enih linija (fiksiramo jedno teme kao
poqetno). Sa druge strane, postoji dve vrste linija: one u qijoj klasi imamo samo jedan
element (one koje se proizvo	nom rotacijom za ugao 2kπ/p slikaju same u sebe) i one u qijoj
je klasi taqno p razliqitih izlom	enih linija (ideja je ista kao u prethodnim dokazima).
Ovih prvih ima taqno p − 1, jer kod �ih, za neko 1 6 k 6 p − 1 i svako x ∈ Zp, temena x i
x+ k moraju biti spojena. Dakle (p− 1)!− (p− 1) mora biti de	ivo sa p.
(⇐) Sledi direktno. �

8. Bonus: aritmetiqki identiteti

Svima je poznato kako je mali Gaus9 izraqunao zbir svih prirodnih brojeva od 1 do 100 i
kako izgleda formula za zbir prvih n prirodnih brojeva. Ovde �emo dati kombinatorni
dokaz ovog i jox nekih identiteta. U ovom sluqaju dokazi su znatno komplikovaniji od
algebarskih, ali ilustruju kombinatorno razmix	a�e i zaslu�uju da budu predstav	eni.

Primer 14. Neka je n prirodan broj. Dokazati da je

n∑
k=1

k =
n(n+ 1)

2
.

Rexe�e. Kao xto smo ve� videli,
n(n+ 1)

2
=

(
n+ 1

2

)
je broj svih dvoqlanih podskupova

skupa {0, 1, 2, 3, . . . , n}.
Ako je ve�i od dva elementa nekog izabranog dvoqlanog podskupa jednak k, onda ma�i
mo�emo izabrati iz skupa {0, 1, 2, . . . , k − 1}, dakle imamo k izbora. Kako ve�i element
mo�e biti bilo koji broj iz skupa {1, 2, 3, . . . , n}, tvr�e�e je dokazano. X

Primer 15. Neka je n prirodan broj. Dokazati da je

n∑
k=1

k3 =

(
n(n+ 1)

2

)2
.

Rexe�e. Zadatak mo�emo malo drugaqije da formulixemo. U koordinatnom sistemu xOy
zadat je kvadrat qija su naspramna temena (0, 0) i (n,n), n ∈ N, i qije su stranice paralelne
koordinatim osama. Koliko postoji pravougaonika qija temena imaju celobrojne koordi-
nate, qije su stranice paralelne koordinatnim osama i koji su podskup datog kvadrata?

9Johann Carl Friedrich Gauss (1777 { 1855), nemaqki matematiqar i fiziqar.
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Sa jedne strane, kada posmatamo projekcije pravougaonika na x-osu, tj. na y-osu, dobijamo
dvoqlane podskupove skupa {0, 1, 2, . . . , n} kojih, po prethodnom primeru, ima

(
n+1
2

)
. Dakle,

tra�enih pravougaonika ima taqno(
n+ 1

2

)2
=

(
n(n+ 1)

2

)2
.

Sa druge strane, ako posmatramo sve ure�ene qetvorke (a, b, c, d) ∈ N40, gde je N0 = N ∪ {0},
takve da je d = k i a, b, c < k, �ih ima k3. Doka�imo da ovakve qetvorke jednoznaqno
odgovaraju pravougaonicima za qije gor�e desno teme (x, y) va�i max{x, y} = k (primetimo
da kada je ovaj uslov zadovo	en, nax pravougaonik je podskup kvadrata k × k, ali nije
podskup kvadrata (k− 1)× (k− 1), videti sliku 8).

(0; 0) (n; 0)

(n;n)(0; n)

x = k

y = k

Slika 8. Primeri dva pravouganika takva da za gor�e desno teme (x, y) va�i
max{x, y} = k.

Konstruiximo sada bijekciju izme�u ovakvih ure�enih qetvorki i pravougaonika:

1◦ b 6 c: onda qetvorku (a, b, c, k) slikamo u pravougaonik ograniqen pravama x = a,
x = k, y = b i y = c+ 1 (videti sliku 9 levo).

2◦ b > c: onda qetvorku (a, b, c, k) slikamo u pravougaonik ograniqen pravama x = c,
x = b, y = a i y = k (videti sliku 9 desno).

Kako se svakom pravougaoniku sa maksimalnom koordinatom k na jedinstven naqin mo�e
dodeliti qetvorka (a, b, c, k) u zavisnosti od toga da li se k pojavi u x-koordinati gor-
�eg desnog temena ili ne, ovaj proces je reverzibilan. Time smo dokazali da tra�enih
pravougaonika ima k3.

Imaju�i u vidu da maksimalna koordinata gor�eg desnog temena mo�e biti bilo koji broj
iz skupa {1, 2, . . . , n}, dobili smo da pravougaonika ukupno ima

∑n
k=1 k

3. X
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(0; 0) (n; 0)

(n;n)(0; n)

x = k

y = k

(0; 0) (n; 0)

(n;n)(0; n)

x = k

y = k

(a; b; c; k); 0 ≤ a; b; c < k

b ≤ c b > c

y = c+ 1

y = b

x = a

y = a

x = c x = b

Slika 9. Grafiqki prikaz preslikava�a opisanog u rexe�u primera 15.

Primer 16. Neka je n prirodan broj. Dokazati da je

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Rexe�e. Primetimo prvo da je
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
= 2

(
n+ 1

3

)
+

(
n+ 1

2

)
.

Postavimo sliqno pita�e kao u prethodnom primeru, samo xto �emo req pravougaonik za-
meniti sa kvadrat.

(0; 0) (n; 0)

(n;n)(0; n)

x = k

y = k

Slika 10. Sve mogu�nosti za gor�e desno teme k× k kvadrata.

Sa jedne strane, opet posmatraju�i gor�e desno teme, broj k × k kvadrata je (n + 1 − k) ·
(n+ 1− k) (videti sliku 10), pa je ukupan broj kvadrata jednak

n∑
k=1

(n+ 1− k)2 =

n∑
k=1

k2.
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Sa druge strane, svakoj ure�enoj trojci (a, b, c) takvoj da va�i 0 6 a < b < c 6 n (prime-
timo da ovakvih trojki ima

(
n+1
3

)
) dodelimo kvadrat qije tri stranice pripadaju pravama

x = a, y = b i y = c. Ovako dobijamo sve kvadrate qije je do�e levo, pa samim tim i gor�e
desno teme iznad prave y = x, videti sliku 11 levo.

Ure�enoj trojci (a, b, c) takvoj da va�i 0 6 b 6 a < c 6 n (ovakvih trojki ima
(
n+1
3

)
+(

n+1
2

)
) dodelimo kvadrat qije tri stranice pripadaju pravama x = a, y = b i x = c. Ovako

dobijamo sve kvadrate qije je gor�e desno teme na ili ispod prave y = x, videti sliku 11
desno.

(0; 0) (n; 0)

(n;n)(0; n)

(0; 0) (n; 0)

(n;n)(0; n)

(a; b; c)

0 ≤ a < b < c ≤ n

y = c

y = b

x = a

0 ≤ b ≤ a < c ≤ n

x = a x = c

y = b

Slika 11. Ilustracija preslikava�a trojki (a, b, c) u kvadrate.

Zak	uqujemo da je
n∑
k=1

k2 =

(
n+ 1

3

)
+

(
n+ 1

3

)
+

(
n+ 1

2

)
,

xto je i trebalo dokazati. X

Literatura

[1] Andre� Kanunnikov, Dokazat� delimost� pomo�et kombinatorika, �urnal Kvant, }2, }3, 2018.
[2] Arthur T. Benjamin, Jennifer Quinn, Proofs That Really Count – the Art of Combinatorial Proof, Mathematical

Association of America, 2003.
[3] George E. Andrews, Number Theory, Dover Books on Mathematics, USA, 1971.
[4] Richard Stanley, Enumerative Combinatorics 1, Cambridge University Press, USA, 2002.
[5] Miklós Bóna, A Walk Through Combinatorics, World Scientific Publishing, Singapore, 2006.
[6] Arthur T. Benjamin, Jennifer Quinn, Calyssa Wurtz, Summing Cubes by Counting Rectangles.
[7] http://artofproblemsolving.com/
[8] https://math.stackexchange.com/
[9] https://en.wikipedia.org/

13


