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KOPHUCTE®RHU ITOBPIINMHY

[ToBpimmHa reoMeTpujckux ¢urypa je 3aHMMJbMBA M BeOMa 3HAa4yajHa HACTaBHA MaTepHja
KOja je MpHUCyTHA y HacTaBU MaTEeMaTUKE OJ YETBPTOI pa3pella OCHOBHE INKOJIE Ma CBE JI0 Kpaja
Cpelbe HIKOJIE.

[{usp oBOr caomiTema je J1a Kpo3 pasHOBPCHE, MHTEPECAHTHE W CUCTEMATUYHO TIpYyNHCaHe
npUMepe yKake Ha MOryhHOCTH momysiapu3alnje OBUX HACTaBHUX CaJpiKaja y pelI0BHO] U 10/1aTHO]
HACTaBM MaTeMaTHUKe M KopulIhemy MOBPUIMHA paBHUX (Urypa y pa3HOBPCHUM HAaCTaBHUM, alld U

NPAKTUYHUM, TPOOIEMCKIM H )KUBOTHUM CUTYaIljama.

Konkperno 6uhe peun o kopuirhemy MoBpUIMHA y: MpoOIeMUMa er3UCTeHIUje TeOMETPH]-
ckux o0jekara; mpoOieMruMa u3padyHaBama MOBPIIMHA T€OMETPH]CKUX (UTYpa; JOKAa3HUM Ipo0OIIe-
MHUMa BE3aHUM 32 JeTHAKOCT MOBPIIMHA; JOKA3HUM MpOoOJeMHMa BE3aHUM 32 HEjeIHAKOCT TOBp-
[IMHA; KOHCTPYKTUBHUM IpoOJIeMUMa Be3aHUM 3a MOBPILIMHY; JOTUYKO-KOMOWHATOPHUM MpobIe-

MHUMa BE3aHUM 32 MOBPLINHY; APYTHUM IPOOIEMCKUM CUTYaIljama.

Hawmepa ayTtopa je aa u3narameM HEKOJIMKO JeceTHHa MpolieMa y KojuMa ce He IOMUIbE, a
KOPUCTH MOBPIINHA FEOMETPHjCKUX (PUrypa, CIIyIaonyd MOTUBHUILY /1a aKTUBHO YUECTBY]Y Y paay U
pasMHILIBajy 0 MoryhuM HacTaBIuMa mnpodieMa u (GpopMynaiyju HOBUX M OPUTHHATHUX MpodiemMa
CIIMYHUM pa3MUILbAbUMa, aHAJOTHjaMa, MEHhAmbeM IlapaMeTapa, eBeHTyalTHUM T'eHepajIu3aliijama
¥ HApOYUTO CBECTPAHUM HCTpakMBamuMa mpobdiema. KoHKpeTHO, KeTUMO /1a aHaJTU30M eJIeMeHTa-
pHHX Ipo0siemMa y3 ujeje MPUCYTHUX HACTaBHUKA, MoheMO 10 HOBUX Ca3Hamba M MHOILITBA 3aHU-

MJbUBHUX U OTBOPCHHUX Hp06neMa.

A) ITPOBJIEMU EI'BUCTEHIMIJE 'EOMETPUJCKUX OBJEKATA

MaremaTrKka je Hayka Koja ce u3mely ocramor 6aBu U MareMaTHYKUM O0jeKTHMa, IPH YeMy
TH 00jeKTH WJIM HBUXOBU MOJETH MOTYy OWTH peallHd, BUJJBMBH M ONMILUBMBH WIM M Hajuemthe,
BUIIE WIM Mame€ alCTPaKTHU. Ma 0 KakBUM KOHKPETHHUM M alCTPAaKTHUM MaTeMaTUYKuM 00je-
KTHMa pa3He CI0KEHOCTH OMiia ped yBEeK ce MOCTaBJba MUTAKkE HUXOBE er3ucTeHuuje. Tako na ce
Beh y ModeTHO] HAcTaBU MareMaTHke ydeHuiu Haly mpex nutamuma: Iloctoje nm uyetupu
y3acTomnHa HenapHa Opoja koju cy npoctu 6pojeu? IlocToju mu Tpoyrao umje cy crpanute 13, 14 u
28? Iloctoju nu npupojaH Opoj umju ce KBajapar 3aBpmasa nugpom 7?7 Iloctoju mu mecrocTpana

jennakomBuyHa npusmMa? [locToju mu mecrocTpaHa jeAHAKOMBUYHA TUpaMHia?

[IpobnemMu koju cneae Cy ymnpaBO TakBe ,,eT3UCTEHIIMjaliHE™ TMPUPOJIE M CBOJE CE Ha
KOHCTPYKIIM]Y T€OMETPHJCKOT O00jeKTa KOjH HCIyHhaBa JaTe YCJIOBE WM JOKa3WBAmkE J1a TaKaB
o0jekaT He MOCTOju. 3aTo MpOOJEeMH ET3WCTEHIM]e TPEACTaBbajy BPJIO 3aHUMJBUBY HACTaBHY
Marepujy, jep ydeHuke ymnyhyjy Ha eKCIepUMEHTHCame, HCTPaKHBAKE, KOHCTPYKTHUBHOCT,
apryMeHTaIjy ... IITO HaCTaBy MaTeMaTHKE YMHU 3aHUMJbUBHjOM a MOTHBAIIH]Y YYEHHKA TOIMKE
Ha BuIM HUBO. OHO MITO HapeaHe MpolieMe YHHU HHTEPECAaHTHUM j€ YHEbCHHUIIA Ja CE 32 FlbUXOBO
peraBame KOPUCTH MOBPITHHA TEOMETPUJCKUX (UTYypa, KOja je HEKAl TUPEKTHO MPUCYTHA, a YeCTO
HEBU/IJbUBA, aJTi BPJIO e(pUKACHA 32 FhbHXOBO PEIIABAKE .



1.  Tlocroju mu Tpoyrao uuje cy Bucune 5, 9 u 127

Pememe: Heka cy cTpanulie garor Tpoyria peaom a, b u ¢, a Bucue h, = 5, hy =9 u h. = 12 Tana je

S5a 9% 12¢c . 2P 72P 2P 40P 2P 30P
MOBpIIMHA Tpoyrda P=—=-"—=— , ma je a=—=——,b=—=——,c=—"—="—"
2 2 2 5 180 9 180 1290
. . . 2P 2P 14P 2P
Jeman ox ycnosa na mocroju tpoyrao je b +c¢ > a. Kakoje b+c=—+—=—+-<—=a, 10

9 12 36 5
TPaXEHU TPOYTrao He TMOCTO]H.

2. 3aKoje BpeOHOCTH MPUPOTHOT Opoja 7 MOCTOjU TPOYTrao 4Yuje cy BUcuHe n, n+ lun +27?

Heka cy a, b u n npuponnu 6pojeBu. [lox kojuM ycioBuMa mocToju TpOyrao 4uje Cy BUCHHE
mn+ant+b?*

4.  TlocToju 11 TpOYrao 4yuja je jeJHa BUCHHA jeIHaKa 30Mpy APYrux JBejy BUCHHA? *
[TocToju 1 Tpoyrao umje cy cBe crpanuiie Behe ox 2019, a unja je moBpnHa Mama o1 1?

6.  Jla 1m ce MOXKe KOHCTPYHCATH TPOYrao 4rje Cy CBE BUCHHE Mamke O] 2, a 4ja je OBPIINHA
Beha o 20197

Pememe: Younumo jennakokpaku Tpoyrao ABC TakaB 1a je meroa ocHoBuIa AB = 5000, a BUcHHA
Koja joj ogroapa CC'= 1.

AB -CC'" 5000 -1

[ToBpmmna Tpoyrna ABC je P =

5 = 2500 > 2019. Kako je CC'= 1, To je

BD =2, a BE <2. Kako cy Bucune CC'u BE tpoyria ABC mame 01 2 KOHCTPYUCAHH TPOYTao je u
TpPa’kKeHU TPOYTao.

7. Iloctoju u Tpoyrao 4mje cy cBe BUCHHE Behe of 3, a moBpIMHa Mamba o 47

8. Crpanwure Tpoyrna cy 3,4 u 5. Jla i1 y TOM TpOYIITy IOCTOjH Tayka ydja Cy CBa TPH
pacrojama oJ CTpaHHIIa TPOYTJa Mama ox 1?

B) ITPOBJIEMU NU3PAYYHABAKBA METPUUKNX KAPAKTEPUCTHUKA
I'EOMETPUJCKUX OUT'YPA

9.  Tauke M, Nu P nene ctpanunie AB, BC u CA tpoyrna ABC y oxgnocy: a) 1:1; b) 2:1; ¢)
m:n. Ako je nopmuHa Tpoyria ABC jennaka S, KoJauka je nospiiuHa tpoyria MNP ?

10. Tauke M, N u P nene ctpanune AB, BC u CA tpoyria ABC tako naje AM : MB=1: 1,
BN:NC=1:2uCP:PA=2:3. Axo je noBpmmHa Tpoyria ABC jennak 30, konauka je
nospuuHa Tpoyriaa MNP ?

! Hp06J'I€MI/I o0enexKeHH 3Be3anLaMa Cy HpO6J’IeMI/I KO KOjI/IX CC MOI'y IOCTaBUTHU U JIpyra IUTakba U Ipouec
HUCTpaAXMBamkba HACTABUTH.



Pememe: IloBpmmna tpoyrna Paypy = 2 3 £:5; Papasr = 25 3P =
2 6 2 10
2h
EAC 5 ap
Ha uctu HauwH je P cpy= f: E =8

c

A M B

Tana je Pavunve = Paspc - (Pavsy + Pavcp + Paamp) = 30— (5+8+9)=30-22=8

11. Tauke Mu N nene crpanuue AB, omnocHo BC tpoyrna ABC, Tako na je AM = MB n
BN :NC =1:2. Axo cenpaBe AN u CM cexy y Tauku S U ako je moBpimmHa Tpoyria ABC
jennaka 30, opeNTH MOBPITUHY YyeTBOpoyriia MBNS.

12. Jlar je konBekcaH yeTBopoyrao ABCD nospuiune S. Heka cy K, L, M u N penom cpenuiira
crpannua AB, BC, CD u DA gerBopoyria. Jlokazatu na je KLMN mapanenorpam u
U3padyHaTH BHETOBY MOBPILUHY .

13.  Crpanune 4B u CD xoHBekcHOT yeTBopoyria ABCD cy nojaesbeHe Ha TPH jeTHaKa Jiena U

Ha Taj HAYMH j€ YeTBOPOYTao MOJE/bEH Ha TPH Y3AYKHE Tpake. AKO je TOBPIIUHA
yeTBOpoyria ABCD jenanaka P u3padyHaTH MOBPIIUHY ,,CPEAHE™ TPAKe.

Pemewe: Heka je moBpimna Tpoyrina AEF jeanaka Py u nospiunHa Tpoyrina CGH jennaka Ps.
Tana je u Paypr = Paapr = P1 1 Pacou = Pargn = P2 jep Cy TO TPOYTJIOBH KOjH MMajy jeTHaKe
OCHOBHUIIE U jeHaKe (3ajeqHuuke) Bucune. CinudaHo, ako je Paypr = P3 T0 je u Paycp = 3P3 1 ako je
Papcr= P4 10je u Ppycp= 3Ps4.

[ToBpmmna yerBopoyrina ABCD je P = P 4pcp= Pascs + Pascp= 3P3 + 3P4, onHOCHO P3 + P4= P/3.

c c

' !
. Pl \ P4 i‘\\ \

! Y

,/ \ 1 . |

E H B A E B
C npyre crpane nospuuHa yerBopoyria ABCD je Pypcp= P3 + 2P, + 2P, + P4. VI3jennauaBamemM
IoBpHIIMHA I[OGI/IjaMO ;[aje 3P3 + 3P4=P3 + 2P1 + 2P2 +P4, Tj. P1 +P2 = P3 +P4=P/3.
[Ipema Tome Pgrgy = P1+ P, = P3 + Py = P/3.



14. Jlat je Tpoyrao ABC. TanreHTa t y Tauku 5 Ha omucaHy Kpy>XHHILYy OKO TOT TPOYTJia cede

AM . AE
npaBy AC y tTauku M. Ogpeautu o AKoje — = k.

15. Tauke A, B u € npumnanajy jeaHoj npaBoj. Hang AB, BC u AC , ka0 IpevyHHIIMA, Ca HCTE
CTpaHe Te MpaBe, KOHCTPYUCAHE Cy TpU NOIyKpyxkHHIE. LleHTap kpyxHuie k , Koja
JIOIMpYje CBaKy OJI TPH JaTe MONYKPYKHHUIIE, HaTa3H ce Ha pacTojamy d o mpase AC .

Onpean TONYNPEYHHUK KPYXKHHULE k.

Pememe: Heka je A —F — C pacmnopes Tadyaka v HEKa je
AB = 2r,BC = 2R, 0, cpemmiure AEB, 0, cpeauuire

BC, 0, cpequmute AC, O neHTap KpyxHulle k nare y
3a/1aTKy, X HEH MOJYNpeyHuK U D moHoXK]e HopMase u3 O
Ha AC(OD = d). Tana je

A0, =0,C=r+R, 0,0,=A0,- A0, =R, 0,0,=C0,-C0,=r,
0,0,=0,B+B0,=r+R, 0,0=r+x, 0,0=R+x, 0,0=R+r—x

XepoHOB 00pa3all 3a pauyyHame MOBPIIMHE TPOYTJIA TIIaCH

at+b+c

P=,s(s—a)(s—b)(s—c) rneje s=

nmosryooum tpoyria. Y tpoyriny A0, 00, cy cTpaHuIe

r+x, RuR+r—xmnajes= R +r, Te IMaMO

Pro0o, =+ (R + r)r(R — x)x. Ca gpyre cTpaHe 0Ba MOBPIIMHA j€ jeIHAKA ITOTYIPOU3BOLY

cTpaHule 1 oroBapajyhe Bucune, Te ce 106uja Pyg oo, = 2 0,0,-0D = 2(R + r)d. Kana

] . 1
_ ' v(R+r)r(R—x)x=-Rd
U3jeTHAYUMO OB€ u3pasze 100ujamo EE
VY tpoyriny AO,00, cycrpanuner ~x, v+ RuR+x,maje s=R+r+xu

/ 1 1
Pyo,00, =V (R+ 71+ x)Rrx . Py oo, =50,0, 0D = E[R +r)d na umamo

= 1
Vv(R+7r+x)Rrx = 5 (R+r)d

Haxon kBagpupama u 0y3uMama OBE JIBE JeIHAaKOCTH J00HjaMo
rx’(2R+7r) = Erd:(ER +7), OHOCHO ¥ = =
16. VY mapanenorpamy ca cTpaHuiiama @, b ¥ OITpUM yIJIOM & KOHCTPYHCAHE Cy CHMETpasie
YHyTpammbux yriaosa. OpeIuT NOBPUIMHY YETBOPOYIJIa opeheHor TUM CUMeTpajiama.
17.  Tauka A npumaza Kpyry k moiynpedHuka . A, U A, Cy IOJIYNpPaBe TaKBE 1a je
IpAqg = 60° Axo cy B u C npeceyHe Tauke TUX NOJYNPAaBUX U Kpyra K, OOPEIUTH

nyxuHy Tetue EC.

18. 'V mpaBoyriu Tpares 4uje Cy OCHOBHUIIE @ U b ymucaH je kpyr. OapeIuTu MOBPIIHHY
Tparesa.

19. HW3pauyHaj MOBpIIMHY Kpyra 4djH j€ TMOJYNMPEeYHUK jeaHaK r.*

20. Op texumHux gyxu Tpoyria ABC KOHCTpyHCaH je Tpoyrao Koju je cnudan tpoyriry ABC.
OnpenuTy KOe(UIM]EHT CIMYHOCTHU Ta J[Ba TPOyrJia.*



Pememe: Heka cy t_,t,,t, TeXUIIHE NyXKU KOje OJAroBapajy cTpaHuuama a,b,c tpoyria AABC,

perom. Tama je 4t =2c”+2b" —a*, 41,° =2c* +2a”> —b* | 4t 7 =22 +2b* —c"ma

Behoj cTpaHuIM OAroBapa Mama TEXHUIIHA AyK. be3 yMameHa OIIITOCTH, MOXKEMO MPETIOCTABUTH
nmajea < b < c.

e _

Tana je T“ = f = — = k, ma KopuihemeM ropibIX Je[HAKOCTH HMaMOo

4k*(a® + b  + %) =4(t,” +t,° +t.7) = 3(a® + b* +¢%). Kakojea® + b +¢* > 0 (a camum

tiM 1 = 0). Cnemn 4k* = 3 ogHocHO k =

21.

22.

23.

24.

25.

26.

&
r:-IJ

C) HOKA3HU ITPOBJIEMU BE3AHU 3A JEAHAKOCTHU ITOBPIIMHA

Hexka cy nyxu h,, hy u h. Bucune tpoyrina ABC (a >b 2>c). [lyxu h,, hy u h. cy crpanuie
tporna A'B'C". Axo cy tpoyrinosu ABC u A'B'C’ cimauu ouza je ac = b*. Jlokasarn.*

2 2
. h .

Hexa cy h,, hy u h. BUCHHE TpOYTJIa TIpH YeMY je « | 4+ | = | =1.Hoxka3aru 5a je

hb
TPOYTao MPaBOYTIIU.
Heka je M mpou3BosbHA TauyKa y YHYTPAIIHk0j 00JACTH jeTHAKOCTPAaHUIHOT TPOyTia
CTpaHMIIE @ ¥ HEKa CY X, ), Z PEIOM HOpMaJIHa OJICTOjara Tauke M o] CTpaHHIIa AaTOT

. a3

Tpoyria. Jlokazatn naje x+ y +z = —
Hexka je M mpou3BoJpbHA Tauka y YHYTPAIIKkH0j 00TACTH jeTHAKOCTPAHUYHOT TPOYTIIa BUCHHE
h. Axo cy P, Q u R HOpMaTHe mpojeKiije Tauke M Ha BUCHHE JaTOT TPOyTJia OHJIA je
AP + BQ + CR = 2h. Jlokazartu.

Jly’)xuHe cTpaHuIla TpoyTiia 00paszyjy apuTMETHUKY nporpecH]y. Jloka3aTu aa je jemHa of
BHCHHA TPOYIJIA jeJiHaKa 37, TAe je 7 MOIYIMPEYHUK Kpyra YIUCAHOT Y TPOYTao.
Jlat je Tpoyrao ABC. Y temeHy B mator Tpoyria KOHCTpYHCaHa je TAaHTeHTa ¢ Ha

Kpy’KHULly onucaHy oko Tpoyria ABC. Tanrenrta ¢ ceude npaBy AC'y tauku M. Onpenutu
AM : MC, ako je AB : BC = k.



.1 1 1 )

27. Hexka cy h,, hy u h. Bucune Tpoyria. Jlokazatu na je h_ + h_ + h_ =—raejer

a b c r
MOJIYIIPEYHHUK KPyra YIUCAHOT Y TPOYTao.

28. Hexka je M npou3BoJpHa Tauka y YHYTpPAIIkH0j 00JIACTH TPOYTJIa Ydje Cy CTpaHuLe a, b, ¢ u
HEKa Cy X, J, z pPeJIOoM HOpMajiHa OJICTOjama Tauyke M oJ1 CTpaHHIIa AaTOT TpoyTia. AKO cy
hg, hy v h, BUCHHE TpOYTJIa, OHJIA je& hi + hl + h_ = 1. Jloka3zaTu.

a b c
D [ToBpmmna Tpoyria ABC je
p__ax . by L.z
2 2 2
b Kaxo je azi,b: 2P ,C= 2P TO je
h, h, h,
p_ 2Px N 2Py N 2Pz

30.

31.

32.

33.
34.

2h, 2h, 2h,
AKo 1oOMjeHy jeTHaKOCT MoAeIUMO ca P ciienu aa je

A

h.h, h

Kpo3 nentap S kpyra ynucanor y natu tpoyrao ABC koHcTpyucaHne cy pasea ', b'u c'
napajenaHe cTpaHuliama a, b u ¢ garor tpoyria. CTpaHule JaTor Tpoyria Ha paBama a ',
[ [ : . m n p
b'u c'oncenajy onceuke nyxuHe m, n 1 p. Jlokazartu naje — +7 +——=2
a c
Kpo3 nentap S kpyra ynucator y natu Tpoyrao ABC koHcTpyucaHne cy pasea ', b'u c'

napaJieJiHe cTpaHuiamMa a, b u ¢ naror tpoyria. IlpaBea ', b'u ¢ ' Ha cTpaHUIlamMa AaTor
. ..oom n p
TpoOyTJia OfCEeNajy OACEUKe NyKUHE m, n U p. Jlokazatu jaje — + s +——=1.
a c

MHoroyrao koju je onrcas OKo Kpyra MoJylpeyHHKa 7, Ha IPOU3BOJbaH HaUNH, PA3JIOKEeH
je Ha KOHaYHO MHOTO TpoyTJiioBa. Jloka3aTu Jia je cyma MoJylnpeyHruKa KpyroBa yIHCaHuX y
Te Tpoyriose Beha of 7.

Y KOHBEKCHOM MHOTOYTJIy YH]JU Cy CBHU YIJIOBH jeHAKH JaTa je Tauka M. Jlokazatu na je
30Mp HOPMAITHUX OJICTOjama Tauke M o]l CTpaHWIla MHOTOYTJIa KOHCTAHTaH U HE3aBUCAH O]
n3bopa Tauke M.

Jlokazaru YeBuHy Teopemy (KopuirhemeM MOBPIINHA).
Hexkacy a =BC,b = CAu ¢ = AB ctpanuue tpoyria ABC u kome je 4BAC = 3 - 4ABC.

JlokasaTu 1a je taga be® = (a — b)*(a + b).

Pememwe: O3naunmo ca e, [5, y yrioBe Tpoyria koja temena A, B, C. V3 ycnosa 3a1aTka UMaMo

najea = 38 uy = m— 4f. CunycHa treopema y tpoyriny AAEC HaMm 1aje

b _a a
sinff sin3f sinfB(4cos?f — 1)

Cnenu na je

a = b(4cos’f — 1)



3a pauyHame TPaKEHOT M3pa3a joI Tpeda 1a UCKOPUCTUMO KOCHHYCHY Teopemy y Tpoyriay AABC ,

c? =a* + b* — 2abcosy
Kao ¥ GopMyJTy 3a KOCHHYC Y€TBOPOCTPYKOT yIJia: ’
cos4ff = 8cos*f — Bcos?f + 1.
Tana je
be® = a’b+ b* — 2ab® cos(m — 4y) = b* + abla+ 2b- cos(48)]
= b® + ab[b(4cos’f — 1) + 2b - (8cos*B — Bcos’f +1)]
= b* 4+ ab*(16¢cos*f — 12¢cos%f + 1)
= b* + ab*[—1 — (4cos?f — 1) + (4cos?f —1)7]
=b*—ab®—a’b+a’*=(a—b)(a+d).
35. KpyxHuia koja je ynucana y Tpoyrao ABC nonupyje crpanuie 4B u AC penoM y Taukama

Mwu N. Heka je P tauka npeceka cumerpaie yria £ ABC w npaBe MN. JlokazaTtu na je
nopiuHa Tpoyria ABC nBa myta Behe o nospiumne Tpoyria ABP.

36. Kpyr ynucan y npaBoyriu Tpoyrao ABC (teme npasor yria je C) 1oaupyje Xunorenysy AB
y Tauku D. Jlokaszaru fa je moBpiuHa Tpoyria jeqaka AD - BD.

37. ujaronane tpaneza ABCD cexy ce y Tauku O. Jloka3zaru aa je moBpuuna tpoyria AOD
jenHak nopmuHU Tpoyria BOC.

Pemewe: Heka je nmoBpunnaa Tpoyrina AOB jenHaka P, D <

nospirHa Tpoyria AOD jennaka P, W MOBpIIMHA o

tpoyrna BOC jennaka P;. Kako je Paspp = Passc jep

uMajy 3ajeIHNYKy OCHOBHIY AB 1 jeHake BUCHHE TO je

Paiggp=P1+ P,= P+ P3;=Pypc. Cnemn /:[aje P> =P;

IITO je U Tpedaso JOKa3aTH. A

38. Jlmjaronane koHBekcHOT ueTBopoyria ABCD ceky ce y Tauku O. /loka3atu aa je mpous3Boj
noBpirHa Tpoyriosa AOB u COD jennak npounsBoy nospirHa TpoyriioBa BOC u DOA.

39. Crtpanuue AB u CD koHBeKcHOT yeTBopoyria ABCD cy nojesbeHe Ha NeT jeJHAKUX
JIeIIOBA U HA Ta] HAYWH j€ YETBOPOYTao MOJIeJbEH Ha MET Y3Iy)KHUX Tpaka. Jlokazatu na je
MOBPIIIMHA ,,CPENIHE TpaKe jeJJHaKa MeTHHU MOBpIInHE yeTBopoyrina ABCD.*

40. [Hart je omrrpoyrau Tpoyrao ABC . Heka cy M, N u P cpenumura ctpanuna AE, ACu BCu 4,
MOJIHO]e HopMaJie U3 Tauke N Ha cTpaHully BC, v Heka je A, cpeauire ayxu MA, .
Koncrpyummmmo ananorno B, u €, . Jlokaszatu na ce npase A4, BB, u CC ceKy y jenHoj

Ta4yKH, aKO U CaMO aKo je Tpoyrao AB L jemHaKOKpaK.

Pemewe: Heka je {A,} = A4, N BC, ounro je A, yHyTpamima Tauka gyxu 5C.
Taxole, Heka je @ moxHOXje HopMaie u3 M Ha BC , Tako 1a je ouuTO A, IIEHTap NPaBOyraoHUKa
MNPQ. Cnenu na je

BA,  =in 494BAA,/=sin4BA  A-BA _ =zin4dMAA, BA _ sin49AMA, MA,/AA, EA _ sin 4AMF FEA __
A C gin 94, AC /mn <A A C-CA mn A, AN CA Ein SANA, A.N/AA, CA sndANG CA
gin AMAP-AP (MP

gin QAN -AQ/NQ




B4 EA-AP-gin 4BAP Pipa EP . .
=== = _48AF . (yMeCTO MoBpImurHa MOTJIM CMO JOII JCAHOM MMPUMCHUTU CUHYCHY
CA CA-AQ=in€QAC  Pygac  QC

Teopemy). Jlasbe paduyHaMO IPUMEHOM KOCHHYCHE TeOpeMe.

BP=BC—PC=a—~-ACcosaC =q—2- 222 € -3 P 7c _ 3ai-pi+ct

= ,Qf

E 2ak 4a 4a
To 3naum na ce ycnos UeBuHe TeopeMe Ha KOHKYPEHTHOCT nipaBux Ad,, BBy n CCy :

BA, (B, AC, )
— - —-—= =1 MOX€ IpenucaTu Kao
A.C B A OB

(Ba? =B+ B -2 +a)B-a’+ b)) =Ba’ +b2 =B + 7 —a?)
(3c2+a* - b?).

OBa peanainuja ce eIeMEHTapHUM alredapcKuM TpaHc(opmalijama cBOIM Ha

(a® —b*)(b* — c*)(c? —a®) = 0, a0 je ynpaBo ycioB za je Tpoyrao AABC jemHAKOKpaK.

41. Heka je Tpane3 ABCD kon xora je AB || CD u P Tauka Ha IPOAYXEeTKy nujaroHane AC Tako
naje C mamehy Au P . Axo cy X u ¥ cpenumrta ocHoBunia AB u €D, a M u N npecedne
Tauke npaBux PX u PY ca nyxxunama BC u DA |, pegom, 1okazatu 1a je mpaBa MN
napajieJTHa OCHOBHIIAMa Tparesa.
Pememe: [Ipumernmo aa je % = ﬁ
Kako je Sppmp + Saxms = Sapxs = Sapxa = Sapcm + Saacm T Saazm
no0ujamMo 12 je Sipuzs = Saipuc T Saacw

BM L BT T By AL
Ilpema Tome —— = —SEHME—24CH — 1 4 ALK — 1 4 (1)

MC SapMC - SaPMC P
. AN Srpa .
Ciu4Ho Kao u rope, kopuctuhemo 1a je o= % . Kako je ¥ cpenumure nyxu CD, Baxu.
i APDN
Sapne = Sapve T Saven = Sapoy T Sapvn = Sapon VI3 Sapna = Sapne T Sacna CTIC€OM 112 jO
AN Eapna Erpnor+ S ~ B AC
AN _ JapNA — JapNCY SMcNA — g 4 JacNA — g L AC ()
ND SAPDN SAPNC SAPNEC cr
AN BM .

U3 (1)m (2) cnemu — = — mmto 3Hauu naje NM || AB || CD .

ND MC

42. 'V xoHBeKCHOM 4eTBopoyrny ABCD rauka O je mpecek aujaronana. Heka cy E, F u G penom

npojekiyje Tauaka 5, C u O Ha AD . Jlokasatu 1a je moBpiuHa yerBopoyria ABCD jeqHaka
AD-BE-CF
2-06G

D) JOKA3HU ITPOBJIEMU BE3AHU 3A HEJEIHAKOCTHU ITOBPIINHA

43. Jloka3aTH Ja MOBPIIMHA TPOYTJIa Yhja ce TeMEHa Hajla3e Ha CTpaHHIlaMa Iapasesnorpama
HUje Beha 01 MOJIOBUHE TOBPIIMHE Mapalieiorpama.

44. V mpaBoOyriioM TPOyIidy Baxu ¢+ h >a+b , rme ¢y a u b karere, ¢ XHIOTEHy3a H
h xuroTeHny3nHa BUcuHa. JlokazaT.

45. KoHBeKCaH MHOTOYTao KOjH je ONHUCaH OKO Kpyra MOJIyIPEUYHUKa ¥, pa3JI0KEH je Ha KOHAYHO
MHOT'O TpoyrJioBa. Jloka3zaTu Jia je cyma MoJyMpeuyHUKa KpyroBa ymiucaHuX y J00HjeHe
TpoyriioBe Beha ox 7.
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46. Hexkacy t, u t, TSKHIIHE TyXHU, Koje oaroBapajy crpanunama BC u CA tpoyrina ABC, a
3 .
P mwerosa nospmmna. Jlokaszatu na Baxu: f, - f, = EP . Moxe nu ce nata HejeJHAKOCT

YOIIUTUTH?

47. Hexkacy a, b, ¢, d crpanute, a P moBpiimHa KOHBEKCHOT YeTBOpoyTia. Jloka3zaTu 1a Baxu
. a’>+b* +c* +d’? .
HejenHakocT P < 2 . Kana Baxxu jennakoct?

Pememe: Heka cy @ u f yriioBu usmel)y crpanuna a = ABu b = BC, ogHocHO ¢ = CD u

d = DA, penom. Tana je

I

P(ABCD) = Pyppc + Papcp = ;ab sina + ;Cd sinff = > (ab +cd) <

- =

2

=

4

1fa®+b* c*+d*\ a®+b*+c +d°
2 * 2 4

JeaHakoCT y MPBOj HEjEJHAKOCTU BaXKH aKKo je ¢ = ff = 90°, a y apyroj akko je a =buec =d .

JlakJyie, jeTHAKOCT BaXKH aKKO j€ JIaTH YETBOPOYrao KBajapar.

48. Hexkacy A', B'u C'ipeceun cumerpana yriaoBa tpoyria ABC ca ctpanunama BC, CA u AB
TOT Tpoyriia. Ako je cBaka oa nyxu AA4A', BB'u CC' mamwa on 1, OHJIa je ¥ TOBPIIMHA

1
Tpoyriia Mama o1: a) 1; 0) T
3

49. Ksazpar je mojiesbeH Ha KOHAYHO MHOTO ITPaBOyraoHMKa koje ce Mel)ycoOHo He mpekiamnajy.
Jlokasatu Jia je cyma MOBpIIMHA KPYroBa OMUCAHUX OKO THUX MpaBoyraoHuka Beha ox
MOBPIIUHE KPYyra OMMCAHOT OKO KBajpara.

50. 'V ynyTpamm0oj 06JacTH AaTOT KBajapaTa CTpaHHIle | yrmucaH je KOHBEKCaH MHOTOYTao KOjH
uMa n ctpanuna. Jlokasaru na mocroje reMeHa A4, B u C MHOTOYTJIa, TaKBa Jla IOBPIITHHA

Tpoyria ABC He nipenasu iz
n
51. a) Ako je P nmoBpmmna, a O 06MM KOHBEKCHOT MHOTOYTJIa, OHJIA TIOCTOjU KPYT

P . .
MOJIyTIPEYHHUKA ) KOJU C€ Hajla3u y YHYTpallwk0j o06nactu MHOroyria. Jlokaszaru.

0) Y yHyTpammOoCcTH KOHBEKCHOT MHOTOYTIIa M| unja je noBpimuHa P u o0um O, ynucax

. . . 2P P
je MHOTrOyrao M, uuja je moBpmmHa P, u o6um O,. Jlokazatu na je 71 > 0—2 .
1 2

Pememwe: a) Heka cy cTpanuiie JaTor KOHBEKCHOT MHOTOYTJIA PEJIOM A , d2 ... dy . AKO HaJ
CBaKOM O/ CTPaHMIIa MHOTOYTJIa KOHCTPYHILIEMO MTPABOYraOHUK YHMja je Ipyra CTpaHHIIA jeHaKa 7,
oHmaje aj-r+ay-r+ .. + a,-r< P,maje(a;+a, + ... + a,)-r = O-r< P, nmanocroju 6ap

. o P
jenHa Tayka S y MHOTOYTJTy TakBa Jia ce KpyT YHjH je LieHTap S U MOITYIpEeYyHUK ) HaJa3u y

YHYTpaIIk0j 00J1aCTH AATOT MHOTOYTJIA.

0) Hexka cy cTpanuile KOHBEKCHOT MHOTOyTaa M| pemom a; , ay ... a, W Heka je S IeHTap Kpyra
KOjH ce HaJla3u y yHYTpallwkoj obigactu MHOroyria M,. Tana je moBpiunHa MHOTOyria M, jenHaka

a, - h a, - h, a,-h, .
5 + + .t E— raecy h, h, ...h, penom HopMaaHa OCTOjama Tauke S of

ctpanwuiia mHoroyria M;. Kako je
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P = a + a I R L T :
2 2 2 2 2 2 2

Cnenu na je £> &
Ol 02

E) KOHCTPYKTHMBHU 3AJJALIM BE3AHU 3A ITOBPILIMHE

52. 'V ynyrpamm0j obnactu tpoyria ABC oapenuTtu Tauky M, TakBY Aa Cy MOBPIIMHE
tpoyrioBa AMB, BMC n CMA melyycoOHo jeqHake. ™

Pememe: Kako cy noBpmnne tpoyrinosa AMB, BMC u

CMA mehyco6Ho jeqHake TO je cBaka jeqHaka TpehuHu C
nospimHe Tpoyria ABC. I'eomerpujcko mecto Tayaka M q Al
TaKBHX J1a je moBpinHa AMB jennaka Tpehunu
|
!

MOBPIIMHE TPOYTJIa je MpaBa p napajiesiHa ca AB uduje je
pactojame o1 AB jennako Tpehunu Bucune CC'. CiuyHO / )

je ¥ 3a ocTaia JiBa TpOyrija, Tj. Tauka M ce HaJla3u u Ha %w x
MpaBoj ¢ 4Mje je pacTojame o1 npase BC jeIHaKo jeaHO]

Tpehunu Bucune AA'. [lpecek npaBux p u g oapehyje
Tauky M koja je y cTBapu Texuire Tpoyria ABC.

p

0o s

A C

\

53. OppenuTu Tauky y YHYTPAIIHOCTH TPOYIJIA, TAKO Jia IPOU3BOJ PACTOjama OJ1 T TaYKe J0
cTpaHHIa Tpoyria Oyne Hajpehu.
C

Heka cy x, y, z pactojama Tauke M of cTpaHuiia
tpoyrna BC = a, CA = b, AB = ¢, penom.
Tana je P = Paspc = PavpctPavica™Paviap =
= b—y + E-p.

2 2 2
Kaxo je ax + by + cz = 2P u3 HejenHaKOCTH

apUTMETUYKE U T€OMETPH)CKE CpEeIuHE

cienu 1a je:

A G B

3
2P = axtby+e > 3/ axbycz |, Tj. (%) > axbycz,nmaje abcxyz < (%j

3

3 3

3
. . 2P
Kako je 3a Tauno onpeleHn Tpoyrao necHa cTpaHa HejeTHAKOCTH (T KOHCTaHTHA TO JIeBa

. . . . . 2P
CTpaHa HEjeTHaKOCTH CBOjy HajBehy BpemHOCT nobuja kana je ax = by = cz = 5
Jlakiie TpakeHa Tauka M je OHa Tayka 3a Kojy je X = 2P _ A, _2E z = 2P _ A
P J VA 3a 3 y 3b 3 3 3

TO j€ OYMIJIETHO Kaja je Tauka M TeXHUIITe TPOyTJIa.

12



54. KoHcTpyucatu Tpoyrao udvja je jeJlHa BUCHHA 2, qyra BUCHHA 3, a Tpeha BUCHHA jeHaKa
30upy JaTUX BUCHHA.*

55. KoucTpyucatu Tpoyrao udvja je IOBpIIMHA jeTHAKa TOBPITUHHU 1aTOT KOHBEKCHOT
YeTBOpOyTia.*

56. KoHcTpyuncaru nmpaBOyraoHUK 4dja je MOBPIIMHA jeTHaKa MTOBPIIMHM 1aTOT TPOYTJIa.

57. ]Jlar je mpaBOyraoHuK uuje cy crpanuiie a u b. KoHcTpyuim KBaapar yuja je moBpIIrnHa
jeHaKa MOBPIIMHU MMPaBOyraoHuka.*

58. ]Jlar je jemHaKOCTpaHWYHH TPOYyrao cTpanuile a. KoHcTpyrncatu KBaapar uuja je moBpIIrnHa
jeaHaKa MOBPIIMHY JIaTOT j€THAKOCTPAHUYHOT TPOYTJIa.

59. KoncTpyuncaru nMpaBUIIHHU IIECTOYTA0 YHja je TOBPIIUHA jeTHaKa 30upy MOBPIIMHA 1aTOT
KOHBEKCHOT I€TOYIJIa U IaTOT KOHBEKCHOT cenMoyria. *
[IpeTxoauu mpobeM je mpuMep KOHCTPYKTUBHOT ,,cabupama‘ MOBPIITMHA U TIPEICTaBIba
BeoMa JIeny WIYCTPAaIHjy U acolljannjy Ha Temy ,,Kako hy pemmTn maTemaTuyku 3aaarak?
jep mokasyje Kako CBeCTpaHa aHaIH3a jeTHOT Mpo0JieMa U CHHTE3a HH3a MPETXO0HO
CTeUeHUX 3Hama 00e30el)yjy mocTymHu, a CUTypaH X0/ Ka pellemy.

60. Opgx cBux TpoyryioBa uuju je 06um 30 KOHCTPYHUIITK OHAj KOju MMa HajBehy moBpmmHy. *

61. la mu je moryhe nmpaBoyraoHuK uuje cy cTpanuiie 9 u 4, pape3aru caMo Ha JBa Jieia o1
KOjHX je Moryhe cacTaBuTH KBaapat?

Pememe:

62.

63.

F) JIOTMYKO-KOMBUHATOPHU 3ATALI BE3AHU 3A ITOBPIIMHE

Jloka3aTu /1a ce y CBaKM KOHBEKCHU MHOT'OYT'ao MOBPIINHE jelaH MOXKE YITHCATH TPOYTao
YMja MOBpIIMHA HUje Mama o1 1/4.*

VY kBazpary crpanuue 1 youeHo je n Tayaka. Jlokasatu Aa je mOBpIIMHA JEHOT 01
TPOYTJIOBA YHja Cy TeMEHa yOUCHE TauKe WIIM TeMEHA KBaJIpaTa Mama WU jeHaKa

B
2(n +1)

Pememwe: Ca HapeIHe CIIMKE j€ jacHO J1a jelHa Tauka yHyTap KBajpaTa ,,Ipou3BoaAU" 4 Tpoyra.
AKoO 10aMO IpyTy TauKy, OHJA ,,YHUIITUMO je/iaH, a 1obujeMo 3 HoBa TpoyTia, rna ce 6poj
TpoyrioBa y cymtunu noseha 3a 3 — 1 =2 u umamo ykymnHo 4 + 3 — 1 = 6 TpoyrioBa. AKO MpoIiec
HacTaBUMO 3a 3 Tauke hemo umatu 6 + 3 — 1 = 8 Tpoyrosa ... a 3a n Tauaka hemo umatu 2(n + 1)
TPOYTJIOBA.
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Axo 6m moBpimHa cBakor oa 2(n + 1) tpoyrmosa 6una Beha on

MOBpPIIIMHA CBUX TpoyrioBa Ouina Beha ox 2(n + 1) -

— —  ouna O yKymHa
2(n +1) e

1

=1, mrro je Hemoryhe, jep je
2t D) J yhe, jep )

MOBpPIIIMHA KBaJlaTa jeqHaka 1.

64.

Hato je 2019 mpaBux 01 KOjUX CBaKa /IS JaTH KBAIpaT HA JIBa YETBOPOYTJIA YH]e Ce
NoBpIIMHE o7HOce Kao 2 : 3. Jlokazatu ga 6ap 505 matux mpaBuX Mpojasu Kpo3 jeIHy
TauKy.*

Pememwe: Heka npaBa p nenu natu kBaapat ABCD Ha Ba 4€TBOPOYTJIa YHje C€ TIOBPIIUHE OJHOCE
kao 2 : 3. Kako cy 06a yeTBOpoyTiia Tpamnesu uuje cy cpeame auauje XN u YN, BUX0oBe MOBPIINHE
Py, u P, cy penom jegnake: Py =AD - XN un P,=AD - YN.Kakoje P, : P,=2:3,T0jeu

XN : YN=2:3, naTtayaka N nenu cpeamy TUHH]Y KBaapaTa XYy oqHocy 2 : 3.

D y C
E
ARL
X =
- Y
K
F
A \ B
&

Mehytum Tagaka Koje uMajy ocoOnHy kao Tauka N uma jou Tpu K, L, M, jep cBaka ol X
Cpenmy JNMHHU]Y KBaapaTa nenu y ogHocy 2 : 3. To 3Haum na cBaka ox 2019 npaBux ,,nposazu‘
Kpo3 jenny on yetupu tauke K, L, M, N. Kopuctehu [{upuxiieoB npuHIun gokasyjemo 6ap
504 + 1 =505 mpaBux mpoja3u Kpo3 jeHy O YOUEHUX Tadaka.

65.

66.

VY pasnu je gato 100 Tayaka, TakBuXx /1a Mel)y CBUM Iy>)KHHaMa, 4dje Cy OHE KpajeBH,
HajIyka uMma nyxuny 1. Jlokazatu ga je nyxuHa d, Hajkpahe mel)y oBUM qy’knHama, Mama

on =
9.

VY jenuHMYHOM KBagparty aaro je 2019 tadaka, o1 KOjuX je jeHa IeHTap KBaapara. 3a CBaKy
TauKy je y3eTo pacrojame 10 10 Hajommwke ox octanux 2018 Tauaka. [lokasaru na je 30up
KBaJpaTa OBaKBUX pacTojama Mamh o1 3,6.
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G) AJI'EBAPCKMU ITPOBJIEMU KOJU CE PEIIIABAJY
KOPUIITREBEM TTOBPIINHA

67. AKocy a, b, c TO3UTHUBHU peaHu OpPOjeBU TAaKBH Ja je a > ¢ U b > ¢, OHJa BaXHU

. ab
HEjeTHAKOCT \/az -+ \/bz - ¢ <—— . lokazaru.*
c

A Pememe: Younmo nentoun ABCD duje cy
crpannue AB =AD=a u BC=DC =5, a
nujaronana BD = BS + SD = 2c.

Kakoje AS = a*> —¢> u CS =4 b> —c* 10

D j€ TOBpIIIMHA JIEITONAA jeIHaKa TOMYITPOU3BOILY

26’(\/612—02 +\/bz—c2 )
5 .

C npyre cTpaHe OBpIINHA IEATOUIA j€ U

P:ZM% . Tana je

aujaroHana, Tj. P =

2P:c(\/az—c2 +\/a2—c2 ):absingDSab,
naje \/az—cz +\/bz—c2 < b

C c

x—y =144
68. PemmTu cucrem jeqHaunHa ¢ z° — y° =16 Traecyx, y M z HO3UTHBHM pealHH OpojeBHu.

xz=16y

Pememe: Heka cy x u z nyXuHe CTpaHHIla, a y BUCHHA U3 TeMeHa V Tpoyria XVZ u Heka je
ZX =12+ 4 =16 tpeha cTpanuiia youeHor TpoyrJa.

. A\

Tana je u3 [luraropune Teopeme X - y2 =144 u 2> - y2 = 16. [loBpuIrHa yoUueHOT TpOyTa je

P= 162- Yy _ X Szln(” . W3 ycroBa 3aatka je xz = 16y, na je xz = xz-sing. Jlakie sing = 1, na

je yrao ¢ Tmpas, Tj. yOUEHHU TPOyTao je mpaBoyriu. Ha ocHoBy [luTaropune Teopeme 3a youeHH
IPaBOYIIH TPOYrao je x° +z° = 16 =256, a u3 ycioBa 3ajarka je x> - z> = 144 — 16 = 128.

PemaBamem no6ujeHOT cucTeMa jeTHauYnHa qo0uja ce x = 8\/? , V= 4\/? ,z=38.

69. Hexkacya, b, ¢, x, y, z TO3UTUBHYU peaTHu OpojeBU TakBU Aaje a +x=b +y=c+z=1.
Jokazatu na je ay + bz + cx < 1. Moxe nu ce Aara HejeJHAKOCT yOrmTHTH? *
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