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Кратка историја квадратних једначина 

Зашто квадратне једначине? 

Као што је познато, израз облика          који чине променљива   и неки реални бројеви  ,   и   

(при чему је    ) назива се квадратни трином. Решити квадратну једначину значи решити једначину 

која може бити записана у облику           . 

Префикс quad долази од латинске речи quattuor и има значење „четири“, а квадратне једначине 

подразумевају да је непозната највише степена два, а не четири. Зашто су квадратне једначине 

повезане с бројем четири? Зар не би било очекивано да у имену имају асоцијацију на број два: 

дијадне? Дуомне? Биномне? Можда два-ратне? 

Квадратне једначине су блиско повезане с проблемима који се тичу квадрата и четвороуглова. 

Штавише, реч квадратна изведена је из латинске речи quadratus, са значењем квадрат. Та веза се у 

српском језику очувала, пошто се правилан четвороугао назива квадратом, за разлику од, на пример, 

енглеског, где се за квадрат користи реч square. 

Класификација једначина 

Данашњи начин класификације једначина према највећем степену непознате савремено је 

достигнуће. Интересантно је да је ел Хорезми (око 800.) дао класификацију различитих типова 

квадратних једначина који су се појавили као последица чињенице да у својим разматрањима није 

користио нулу ни негативне бројеве. У својој Алгебри он посвећује квадратним једначинама шест 

поглавља, свако за нови тип. Једначине су описане речима, а формирају их три типа величина – 

квадрати (оно што бисмо данас означили са   ), корени (данас бисмо их означили са  ) и бројеви. У 

савременој нотацији, у питању су следећи типови: 

квадрат једнак корену (      ) квадрат и корен једнаки броју (        ) 

квадрат једнак броју (     ) квадрат и број једнаки корену (        ) 

корен једнак броју (    ) корен и број једнаки квадрату (        ) 

Још један систематичан покушај класификације може се наћи у Алгебри Омара Хајама (око 1100.), 

међутим, и његова се знатно разликује од оне коју користимо данас. Хајам дели наше једначине 

првог, другог и трећег степена на просте и сложене. Просте једначине су облика:  

          
           
            

Сложене једначине најпре дели на триноме и квадриномне, и затим наводи њихове облике. 

Класификација према степену, уз могућност да словни коефицијент буде позитиван или негативан број 

ушла је у употребу тек почетком XVII века, захваљујући утицају Симона Стевина, Франсоа Вијета, 



Албера Жирара, Томаса Хариота, Вилијама Отреда и Ренеа Декарта. Посебно, Декарт је у својој 

Геометрији истакао идеју степена једначине, односно, како он каже, димензије једначине. 

Квадратне једначине - почеци 

Месопотамија 

Често се може чути како су Вавилонци први у историји решавали квадратне једначине. Такве тврдње 

представљају поједностављивање чињенице да они нису познавали једначине у данашњем смислу, 

већ су поседовали развијен алгоритамски приступ решавању проблема, који би, у савременој 

терминологији могао да сведе полазни проблем на решавање квадратне једначине. Њихови задаци 

увек су имали позитивна решења, пошто су обично тражили одређивање неке дужине. 

Наводимо два примера који потичу из времена Старог 

вавилонског царства, и датирају1 се око 1700. године пре 

нове ере. Трећи пример припада времену владавине 

Селеукида, и датира се негде у прва три века пре нове ере. 

1) (BM 139012, шести задатак) Сабрао сам површину и 

две трећине странице мог квадрата и резултат је 0;35. Узми 

1, „коефицијент‟. Две трећине од 1, од коефицијента, је 0;40. 

Половину од тога, 0;20, помножи са 0;20 (и добијени 

резултат) 0;6,40 додај на 0;35, и (резултат) 0;41,40 има 0;50 за 

свој квадратни корен. 0;20, које си помножио самим собом, 

одузми од 0;50 и 0;30 је (страница) квадрата. 

Овај пример најпре поставља квадратну једначину 

   
 

 
      , а одмах затим даје и упутство како доћи до 

тражене странице квадрата. Како је за две трећине 

употребљена посебна ознака, први корак је да се тај број 

изрази у систему с основом шездесет, односно да се замени 

са 0;40. Уколико се даље упутство испрати корак по корак, добија се једнакост коју бисмо данас 

записали на следећи начин: 

  √(
    

 
)
 
      

    

 
     . 

 За вежбу, показати да се решење једначине облика        , може записати у облику 

  √(
 

 
)
 
   

 

 
. 

2) (BM 13901, седми задатак) Додао сам седам страница мог квадрата на једанаест његових 

површина и добио 6;15. Узми 7 и 11. Помножи 11 са 6;15 и резултат је 1,8;45. Располови 7 (и добићеш 

                                                            
1 Датирање се не може спровести на основу садржаја глинених таблица, већ се чини на основу стила којим су 
писане. 
2 Глинена таблица BM 13901 се данас чува у Британском музеју и садржи двадесет четири проблема. 



3;30). Помножи 3;30 са 3;30. Додај (резултат) 12;15 на 1,8;45 и (нови резултат) 1,21 има 9 за свој 

квадратни корен. Одузми 3;30, које си помножио самим собом, од 9, добићеш 5;30. Реципрочна 

вредност броја 11 не може се поделити. Чиме треба да помножим 11 да би резултат био 5;30? 

Чинилац је 0;30. (Страница) квадрата је 0;30. 

У овом примеру решена је једначина             . Множење бројем 11 има за циљ добијање 

квадратне једначине по    : 

(   )    (   )                , 

при чему је коефицијент уз квадратни члан једнак јединици. Новодобијена једначина облика 

              се, затим, решава попут оне из претходног примера. 

  √(
 

 
)
 
        

 

 
     , 

а како је           , биће       . У решењу је наглашено да се ово последње дељење не може 

спровести на уобичајен начин, множењем с реципрочном вредношћу броја 11, пошто он нема 

коначни еквивалент у систему с основом шездесет. 

Може се приметити да наведени задаци нису практичне природе. Сабирање површина и дужина 

указује на то да они не осликавају реалан геометријски проблем. Штавише, појам „квадрат“ у овом 

контексту нема ништа јачу геометријску конотацију од оне која се појављује у данашњој алгебри. 

Поред тога, јасно је да ови задаци не наводе општу формулу за решавање произвољне квадратне 

једначине, што је карактеристично за вавилонску математику. С друге стране, инструкције су толико 

прецизне да је општи поступак савршено јасан. Након што се уради велики број оваквих задатака, 

сигурно је да неће бити места дилеми како доћи до решења задатка сличног типа. 

У вавилонским текстовима не постоји експлицитно објашњење како су употребљена правила 

откривена. Тек у грчкој математици појам доказа тврђења добиће главну улогу, коју има и данас. 

3) Трећи пример преузет је с глинене таблице YBC3 7289 која припада вавилонској колекцији данас у 

власништву америчког Универзитета Јејл. 

 
 

На таблици се налазе три броја: 

                                                            
3 Yale Babylonian Collection 



     
             
           

Може се приметити да важи једнакост      , уколико се тачка зарез постави на право место, пошто 

множење бројем 30 није ништа друго до дељење са 2 у систему с основом 60. Уколико претпоставимо 

да је са   задата страница квадрата, као што слика на таблици сугерише, а са   означена дијагонала 

квадрата, онда према Питагориној теореми, важи да је    √ , што значи да би   требало да буде 

апроксимација за √ , под условом да га читамо као 1;24,51,10. Ова претпоставка је тачна, пошто је 

 (          )                     

врло блиско броју 2. 

Како се с ове таблице на којој се налазе три броја и једна геометријска фигура, може видети дужина 

дијагонале квадрата чија је страница 30, као и јако добра апроксимација за √  сигурно је да су 

Вавилонци познавали макар посебан случај везе коју данас називамо Питагорином теоремом 

(Питагора је живео скоро 1200 година након што је ова таблица настала), као и да су баратали 

аритметичким техникама довољним да добију добру апроксимацију за √ . 

Египат 

Први трагови задатака који се своде на једначине с више непознатих величина појављују се на два 

египатска папируса из доба средњег краљевства (око 2055 – 1650. г. пре н. е). 

Један од њих се данас чува у берлинском Новом музеју и познат је 

као Берлински папирус 6619, а дешифрован је почетком XX века. 

На њему се налази задатак који се може свести на следећи систем 

једначина: 

          

       , 

а формулисан је на следећи начин: 

Уколико ти кажем... да је површина квадрата 100 [квадратних 

кубита] једнака површини два мања квадрата. Страница једног је 

 ̅  ̅ странице другог. Кажи ми, колике су странице два мања 

квадрата. 

Одмах затим следи и решење: 

Увек почни с квадратом чија је страница дужине 1. Онда је дужина странице другог  ̅  ̅ (данас бисмо рекли 
 

 
). 

Помножи то са  ̅  ̅. Добићеш  ̅   ̅̅̅̅  (
 

  
), површину мањег квадрата. Онда та два квадрата заједно имају површину 

   ̅   ̅̅̅̅  (
  

  
). Извади квадратни корен из    ̅   ̅̅̅̅ . Резултат је    ̅ (

 

 
). Извади квадратни корен из ових 100 кубита. 

Добићеш 10. Подели тих 10 са    ̅. Добија се  , страница једног квадрата. 

Остатак текста је значајно оштећен, али претпоставља се да је гласио овако: 



Узми  ̅  ̅ од ових  . Добија се  , страница другог квадрата. 

У решењу се не објашњава како се квадрира  ̅  ̅, нити како се вади квадратни корен из    ̅   ̅̅̅̅  или 100. 

Под претпоставком да то није урађено напамет, врло је вероватно да је писар једноставно користио 

таблицу квадрата како би дошао до резултата. Такође, није разјашњено ни зашто је  ̅  ̅ од   једнако  , 

што показује да је главни циљ излагања решења било приказивање употребе методе супротне 

претпоставке, а не рачунања с разломцима или квадрирања и кореновања. 

Други задатак с истог папируса своди се на систем          ,         и решава се на 

аналоган начин. 

Још један задатак који се своди на квадратне једначине, а који је покушао да реконструише Ричард 

Гилингс налази се у фрагментима колекције папируса познате под називом Кахун или Лахун, према 

локалитету на ком су нађени. Данас се чувају у музеју Флиндерса Питрија у Лондону. 

Правоугаони амбар (Lahun LV.4 или Kahun LV.4; 

UC 32162) Бочна страница је  ̅  ̅ дужине предње 

странице. Амбар је напуњен житом до дубине од 

1 кубита помоћу 40 корпи запремине по 90 

хинуа4. Одредити стране амбара. 

Да би се пронашле тражене величине, најпре се 

одређује количина жита као производ броја 

корпи и њихове наведене запремине, а затим се 

добијена величина пребацује у кубне кубите 

дељењем са 300 (300 хинуа = 1 кубни кубит). 

Тако се добија да је површина основе амбара 12. 

Како је у поставци дат међусобни однос предње и бочне странице, задатак се своди на следећи 

систем једначина: 

      

  
 

 
  

Упутство даље тражи да се број један подели са  ̅  ̅ (чиме се добија реципрочна вредност разломка 
 

 
), 

и да се добијеним резултатом    ̅ помножи број 12. Добиће се 16. Након што се одреди квадратни 

корен из 16, биће позната предња страница, која има дужину 4 кубита. Остаје да се бочна страница 

добије помоћу услова да је једнака са  ̅  ̅ предње странице, дакле дужине је 3 кубита. 

Грчка 

Грци су решавали задатке који се своде на квадратне једначине употребом геометријских метода. 

Еуклид (око 300. пре н. е.) у свом делу Подаци наводи 3 задатка који су еквивалентни следећим 

системима: 

  

                                                            
4 хину=тегла; 10 хинуа = 1 хекат (буре) 



      ,           (задатак 84) 

      ,           (задатак 85) 

      ,         (задатак 86). 

 

Поред тога, Еуклид је у Елементима решио геометријски еквивалент једначине        , па чак и 

        , у суштини коришћењем допуне до потпуног квадрата и изостављањем негативних 

решења: 

Дату дуж поделити тако да правоугаоник обухваћен целом дужи и једним одсечком буде једнак 

квадрату на другом одсечку (II књига, 11). 

Слични задаци појављују се и у шестој књизи Елемената: 

На датој дужи конструисати такав паралелограм, једнак датој праволинијској слици, да 

паралелограм који му недостаје буде сличан датом паралелограму; при томе је неопходно да дата 

праволинијска слика (којој треба конструисати једнаки паралелограм) не буде већа од 

паралелограма конструисаног на половини и сличног паралелограму који му недостаје [од 

паралелограма на половини, а да му слични недостаје] (VI књига, 28). 



 

На датој дужи конструисати паралелограм са сувишком сличним датом паралелограму, а једнак 

датој праволинијској слици (VI књига, 29). 

После Еуклида, грчка математика прелази од геомeтријске ка аналитичкој методи. Тако је је Херон у 

трећој књизи своје Метрике решио једначину     (    )       коју је добио када је узео 

конкретне вредности за странице троугла     у следећем задатку: 



Нека је дат троугао     . Одредити на његовим страницама тачке D, E и F које би биле темена 

троугла      дате површине, таквог да би и троуглови     ,      и      били једнаких 

површина с њим. 

Херон претпоставља да, уколико дате тачке деле странице тако да 

важи                  , онда троуглови     ,      и 

     имају једнаке површине. Затим треба да одреди вредност тих 

размера како би троугао      имао тражену површину. 

Најпре спаја тачке   и  . Важе једнакости: 

           ,            , и                    . 

Поред тога је и                    . Како је позната 

површина троугла     , биће позната површина троугла     , а позната је и површина троугла 

    . Самим тим, познат је производ          . То даље значи да, уколико је    нормално на 

  , позната је вредност          , па је познато и      . Пошто је позната страница   , биће 

познат и положај тачке  5. 

Затим, као пример, Херон узима да је                          . Тада је површина 

троугла      једнака   , а дуж    има дужину   . Онда је        , а                  

                   , одакле је       
    

   
 
    

   
   

 

 
. Херон изоставља 

 

 
, и каже да је 

    . Уместо 8, очигледно је да би решење требало да буде  
 

 
, пошто одмах затим каже да је 

    
 

 
, а не  . 

Другим речима, решавајући једначину: 

         
 

 
  , чији су корени        √ 

 

 
 , 

Херон је, очигледно, заменио ирационалан број √
 

 
 рационалним бројем √

 

 
 , чиме је за његову 

апроксимацију добио 
 

 
. 

Херон је решавао проблеме који се своде на квадратне једначине и у својој Геометрији, али је у овој 

књизи дао и процес доласка до решења. 

1) Дат је квадрат такав да збир његове површине и обима износи 896 стопа. Раздвојити површину 

од обима; или, у нашој терминологији, решити једначину           (Геометрија, 24, 3). 

Овај задатак решава тако што узима половину броја 4 и додаје на обе стране једнакости његов 

квадрат, чиме леву страну допуњује до потпуног квадрата. 

2) Ако је дат збир пречника и обима, и површина круга, наћи све те величине (овај задатак се 

појављује у Геометрији на 3 места, (Геометрија 21, 9) и (Геометрија 24, 46) се своде на исту 

                                                            
5 „we have to apply to BC a rectangle equal to BD∙DC and falling short by a square“, T. L. Heath, A History of Greek 
Mathematics, Vol. 2, стр. 336 



једначину, док (Геометрија 24, 47) даје нову једначину сличну претходној). Две једначине које 

се добијају су: 

  

  
   

  

 
      и 

  

  
   

  

 
    

 

 
 

У овом случају, Херон је користио допуну до потпуног квадрата како би одредио корене једначине. 

Најпре би помножио једначину таквим бројем који би од првог члана направио потпуни квадрат, у 

овом случају са    . Тиме су претходне једначине постале: 

                     и                
 

 
     . 

Допуњавајући их до потпуног квадрата, добија (      )           , односно          . 

Одатле је        √         , односно √         . Даље је   14, или    . 

Диофант из Александрије је у свом трактату Аритметика 

за који се данас зна да се састојао из 13 књига, дао решења 

три типа квадратних једначина:         ,          

и         , где су  ,   и   дати позитивни бројеви. 

Управо те типове једначина решавали су арапски 

математичари пет векова касније. У задатку 28, у првој 

књизи, Диофант тражи „два броја, ако је њихов збир 20, а 

збир њихових квадрата 208“. Он најпре довитљиво 

означава њихову разлику с   , одакле је један број     , 

а други     , па добија једначину: 

(    )  (    )     , 

односно 

    , 

тј. добија да је     (пошто у целокупној расправи 

разматра само позитивна и то целобројна или рационална 

решења), те су тражени бројеви    и  . 

Индија 

Једна од претпоставки која разјашњава могуће порекло квадратних једначина код Индуса сматра да је 

до њих довела конструкција олтара. У питању је једначина облика         , и могла би да води 

порекло из периода Сулвасутри (грубо говорећи, око 500. године пре н. е.), међутим није пронађен 

запис методе која би дала решење. С друге стране, из времена Арјабхате (476–550) потиче правило 

које се односи на збир геометријског низа, и које показује да је решење квадратне једначине 

           било познато, али се не види поступак доласка до решења. Треба напоменути да је 



Арјабхата увео негативне бројеве и да је квадратна једначина имала два решења чак и у случајевима 

да је једно од њих било негативно. 

Брамагуптино правило 

Брамагупта (598–670) око 628. године у свом делу Brāhmasphuṭasiddhānta („Коректно засновано 

Брамино учење“) посвећује четврто поглавље квадратним једначинама, и код њега се оне први пут 

појављују с негативним коефицијентима. Пошто су се негативне величине најчешће сретале при 

новчаним трансакцијама, Брамагупта их је назвао „дугом“, а позтивне величине су, у складу с тим, 

биле „богатство“, па су нпр. правила за множење и дељење таквих величина била формулисана 

исказима попут „производ или количник два дуга је богатство, а производ или количник дуга и 

богатсва је дуг“. 

Један од задатака које је решио постављен је на следећи начин: 

Одредити када је остатак ротације сунца око своје орбите, умањен за један, који је пао у среду, 

једнак с квадратним кореном из остатка ротације умањеног за два, који је најпре умањен за један, 

затим помножен с десет и на крају умањен за два? 

Након што постави једначину, Брамагупта је поједностављује и своди на, у данашњој нотацији 

записано, облик          , а затим даје и поступак њеног решавања: 

Најпре вредност броја (-9) помножи с четвороструким коефицијентом квадрата (4), и додај 

квадрату [коефицијента] средњег члана (100), чиме ћеш добити 64. Када из њега извадиш корен 

(8) и умањиш га за [коефицијент] средњег члана (-10), добијени број (18) подељен с двоструким 

[коефицијентом] квадрата (2), даје вредност средњег члана, а то је 9. 

Изражено данашњим симболима: 

  
√     (   )  (   )

 
  . 

Како би одговорио на постављено питање, Бамагупта користи формулу за остатак ротације (83) и 

тражи да протекли број дана одузет од 83 (393) има најмањи могући именилац који треба да се додаје 

толико пута колико је потребно да би тражени дан пао баш у среду. 

Махавирино правило 

Махавира (око 850.) није дао правило за решавање квадратних једначина, али је разматрао проблем 

који укључује једначину   
 

 
   

  

  
   и за који је дао следећи коментар: 

У вези с комбинованим збиром [3 величине] који је помножен са 12, величина убачена у њега 

таква да исто треба да буде додато је 64. Квадратни корен овог [другог] збира умањен за 

квадратни корен величине коју смо додали у збир даје повода мери... 

Изражено помоћу савремене симболике, ово значи да је   √       √  , што показује да је 

Махавира у суштини познавао наше савремено правило за одређивање позитивног корена квадратне 

једначине. 



Индијско правило 

Сридара (око 1025.) је био први аутор који је дао тзв. индијско правило за решавање квадратне 

једначине. Њега цитира Баскара (око 1150.): 

Помножи обе стране једначине с бројем који је једнак четвороструком [коефицијенту] квадрата, и 

додај им број једнак квадрату оригиналног [коефицијента] непознате величине. [Затим извади 

корен]. 

Уколико је полазна једначина облика         , најпре се трансформише у               , а 

затим у                     . Тиме је лева страна постала потпуни квадрат, и зато важи 

       √      , при чему се негативан корен игнорише. Сридара прво множи целу једначину са 

   како би избегао рачун с разломцима. 

Ел Хорезмијево правило 

Персијски математичар Ел Хорезми (око 825. године) користио је 2 

опште методе за решавање квадратних једначина облика        , 

обе засноване на резултатима Грка. Геометријски докази тих правила 

могу се илустровати његовом дискусијом једначине           

која се често појављује у касним арапским и у хришћанским 

текстовима кроз период од неколико векова. 

У првом објашњењу, конструисао је квадрат чије су 

странице дужине  , како би тиме представио   . На то је 

додао    , тако што је најпре направио 4 правоугаоника, 

сваки површине 
  

 
 , и надовезао их на странице 

квадрата. На тај начин је добио неосенчени део 

приказане фигуре који представља збир           

  
  

 
 . Како би се добио цео квадрат странице   

  

 
, 

потребно је допунити неосенчени део с четири осенчена 

квадрата странице 
  

 
. Дакле, потребно је „допунити до 

потпуног квадрата“ додавањем сабирка  (
  

 
)
 
 (

  

 
)
 

. 

Одатле следи једнакост: 

(  
  

 
)
 
 (      )    (

  

 
)
 
    

   

 
   . 

Због тога страница великог квадрата мора бити   
  

 
  , одакле је    . 

У општем случају, правило за решавање једначине         каже да се допуна до потпуног 

квадрата добија додавањем четири квадрата , од којих је сваки површине (
 

 
)
 

, на фигуру која 

представља       како би се добила једнакост: 



(  
 

 
)
 
 (     )    (

 

 
)
 
   

  

 
. 

Одатле је решење: 

  √(
 

 
)
 
   

 

 
. 

Ел Хорезмијево објашњење другог начина, према Розену гласи: 

Располови број корена, што у тренутној ситуацији даје 5. То помножи самим собом, резултат је 25. 

Додај то на тридесет девет, збир је 64. Сада извади корен из тог броја, што даје осам, и одузми од 

тога половину броја корена, што даје пет; остатак је три. То је корен квадрата који си тражио. Сам 

квадрат је 9. 

У овом случају, фигура коју користи изгледа мало 

другачије, али је овај начин сличан ономе што ми 

данас радимо решавајући квадратне једначине – на 

квадрат странице   додаје овај пут два 

правоугаоника којима је друга страница дужине 
  

 
, 

што чини површину неосенченог дела фигуре 

једнаку      
  

 
 . Да би та фигура постала 

квадрат, треба јој додати осенчени мањи квадрат 

површине (
  

 
)
 

. Површина новонасталог квадрата 

онда износи (  
  

 
)
 
      

  

 
  

   

 
   . 

Дакле, страница новог квадрата је   
  

 
  , па је 

дужина непознате странице квадрата    . 

Као и у првом случају, неосенчена фигура има површину      , те јој се додаје квадрат коме је 

дужина странице 
 

 
 , одакле је (  

 

 
)
 
      

 

 
  (

 

 
)
 
   

  

 
, и као и малопре, добија се да је 

  √(
 

 
)
 
   

 

 
. 

Иако су Арапи препознали постојање два решења квадратне једначине, увек су наводили само 

позитивна. Сама идеја негативног корена подразумева прихватање негативних бројева као независних 

величина који имају исти статус као и позитивни бројеви. Такво схватање има скорашње корене; у 

делима ел Хорезмија и других арапских алгебриста, негативни бројеви се систематично избегавају. 

Њихово постојање и валидност први прихвата персијски математичар Баскара (1114–1185), а 

Европљани су их прихватили тек крајем XVI и почетком XVII века. 

  



Правило Омара Хајама 

Правило Омара Хајама (1048 – 1131) за решавање квадратне једначине облика         гласи: 

Помножити половину корена самим собом; додати производ броју и од корена овог збира 

одузети пола корена.Остатак је корен квадрата. 

Другим речима,   √
 

 
     

 

 
 . 

Под „половином корена“ он подразумева 
 

 
 , а под „бројем“  . Разматрао је једначину          , 

исту ону коју је анализирао и ел Хорезми, и која је очигледно била омиљени школски проблем. Такође 

је узимао у обзир и аритметички немогућа решења. Хајам је дао правила решавања и за друге типове 

једначина, при чему је случај         заснован на идентитету  (   )  (  
 

 
 )
 
 (

 

 
 )
 

, а 

случај         на идентитету  (   )  (
 

 
 )
 
 (  

 

 
 )
 

. 

Допринос кинеске математике 

Квадратне једначи се у кинеској математици појављују доста рано, јер се већ у четвртој глави 

класичног математичког дела Девет књига о математичкој вештини (202 пр. н. е–186 пр. н. е) може 

наћи следећи проблем: 

Нађи страницу квадрата чија је површина 55225. 

Решење проблема је у ствари опис методе одређивања квадратног корена датог броја који 

подразумева употребу штапића за рачунање. Начин доласка до методе није објашњен, међутим, сам 

приказ процеса вађења корена (који је растављен на три дела, 200+30+5) дао је алгебарску представу 

квадратних једначина, које би у савременој нотацији имале облик               и         

    . Због тога су, из поступка вађења квадратног корена неког броја, математичари династије Хан 

били у могућности да одреде и решења квадратне једначине облика        . Поред тога, 

двадесети проблем у деветом поглављу исте књиге своди се на једначину              и наводи 

број 250 као њено решење. 

Један од интересантних метода у ком су коришћене квадратне једначине био је процес одређивања 

неодређених константи у формулама које су описивале кретање небеских тела, а који се заснива на 

једначини облика         . 

Кинески математичар Љу Ји (1080–1113) је у свом делу Yi gu gen yuan („Разматрања старих рукописа“) 

записао више метода за решавање квадратних једначина. Његова књига није сачувана, али је његов 

рад записао и анализирао Јанг Хуеј (1238–1298) у свом делу Tian mu bilei cheng chu jiefa („Практична 

правила математике за истраживања“). Формулисање различитих типова квадратних једначина на 

основу задатих проблема и њихово решавање били су ослоњени на геометрију. Наводимо пример: 

Познато је да је површина правоугаоника 864 буа (步, кинеска стопа), а разлика између његове 

дужине и ширине је 12 буа. Одредити непознате странице. 



 

С леве стране приказано је формирање 
једначине           , при чему је 
за непознату величину изабрана 
ширина, а с десне стране је дата 
геометријска идеја за решавање те 
једначине. 

 

 

С леве стране приказано је формирање 
једначине           , а овде је за 
непознату величину изабрана дужина. 
Поново је с десне стране дата 
геометријска идеја за решавање те 
једначине. 

 

Јанг Хуеј је, уједно, и први аутор који је у свом делу разматрао квадратне једначине с негативним 

коефицијентима, иако он сам то достигнуће приписује свом претходнику, Љу Јиу. 

Абрахам бар Хија Ханаси 

Јеврејски математичар рођен у Барселони почетком XII века, Абрахам бар Хија (према неким 

изворима, ha-Nasi има значење „вођа“) аутор је прве књиге у Европи у којој се појављује најопштији 

облик квадратне једначине, написане под називом Ḥibbūr ha-meshīḥah we-ha-tishboret („Трактат о 

мерењу и рачунању“), и преведене на латински под називом Liber Embadorum. У њој бар Хија пише: 

„Онај ко жели да заиста научи како се исправно мере и деле површине, обавезно мора да добро 

разуме опште теореме геометрије и аритметике, на којима се учење о мерењу . . . заснива. Онда 

када у потпуности усвоји те идеје, ... неће му се десити да дође у ситуацију да одступи од 

истине“. 



Томас Хариот 

Када су у питању квадратне једначине, средњевековни алгебристи нису додали ништа значајно 

резултатима Арапа које су детаљно проучавали, док су ренесанси алгебристи само побољшали 

коришћену симболику. Следећи значајан допринос начињен је тек крајем XVI века. 

Прво разматрање решења квадратних и других типова једначина растављањем на чиниоце може се 

наћи у делу Artis analyticae praxis („Пракса аналитичке вештине“) Томаса Хариота објављеном у 

Лондону, 1631. године. У другој глави као први пример наводи једначину             , и пише 

је у облику: 

              
            

У овом запису једначина постаје (   )  (   )   , одакле закључује да је    . Примећујемо да 

занемарује релацију      , а самим тим и негативно решење. 

 

Франсоа Вијет 

У Вијетовом делу аналитичке методе су замениле геометријске, а његова решења квадратне 

једначине донела су напредак који се разликовао од онога што су урадили његови претходници. На 



пример, да би решио једначину          , увео је смену      , па је полазна једначина 

постала    (    )  (       )   . Затим је ставио да је коефицијент уз линеарни члан 

једнак нули, односно       , одакле је    
 

 
 , а једначина постаје    

 

 
(     )   , при 

чему су њена решења: 

   
 

 
√     , одакле је 

       
 

 
  

 

 
√     . 

Наравно, овде је поступак изложен у савременој нотацији. Пример како је Вијет писао, преузет из 

његовог дела De AEquationum Recognitione et Emendatione Tracatus Secundus: 

Si A quad. + B 2 in A, aequatur Z plano. A+B esto E. Igitur E quad., aequabitur Z plano + B 

quad. 

Consectarium. 

Itaque √                -B sit A, de qua primum quaerebatur. 

Sit B 1. Z planum 20. A 1 N. 1Q + 2N, aequatur 20. Et sit 1 N √    . 

У нашој нотацији, ако је          , нека је      . Онда је         . 

Закључак. 

Следи да је  , полазна непозната величина, једнака √       . 

Нека је    ,       и    .         , одакле је   √      

Узевши у обзир да Вијет посебно разматра једначине облика            и          , јасно 

је да није размишљао о општој квадратној једначини облика          . 

Следе примери задатака које је Вијет решио у својој књизи: 

1) Нека је  , средњи од три члана пропорције, и нека је   разлика између највећег и најмањег. 

Одредити најмањи члан пропорције. 

Ако је најмањи члан пропорције означен са  , највећи ће бити    . Њиховим множењем добија 

се      . Како су у питању чланови пропорције, производ два крајња једнак је квадрату 

средњег члана. То значи да важи једнакост         . Ако је           , онда је 144 

квадрат средњег члана који се налази између два крајња чија је разлика 10. Следи да је   мањи 

крајњи члан у низу три члана пропорције 8, 12 и 18. 

2) Аналогним резоновањем, добија да је у једначини           , 144 квадрат средњег члана 

који се налази између два крајња чија је разлика 10. Следи да је   већи крајњи члан у низу три 

члана пропорције 8, 12 и 18. 

3) Слично закључује да је у једначини           , 144 квадрат средњег члана који се налази 

између два крајња чији је збир 26. Сада решење није једнозначно одређено, већ је   или 

мањи или већи крајњи члан пропорције 8, 12 и 18. 



Литература 
1. Thomas Harriot, Artis Analyticae praxis, London, 1631. 

2. Robert Simson , The Elements of Euclid: Also the Book of Euclid's Data, London, 1804. 

3. Algebra, with Arithmetic and mensuration, from the Sanscrit of Brahmegupta and Bháscara. 

Translated by Henry Thomas Colebrooke, London, 1817. 

4. Frederic Rosen, Muhammad ibn Musa Al-Khwarizmi : Algebra, London, 1831. 

5. T. L. Heath, Diophantus of Alexandria; a study in the history of Greek algebra, University Press, 

Cambridge, 1910. 

6. T. L. Heath, A History of Greek Mathematics, Vol. 2, At The Clarendon Press, Oxford, 1921. 

7. David Eugene Smith, History Of Mathematics II, Dover Publications Inc, New York, 1958. 

8. Joseph Needham, Science and Civilisation in China: Volume 3, Mathematics and the Sciences of the 

Heavens and the Earth, Cambridge University Press, New York, 1959. 

9. Asger Aaboe, Episodes From The Early History Of Mathematics, The Mathematical Association Of 

America, New York, 1964. 

10. Richard J. Gillings, Mathematics in the Time of the Pharaohs, Dover Publications, New York, 1982. 

11. Colin A. Ronan, The Shorter Science and Civilisation in China, Cambridge University Press, New York, 

1985. 

12. Lam Lay Yong, The Development Of Polynomial Equations In Traditional China, Text of Presidential 

Address deliverd at the Annual Meeting of the Singapore Mathematical Society on 19. March 1986. 

13. Мирослав Танасијевић, Речник египатске цивилизације, Опус, Београд, 1989. 

14. Ијан Шо, Оксфордска историја Египта, Клио, Београд, 2004. 

15. Mario Livio, The Equation that Couldn't Be Solved: How Mathematical Genius Discovered the 

Language of Symmetry, Simon and Schuster, New York, 2005. 

16. David Burton, The History of Mathematics: An Introduction, 6th Ed, McGraw-Hill, New York, 2006. 

17. The Analytic Art by Francois Viète, Translated by T. Richard Witmer, Dover Publications, New York, 

2006. 

18. Oliver Byrne, The First Six Books of the Elements of Euclid, Facsimile of the famous first edition of 

1847, Taschen, Köln,2010 

19. Еуклидови Елементи у преводу Антона Билимовића 

(http://poincare.matf.bg.ac.rs/nastavno/zlucic/) 

20. Quadratic, cubic and quartic equations  

(http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Quadratic_etc_equations.html) 

http://poincare.matf.bg.ac.rs/nastavno/zlucic/
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/Quadratic_etc_equations.html


Kvadratna funk
ija, jednaqine i nejednaqine ∗

Uvod pre uvoda1. Kateta pravoglog trougla ima du�inu 36 cm, a hipotenuza 39 cm.Izraqunati povrxinu trougla.2. U krugu preqnika 74 cm konstruisana je tetiva koja je od 
entra uda-	ena 12 cm. Odrediti du�inu tetive.Kvadratni trinomRastaviti na qinio
e kvadratni trinom ax2 + bx+ c ! Va�an kamenqi� uteme	u sred�oxkolskog zna�a.1. (x− a)(x− b) = x2 − (a+ b)x+ ab2. (x− a)(x+ b) = x2 − (a− b)x− ab3. (ax+ b)(cx+ d) = acx2 + 2(ad+ bc)x+ bdRastaviti na qinio
e slede�e kvadratne trinome:1. x2 − 2x− 8, x2 + 13x+ 36, 6x2 − x− 12,2. 12x2 + 39x+ 30, 6x2 − 37x− 60, 15x2 − 32x− 283. y2 − (2a− 1)y + a2 − a− 2, t2 + (a− 1)t− 2a2 + 7a− 64. 0, 2x2 − 1, 34x− 0, 42, x2 − 5ax− 2x+ 6a2 + 11a− 35Prvi primer mo�e se lako rexiti i pomo�u svoÆe�a do potpunog kvadrata,ali naredni primeri pokazuju da to i nije efikasna metoda u sluqaju ,,neu-godnih brojeva."Nekoliko va�nih primeraIzbor zadataka je veoma va�an element za efikasno savladava�e odreÆeneteme. U
beni
i koji se koriste u naxim xkolama sadr�e dovo	no primera,ali nisam siguran da mi obra�amo dovo	no pa��e pri izboru zadataka koje�emo obraditi na qasu, a jox ma�e pri zadava�u doma�eg. Ovo je bitno jerve�ini danax�ih uqenika je normalno da igraju igri
e par sati dnevno,a nije normalno da toliko vremena uqe, ne samo matematiku ve� i ostalepredmete. Doma�i zadatak uvek treba da sadr�i i poneki zadatak koji�e one najbo	e u ode	e�u zainteresovati da se trgnu iz proseka u kojiupadamo i de
a i mi.
∗Aleksandra Ravas, Nela Spasojevi�, Jovan Kne�evi�1



1. x(x + 5)

x2 − 8x+ 29
− x

x+ 5
=

4

x+ 5
− 3x+ 16

x2 − 8x+ 292. 1

x2 + 3x+ 2
+

1

x2 + 5x+ 6
+ · · ·+ 1

x2 + 4029x+ 20152 − 2015
= 13. 1 +

2x

x+ 4
+

27

2x2 + 7x− 4
=

6

2x− 14. 2x2 − (a+ b)x+
√
ab(a+ b− 2x) = 05. (a2 − b2)x2 − (a2 + b2)x+ ab = 06. x− a

x− b
+

x− b

x− a
=

10

37. 1

x−m
+

1

x− n
=

1

m
+

1

n8. 2x|x− 3|+ |x+ 5| = 09. |x2 + 4x+ 2| = 3

2

∣

∣

∣
x+

1

2

∣

∣

∣
, rexiti i grafiqki.10. Za koje vrednosti λ jednaqina

(λ− 1)x2 + (2λ+ 7)x+ 10λ+ 35 = 0ima bar jedan realan koren.11. 3x2 − 1

x
+

5x

3x2 − x− 1
=

119

1812. (6x+ 5)2 =
35

(2 + 3x)(x+ 1)13. (x+ 2)(x+ 6)(x+ 1)(x− 3) = −9614. (x− 1)(x− 4)(x+ 2)2 = 70x2,15. Ispitati funk
iju y = −1

2
x2 − 2x+

3

2
i na
rtati �en grafik.16. Dat je skup parabola y = (m − 1)x2 + 2mx + 4, m ∈ R. Dokazati dasve parabole datog skupa prolaze kroz dve fiksne taqke.17. Odrediti geometrijsko mesto minimuma funk
ija

y = x2 − 2(m+ 1)x+ 2m(m+ 2), m ∈ R.18. Odrediti rexe�a jednaqina
x4 − x3 − 22x2 + 16x+ 96 = 0

x3 − 2x2 − 3x+ 10 = 0ako se zna da imaju jedno zajedniqko rexe�e.
2



Rexe�e: Neka je x0 zajedniqko rexe�e.
x4

0
− x3

0
− 22x2

0
+ 16x0 + 96 = 0

x3

0
− 2x2

0
− 3x0 + 10 = 0 | · x0, x0 6= 0

x4

0
− x3

0
− 22x2

0
+ 16x0 + 96 = 0

x4

0
− 2x3

0
− 3x2

0
+ 10x0 = 0| · (−1)

x3

0
− 19x2

0
+ 6x0 + 96 = 0 | · (−1)

x3

0
− 2x2

0
− 3x0 + 10 = 0Imamo 17x2

0
− 9x0 − 86 = 0, te x0 = −2 ili x0 =

43

17
.Da	e,

x3 − 2x2 − 3x+ 10 = 0
x3 + 2x2 − 4x2 − 8x+ 5x+ 10 = 0

(x+ 2)(x2 − 4x+ 5) = 0

x = −2 ∨ x = 2− i ∨ x = 2 + i.Konaqno,
x4 − x3 − 22x2 + 16x+ 96 = 0

x4 + 2x3 − 3x3 − 6x2 − 16x2 − 32x+ 48x+ 96 = 0
x3(x+ 2) − 3x2(x+ 2) − 16x(x + 2) + 48(x + 2) = 0

(x+ 2)(x3 − 3x2 − 16x+ 48) = 0
(x+ 2)[x2(x− 3)− 16(x− 3)] = 0

(x+ 2)(x − 3)(x2 − 16) = 0
(x+ 2)(x− 3)(x− 4)(x + 4) = 0

x = −2 ∨ x = 3 ∨ x = 4 ∨ x = −4.19. Na�i tri uzastopna neparna prirodna broja, kojima je suma kvadratajednaka qetvoro
ifrenom broju sa jednakih 
iframa.Rexe�e: Neka su ta tri broja 2k − 1, 2k + 1, 2k + 3.Imamo da je
(2k − 1)2 + (2k + 1)2 + (2k + 3)2 = 1000x + 100x+ 10x+ x.SreÆiva�em tog izraza dolazimo do

12k2 + 12k + 11 = 1111x,a taj izraz transformixemo u
12(k2 + k + 1) = 12 · 92x+ 7x+ 1.Zak	uqujemo da 7x+ 1 mora biti de	iv sa 12.Kako x ∈ {1, 2, . . . , 9} zamenom dobijamo da je samo za x = 6 izraz 7x + 1 de	iv sa12. Imamo dakle

12k2 + 12k + 11 = 5555,tj.
12k2 + 12k − 5544 = 0.Podelimo taj izraz sa 12. Posle sreÆiva�a, dolazimo do
(k + 22)(k − 21) = 0.Jasno, k = 21.Tra�eni brojevi su, dakle, 41, 43 i 45. To se lako mo�e proveriti.20. Ako su a, b, c ∈ R, onda su i rexe�a jednaqine 1

x− a
+

1

x− b
+

1

x− c
= 0realni brojevi. Dokazati.Rexe�e: Sredimo izraz:

(x− b)(x− c) + (x− a)(x− c) + (x− a)(x− b) = 0.3



x2 − (b+ c)x+ bx+ x2 − (a+ c)x+ ac+ x2 − (a+ b)x+ ab = 0

3x2 − 2(a + b+ c)x+ ab++ac+ bc = 0Diskriminanta je ve�a od nule.
4(a + b+ c)2 − 12(ab + ac+ bc) ≥ 0.De	e�em tog izraza sa 4, i da	im sreÆiva�em, dolazimo do
(a − b)2 + (a − c)2 + (b− c)2 ≥ 0.21. Odrediti sve mogu�e vrednosti parametra a ∈ R, za koje jednaqina
(a− 1)x2 + ax+ a− 1

x+ 3
= 0ima jedinstveno rexe�e u skupu realnih brojeva.Rexe�e: U sluqaju kada je a = 1 imamo jedinstveno rexe�e x = 0. U sluqajukada je a 6= 1, jednaqina �e imati jedinstveno rexe�e. kada je diskriminantakvadratne jednaqine (a− 1)x2 + ax+ a− 1 = 0 jednaka nuli, odakle dobijamo da azadovo	ava kvadratnu jednaqinu −3a2 +8a− 4 = 0, qija rexe�a su a = 2 i a =

2

3
.U prvom sluqaju je rexe�e x = −1, a u drugom sluqaju x = 1. Polazna jednaqina�e imati jedinstveno rexe�e i u sluqaju kada je x = −3 koren kvadratnog trinoma

(a− 1)x2 + ax+ a− 1 (jer x = −3 nije rexe�e polazne jednaqine). Tada dobijamoda je a =
10

7
. U tom sluqaju, jedinstveno rexe�e je x = −1

3
. Dakle, polaznajednaqina �e imati jedinstveno rexe�e u sluqaju kada a ∈

{

2

3
, 1,

10

7
, 2

}.22. Data su tri tvrÆe�a: (a) jednaqina x +
1

x
= a nema realnih korena;(b) postoji jednakost√a2 − 4a+ 4 = 2−a; (v) sistem {

x+ y2 = a

x− sin2 y = −3ima jedinstveno rexe�e. Za koje vrednosti parametra a su dva od tihtvrÆe�a taqna, a jedno nije?Rexe�e. Prvo tvrÆe�e je ekvivalentno tvrÆe�u
|a| < 2. (1)Poxto je √

a2 − 4a + 4 = |a− 2|, to je drugo tvrÆe�e taqno ako i samo ako je
a ≤ 2. (2)Prouqimo tre�e tvrÆe�e. Ako je par brojeva (x0, y0) rexe�e sistema, onda je ipar brojeva (x0,−y0) takoÆe rexe�e sistema. U sluqaju jedinstvenosti rexe�amora biti

y0 = −y0, tj. y0 = 0, a tada je x0 = −3 i a = −3. (3)Obrnuto, ako je a = −3, onda je y2 = − sin2 y, odakle je y = 0 i x = −3, tj. rexe�eje jedinstveno (tre�e tvrÆe�e mo�emo ispitati pomo�u grafika). Primetimosada, da se uslovi (1) i (3) uzajamno isk	uquju, pri qemu, ako va�i jedan od �ihva�i i (2). Prema tome, va�i a = −3 ili −2 < a < 2.23. Rexiti jednaqinu tg
2πx

x2 + x+ 1
= −

√
3.Uputstvo. Polaze�i od poqetne jednaqine dobijamo jednaqinu

2πx

x2 + x+ 1
= −π

3
+ nπ,a zatim jednaqinu

(3n − 1)x2 + (3n − 7)x+ (3n− 1) = 0.Diskriminanta ove jednaqine mora biti nenegativna, a n 
eo broj. Takve vredno-sti za n su 0, 1, −1. Rexe�a jednaqine su −2,−1

2
,
−7± 3

√
5

2
, 1.4



24. Rexiti jednaqinu √
5− x = x2 − 5.Rexe�e: Data jednaqina je ekvivalentna sistemu

5− x = (x2 − 5)2, x2 ≥ 5, x ≤ 5.Napiximo gor�u jednaqinu u obliku
52 − (1 + 2x2) · 5 + x4 + x = 0.Reximo sada ovu jednaqinu kao kvadratnu po koefi
ijentu 5.

5 =
1 + 2x2 ±

√

(1− 2x)2

2
,odakle je

5 =
1 + 2x2 + 1− 2x

2
ili 5 =

1 + 2x2 − 1 + 2x

2
,tj.

x2 − x− 4 = 0,
x2 + x− 5 = 0.Rexava�em ovih jednaqina dobijamo

x1,2 =
1±

√
17

2
, x3,4 =

−1±
√
21

2
.Kako je x2 ≥ 5 i x ≤ 5, polaznu jednaqinu zadovo	avaju

x =
1 +

√
17

2
i x =

−1−
√
21

2
.25. (

1

x+ 1

)2

+
(

1

x+ 2

)2

=
13

36Rexe�e: Oduzeti −2
1

x+ 1

1

x+ 2
od obe strane. Imamo

(

1

x+ 1
− 1

x+ 2

)

2

+ 2
1

x+ 1

1

x+ 2
− 13

36
= 0Ako uvedemo smenu 1

(x+ 1)(x+ 2)
= t, imamo:

t2 + 2t− 13

36
= 0,odakle dobijamo t =

1

6
ili t = −13

6
.Iz prvog rexe�a imamo x = −4 ∨ x = 1, a iz drugog nemamo realnih rexe�a.26. Rexiti jednaqinu x4 + 6x3 + 5x2 − 12x+ 3 = 0.Rexe�e: Proxirimo jednaqinu sa 4x2:

x4 + 6x3 + 9x2 − 4x2 − 12x+ 3 = 0

x2(x+ 3)2 − 4(x2 + 3x) + 3 = 0Ako uvedemo smenu t = x(x+ 3), imamo:
t2 − 4t + 3 = 0,tj. t = 1 ili t = 3.Vra�a�em smene, dobijamo

x1,2 =
−3±

√
13

2
, x3,4 =

−3±
√
21

2
.5



27. Rexiti jednaqinu x4 + 4x3 + 3x2 + 2x− 1 = 0.Rexe�e: Napiximo jednaqinu kao
x4 + 4x3 + 4x2 − x2 + 2x− 1 = 0.

x2(x2 + 4x+ 4) − (x− 1)2 = 0

[x(x+ 2)]2 − (x− 1)2 = 0

(x2 + 2x− x+ 1)(x2 + 2x+ x− 1) = 0

(x2 + x+ 1)(x2 + 3x− 1) = 0

x1,2 =
−3±

√
13

2Geometrija ipak poma�eVa�an element u bo	em razumeva�u ove teme je i sinteza algebarskog igeometrijskog pristupa u rexava�u zadataka. Geometrijski pristup namomogu�ava da na jednostavniji naqin reximo odreÆene vrste zadataka,1. Koje vrednosti parametra a jednaqina (2a+1)x2 − ax+ a− 2 = 0 imadva realna korena od kojih je jedan ve�i , a drugi ma�i od jedini
e.Proseqan uqenik �e re�i da je potrebno da diskriminanta bude ve�a od nule,na�i �e rexe�a i pokuxati da rexi ira
ionalne nejednaqine, a to ume da budevrlo komplikovano.Rexe�e: Oznaqimo sa f(x) kvadratni trinom leve strane jednaqine. Ako je
2a + 1 > 0, onda da bi bili ispu�eni uslovi zadatka potrebno je i dovo	noda bude f(1) < 0. Tako dolazimo do sistema 2a+1 > 0 ∧ 2a− 1 < 0 qije je rexe�einterval −1

2
< a <

1

2
. Ako je, pak, 2a+1 < 0, da bi bili ispu�eni uslovi zadatkamora da va�i f(1) > 0, tj. va�i 2a+ 1 < 0 ∧ 2a− 1 > 0, odnosno a ∈ ∅. U sluqaju

2a+ 1 = 0, uslovi zadatka nisu ispu�eni.Ovaj primer je mnogo lakxe objasniti uqeni
ima uz pomo� geome-trijskog pristupa.
−1

−2

1 2−1−2

b

1

2

3

−1

1 2−1−2

b

2. Odrediti znak koefi
ijenata a, b i c, ako su dati grafi
i:
3. Nejednakost ax2 + bx+ c < 0 je zadovo	ena za svako α < x < β akko je

(D = b2 − 4ac, f(x) = ax2 + bx+ c):
{

D < 0
a < 0

∨







a > 0
f(α) ≤ 0
f(β) ≤ 0

∨



















D ≥ 0
a < 0

f(α) ≤ 0

− b

2a
< α

∨



















D ≥ 0
a < 0

f(β) ≤ 0

− b

2a
> β6



Dokazati tvrÆe�e koriste�i geometrijsku interpreta
iju. Navestiodgovaraju�e uslove za sluqaj ax2 + bx+ c > 0.
α β α β

− b
2a

α β

α β

− b
2a4. Nejednakost ax2 + bx+ c > 0 je ispu�ena za svako x > α akko je

{

D < 0
a > 0

∨



















D ≥ 0
a > 0

f(α) ≥ 0

− b

2a
< αDokazati.5. Nejednakost ax2 + bx+ c > 0 je ispu�ena za svako x < α akko je

{

D < 0
a > 0

∨



















D ≥ 0
a > 0

f(α) ≥ 0

− b

2a
> αDokazati.Problemi sa ograniqe�em za nule funk
ijeDat je interval [α, β ]. Treba odrediti uslove za koefi
ijente a, b, c,kvadratne funk
ije f(x) = ax2 + bx + c, tako da ta funk
ija ispu�avaodreÆene uslove.1. Neka su x1 i x2 koreni kvadratne jednaqine ax2 + bx+ c = 0, a 6= 0 ineka su α i β dati realni brojevi (α < β). Dokazati slede�a tvrÆe�ai dati geomerijsku interpreta
iju:(a) koreni x1 i x2 su realni i va�i α < x1 ≤ x2 akko je











D = b2 − 4ac ≥ 0
af(α) > 0, gde f(x) = ax2 + bx+ c

α < − b

2a

b

αb) Koreni x1 i x2 su realni i va�i x1 ≤ x2 < α akko je










D = b2 − 4ac ≥ 0
af(α) > 0

α > − b

2a7



v) koreni su realni i va�i uslov x1 < α < x2 akko je af(α) < 0;g) koreni x1 i x2 su realni i va�i α < x1 ≤ x2 < β akko je


















D = b2 − 4ac ≥ 0
af(α) > 0
af(β) > 0

α < − b

2a
< βU sluqajevima (a), (b) i (v) napisati odgovaraju�e uslove za α = 0.Rexe�e: (a) Iz uslova α < x1 ≤ x2 imamo ekvivalentne uslove x1 − α > 0,

x2 −α > 0 (x1 ≤ x2 imamo iz dogovora da ma�i koren oznaqimo sa x1). Posled�iuslovi su ispu�eni akko je zbir i proizvod brojeva x1−α i x2−α takoÆe pozitivan.Iz (x1−α)+(x2−α) > 0 dobijamo α <
x1 + x2

2
= − b

2a
, dok iz (x1−α)(x2−α) > 0sledi

α2 − α(x1 + x2) + x1x2 > 0 ⇔ af(α) > 0.Usput smo koristili Vietove formule. Naravno, prvi uslov, D = b2 − 4ac ≥ 0, jepotreban i dovo	an da bi rexe�a bila realna.(v) Neka su x1 i x2 realni koreni i zadovo	avaju uslov x1 < α < x2. Tada je
x1 − α < 0, x2 − α > 0, pa je

(x1 − α)(x2 − α) < 0 ⇔ α2 − α(x1 + x2) + x1x2 < 0 ⇔ af(α) < 0.Obrnuto, ako je af(α) < 0, tada je
af(α) = a2

(

α− b

2a

)2

− D

4
< 0 ⇔ D > 4a2

(

α − b

2a

)2

≥ 0,pa su rexe�a realna. Ako, da	e, α ne bi bilo izmeÆu x1 i x2, tada bi prema (a)i (b) imali da je af(α) > 0, suprotno pretpostavi
i.2. Odrediti sve vrednosti k ∈ R za koje su koreni jednaqine
(k + 1)x2 − 3kx+ 4k = 0 ve�i od 1.Rexe�e: Imamo uslove

D = −28k

(

k +
16

7

)

≥ 0, (k + 1)f(1) = 2(k + 1)

(

k +
1

2

)

> 0, 1 <
3k

2(k + 1)
.

k ∈
[

−16

7
, 0

]

, k ∈ (−∞,−1) ∪
(

−1

2
,+∞

)

, k ∈ (−∞,−1) ∪ (2,+∞).

k ∈
[

−16

7
,−1

)

.3. Odrediti k ∈ R tako da koreni jednaqine kx2 + 2(k − 1)x − 4 = 0zadovo	avaju uslov x1 < 3 < x2.Rexe�e: Imamo da je uslov 1 · f(3) < 0 potreban i dovo	an da je ispu�en uslov
x1 < 3 < x2. U naxem sluqaju

f(3) = 15k

(

k − 2

3

)

< 0 ⇔ k ∈
(

0,
2

3

)

.4. Odrediti k ∈ R za koje se koreni jednaqine (k−1)x2−2(k+2)x+k = 0nalaze u intervalu (−1, 2).Rexe�e: α < x1 ≤ x2 < β ⇔ D ≥ 0 ∧ af(α) > 0 ∧ af(β) > 0 ∧ α < − b

2a
< β.

D = 4(k + 2)2 − 4k(k − 1) = 4(k2 + 4k + 4− k2 + k) = 4(5k + 4) k ∈
[

−4

5
,+∞

)

af(α) = (k−1)f(−1) = (k−1)(k−1+2k+4+k) = (k−1)(4k+3) k ∈
(

−∞,−3

4

)

∪(1,+∞)8



af(β) = (k−1)f(2) = (k−1)(4k−4−4k−8+k) = (k−1)(k−12) k ∈ (−∞, 1)∪(12,+∞)

α < − b

2a
< β − 1 <

2(k + 2)

2(k − 1)
< 2 k ∈

(

−∞,−1

2

)

∪ (1,+∞)

k + 2

k − 1
+ 1 > 0

2k + 1

k − 1
> 0

k + 2

k − 1
− 2 < 0

−k + 4

k − 1
< 0 k ∈ (−∞, 1) ∪ (4,+∞)

k ∈
[

−4

5
,−3

4

)

∪ (12,+∞)Za k = 1: −6x+ 1 = 0, x =
1

6
∈ (−1, 2)

k ∈
[

−4

5
,−3

4

)

∪ {1} ∪ (12,+∞).Nejednaqine1. Na�i sve vrednosti parametra a za koje svaka vrednost x koja zado-vo	ava nejednaqinu ax2 + (1− a2)x− a > 0 zadovo	ava takoÆe i neje-dnaqinu |x| < 2.Rexe�e: Postav	eni zadatak mo�emo da preformulixemo na slede�inaqin. Za koje vrednosti a sva rexe�a nejednaqine ax2+(1−a2)x−a >

0 pripadaju intervalu −2 ≤ x ≤ 2?Ako je a = 0 tada data nejednaqina ima oblik x > 0.Vidimo da a = 0 ne zadovo	ava uslov zadatka.Neka je a 6= 0. Diskriminanta kvadratnog trinoma je D = (1− a2)2 +
4a2 = (1 + a2)2. Oqigledno je da je D > 0 za svako a. Zato za svakuvrednost a 6= 0 kvadratni trinom ima dva realna razliqita rexe�a,koja lako mo�emo da naÆemo: x1 = a, x2 = − 1

a
.

1

−1

1−1−2

−1

−2

−3

1 2−1−2

f

Tada �e rexe�e kvadratne nejednaqine ax2 + (1 − a2)x − a > 0 bitiili interval (x1, x2) xto odgovara sluqaju a < 0, ili dva intervala
(−∞, x2) i (x1,+∞) xto odgovara sluqaju a > 0.Vidimo da nijedno a > 0 ne zadovo	ava uslov zadatka.Ako je a < 0 tada vrednost parametra a odreÆujemo iz sistema
−2 ≤ a ≤ − 1

2
. Rexe�e je a ∈ [−2,− 1

2
].2. Za koje vrednosti parametra a nejednaqina

a sin2 x+ 2(a+ 1) sinx+ a− 4 > 0 nema rexe�a?Rexe�e. Stavimo sinx = t i posmatrajmo nejednaqinu
at2 + 2(a + 1)t + (a− 4) > 0. (1)Potrebno je da doka�emo za koje vrednosti parametra a interval

−1 ≤ t ≤ 1 (2)ne sadr�i nijedno rexe�e nejednaqine (1). Ako je a = 0, onda je rexe�e nejedna-qine (1) t > 2, a to je protivreqno sa (2). Prema tome, u da	em tekstu smatramoda je a 6= 0. Diskriminanta kvadratnog trinoma (1) je jednaka 6a+1 pa za a ≤ −1
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nejednaqina (1) uopxte nema rexe�a (spe
ijalno nema rexe�a iz intervala (2)).Neka je
−1

6
< a < 0.U tom sluqaju sva rexe�a (1) se sadr�e u intervalu t1 < t < t2, gde je

t1 =
−(a + 1) +

√
6a+ 1

a
, t2 =

−(a + 1) −
√
6a + 1

a
.Ako pretpostavimo da je t1 < 1, dobijamo

−(a + 1) +
√
6a + 1 > a, ili √

6a+ 1 > 2a + 1, ili 2a > 4a2,xto je protivreqno jer je a < 0. Znaqi da u posmatranom sluqaju nijedna odvrednosti (2) ne zadovo	ava (1). Neka je, na kraju, a > 0. Nejednaqinu (1) u tomsluqaju zadovo	avaju t < t2 i t > t1 (sada je t2 < t1). Sve vrednosti t < t2 sene sadr�e u (2) jer je t2 < −1. Objasnimo za koje vrednosti a > 0 je zadovo	enanejednakost t1 < 1. Imamo
−(a + 1) +

√
6a + 1 < a,odakle dobijamo

√
6a+ 1 < 2a + 1, 2a < 4a2, a >

1

2
.Na taj naqin u intervalu (2) se sadr�e rexe�a nejednaqine (1) samo za a >

1

2
.Primena diskriminante1. Ako su a, b, c realni brojevi takvi da je (b− 1)2− 4ac < 0, dokazati dasistem jednaqina

ax2 + bx + c = y,

ay2 + by + c = z,

az2 + bz + c = xnema realnih rexe�a.Rexe�e: Dati sistem je ekvivalentan sa sistemom
ax2 + (b − 1)x + c = y − x,
ay2 + (b− 1)y + c = z − y,
az2 + (b− 1)z + c = x− z.Ako saberemo odgovaraju�e leve i desne strane, dobijamo

[ax2 + (b − 1)x+ c] + [ay2 + (b− 1)y + c] + [az2 + (b− 1)z + c] = 0. (∗)Kako je zbog (b− 1)2 − 4ac < 0, svaki od tri kvadrata trinoma za svako x, odnosno
y, z razliqitog od nule, jednakost (∗) ne mo�e da bude taqna. Dakle, dati sistemnema realnih rexe�a.2. Neka su a i b realni brojevi takvi da je a2 ≤ 2b. Dokazati da za sverealne brojeve x va�i

x4 + ax3 + bx2 + ax+ 1 ≥ 0.Rexe�e: Kako je
x4 + ax3 + bx2 + ax+ 1 = x2

(

x2 + ax+
b

2

)

+

(

b

2
x2 + ax+ 1

)

,dovo	no je pokazati da je x2 + ax+
b

2
≥ 0 i b

2
x2 + ax+1 ≥ 0, za sve x ∈ R. Ovo jetaqno, jer je diskriminanta ovih trinoma D = a2 − 2b ≤ 0. Jednakost se dosti�eza

(a, b, x) ∈ {(2, 2, 1), (−2, 2,−1)}.10



3. Dokazati da ne postoji x ∈ R tako da va�i
tg 2x · ctg 3x ∈

(

2

3
, 9
)

.Rexe�e: Pretpostavimo da je tg 2x · ctg 3x ∈ (2/3, 9). Primetimo da x nije oblika
π/2+kπ, za neko k ∈ Z, jer je u suprotnom tg 2x = 0. Dakle, tg x je definisano, pava�i tg 2x =

2 tg

1− tg2 x
. TakoÆe, ctg 3x 6= 0, pa je i tg 3x definisan i po adi
ionimformulama va�i tg 3x =

3 tg x− tg3 x

1− 3 tg2 x
.Neka je

y = tg 2x · ctg 3x =
2 tg x

1− tg2 x
· 1− 3 tg2 x

3 tg x− tg3 x

=
2− 6 tg2 x

3− 4 tg2 x+ tg4 x
=

2− 6m

3− 4m +m2
∈

(

2

3
, 9

)

,gde je m = tg2 x. Tada je
y ·m2 + (6− 4y) ·m+ (3y − 2) = 0. (∗)Prema prethodnom, kvadratna jednaqina (∗) (po m) ima nenegativno rexe�e.Dakle, D = (6 − 4y)2 − 4y(3y − 2) ≥ 0, odnosno 4y2 − 40y + 36 ≥ 0. Rexava�emove kvadratne nejednaqine dobijamo da je y ≥ 9 ili y ≤ 1, pa je prema prethodnom

y ∈ (2/3, 1]. MeÆutim, tada je y > 0, 6 − 4y > 0 i 3y − 2 > 0, pa je po Vijetovimformulama zbir rexe�a jednaqine (∗) negativan, a proizvod pozitivan, a samimtim oba rexe�a su negativna. Kontradik
ija.4. Od svih parova realnih brojeva (x, y), koje zadovo	avaju uslov
logx2+y2(x+ y) ≥ 1, na�i onaj par qiji je y najve�i.Rexe�e. Sve taqke ravni koje zadovo	avaju datu nejednaqinu definisane supomo�u dva sistema nejednaqina:

x2 + y2 > 1,
x+ y ≤ x2 + y2;

} (1)
x2 + y2 < 1,

0 < x+ y ≤ x2 + y2.

} (2)Ako u drugoj od nejednaqina sistema (1) smatramo y kao parametar, dobijamo ne-jednaqinu po x:
x2 − x+ y2 − y ≤ 0. (3)Ova nejednaqina ima rexe�a samo uz uslov D = 1 − 4(y2 − y) ≥ 0, tj. ako je

4y2 − 4y − 1 ≤ 0, qije je rexe�e
√
2− 1

2
≤ y ≤

√
2 + 1

2
.Najve�a vrednost za y je, prema tome, √

2 + 1

2
. Za y =

√
2 + 1

2
nejednaqina (3)dobija oblik x2 − x +

1

4
≤ 0 qije je jedinstveno rexe�e x =

1

2
. Pritom jeza taqku (1

2
,

√
2 + 1

2

) i prva od nejednaqina sistema (1) zadovo	ena. Za sis-tem (2) imamo y < 1 pa zato drugi sistem ne daje nova rexe�a za najve�i y.

11



Primedba. Jednaqina x+ y = x2 + y2 defi-nixe krug
(

x− 1

2

)

2

+
(

y − 1

y

)

2

=
( 1√

2

)

2sa polupreqnikom 1√
2
i 
entrom u taqki

(1

2
,
1

2

)

. Koriste�i to, lako je odrediti svarexe�a nejednaqine date u zadatku (sl. 9),taqka M ima koordinate
(

1

2
,
1

2
+

√
2

2

)

.

0x
+
y
=
0 sl.95. Realni brojevi x, y, a su takvi da je

x+ y = 2a− 1 x2 + y2 = a2 + 2a− 3.Za koje a ∈ R �e proizvod xy dobiti najma�u vrednost.Rexe�e. Izraz
2xy = (x+ y)2 − x2 − y2 = 3a2 − 6a+ 4 (1)kao funk
iju od a predstav	a kvadratni trinom po a, definisan za one vred-nosti a za koje postoje realni brojevi x i y koji zadovo	avaju uslov zadatka. Tevrednosti x i y su definisane sistemom

x+ y = 2a− 1,

xy =
3

2
a2 − 3a + 2,xto znaqi da x i y zadovo	avaju kvadratnu jednaqinu

t2 − (2a − 1)t +

(

3

2
a2 − 3a+ 2

)

= 0,qija je diskriminanta jednaka −2a2 +8a− 7. Ta diskriminanta je nenegativna za
4−

√
2

2
≤ a ≤ 4 +

√
2

2
. (2)Prema tome, realne vrednosti x i y postoje samo za one a koji zadovo	avaju uslov(2). Nax zadatak se sada sastoji u tome da i na intervalu (2) naÆemo takav broj

a, za koje trinom (1) dobija najma�u vrednost. Teme parabole b = 3a2 − 6a+4 imaaps
isu a = 1. tj. nalazi se levo na intervalu (2). Najma�a vrednost izraza (1)posti�e se, prema tome, na levom kraju razmaka (2).6. Za razne vrednosti realnog parametra a, rexiti jednaqinu
x4 − 2ax2 + x+ a2 − a = 0.Rexe�e. Napiximo datu jednaqinu u obliku

a2 − (2x2 + 1)a + x4 + x = 0.Reximo ovu jednaqinu kao kvadratnu po parametru a. Imamo
a =

2x2 + 1±
√

(2x− 1)2

2
,odnosno

x2 + x− a = 0, x2 − x+ 1− a = 0.Rexava�em ovih jednaqina dobijamo:
x1,2 =

−1±
√

1 + 4a

2
, x3,4 =

1±
√

4a− 3

2
,kao rexe�a date jednaqine. 12



7. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu
5x2 − 2xy + 2y2 − 2x− 2y + 1 = 0.Rexe�e: 5x2−2(y+1)x+2y2−2y+1 = 0. Diskriminanta ove kvadratne jednaqinepo x je D

4
= (y + 1)2 − 5(2y2 − 2y + 1) = −9y2 + 12y − 4 = −(3y − 2)2. Dakle, onaje nepozitivna. Znaqi D ≥ 0 ⇔ D = 0 ⇔ y =

2

3
⇒ x =

1

3
.Odgovor: (

1

3
,
2

3

).8. Ako su x, y, z realni brojevi takvi da je x+y+z = 5, xy+yz+zx = 8,dokazati da je svaki od �ih u intervalu [1, 7

3
].Kako je y+ z = 5− x, yz = 8− x(y+ z) = 8− x(5− x), to su y i z koreni jednaqine

u2 − (5 − x)u + x2 − 5x+ 8 = 0, qija je diskriminanta D = −3x2 + 10x − 7 ≥ 0 za
1 ≤ x ≤ 7

3
. Na isti naqin se dokazuje da su brojevi y i z u intervalu [1, 7

3
].9. U skupu realnih brojeva, rexiti sistem jednaqina

{

x2 − 2xy + 2y2 + 2x− 8y + 10 = 0
2x2 − 7xy + 3y2 + 13x− 4y − 7 = 0Rexe�e: Diskriminanta prve jednaqine, kao kvadratne po x, iznosi

D

4
= −(y − 3)2. Realno rexe�e postoji za y = 3. Zatim nalazimo x = 2 iproveravamo zamenom u drugu jednaqinu.Odgovor: (2, 3).Geometrija ili algebra1. Data je visina hc koja odgovara hipotenuzi pravouglog trougla ipolupreqnik r upisanog kruga. Izraziti hipotenuzu c u funk
ijiod hc i r. Sastaviti kvadratnu jednaqinu (sa jednom nepoznatom)qiji su koreni katete a i b posmatranog trougla. Za koje vrednosti

hc i r postoji takav trougao?Rexe�e:
c2 = a2 + b2

ch = ab

(

P△ =
ch

2
=

ab

2

)

a+ b− c = 2r (a − r + b− r = c)

a+ b = c+ 2r|2
2ch− 4rc = 4r2| : 2

c =
2r2

h− 2r
.Jednaqina qija su rexe�a a i b je x2 − (a + b)x+ ab = 0

a+ b = c+ 2r =
2r2

h− 2r
+ 2r =

2r2 + 2rh− 4r2

h− 2r
=

2rh− 2r2

h− 2r
= 2r

h− r

h− 2r

ab = ch =
2r2

h− 2r
h =

2r2h

h− 2r

x2 − 2r
h− r

h− 2r
x+

2r2h

h− 2r
= 0

(h− 2r)x2 − 2r(h− r)x+ 2r2h = 0

c =
2r2

h− 2r
→ c > 0 ⇒ h > 2r.Da bi postojao takav trougao mora D ≥ 0 ∧ x1, x2 > 0

D = 4r2(h− r)2 − 4r2(h− 2r) · 2r2h = 4r2((h+ r)2 − 2h(h− 2r))
= 4r2(h2 − 2hr + r2 − 2h2 + 4hr) = 4r2(r2 + 2rh− h2)

= 4r2(r2 + 2rh+ h2 − 2h2) = 4r2((r + h)2 − (h
√
2)2)

= 4r2(r + h− h
√
2)(r + h+ h

√
2)13



D ≥ 0 ⇒ r+h−h
√
2 ≥ 0 ⇒ h(1−

√
2)+r ≥ 0 ⇒ r ≥ h(

√
2−1) ⇒ h ≤ r√

2− 1
⇒

h ≤ r(
√
2 + 1)

D ≥ 0 za 2r < h ≤ r(
√
2 + 1)Treba jox ispitati da li su oba rexe�a jednaqine pozitivna (da bi mogla bitidu�ine kateta trougla)za h ∈ (2r, r(

√
2− 1)] rexe�a su realna

x1,2 =
2r(h− r)±

√

4r2(h− r)2 − 4 · 2r2h(h− 2r)

2(h− 2r)

x1,2 =
2r(h− r)±

√

4r2[h2 − 2hr + r2 − 2h2 + 4hr]

2(h− 2r)

=
2r(h− r)± 2r

√
r2 + 2hr − h2

2(h− 2r)

=
2r

2(h− 2r)
[h− r ±

√
r2 + 2hr − h2],

h−2r > 0 ⇒ ispitati samo h−r−
√

r2 + 2hr − h2, jer je h−r+
√

r2 + 2hr − h2 > 0.
h− r −

√
r2 + 2rh− h2 ≥ 0?

(h − r)2 ≥ r2 + 2rh − h2 ⇔ 2h(h − 2r) > 0 oba rexe�a su pozitivna, pa pos-toji trougao qije su katete du�ine a′ = x1 i b′ = x2. Tada je hipotenuza
c′ =

√
a′2 + b′2 =

2r2

h− 2r
, h′ =

a′ · b′
c′

= h , r′ = s′ − c′ = r2. Oko jednakokrakog trougla date osnovi
e a i kraka b opisan je krug.Izraqunati tetivu kruga koja polovi krake trougla.Rexe�e: 2x =
1

2

√
a2 + 4b2.3. U dva naspramna ugla pravougaonika qije su strani
e 5 i 3 upisanasu dva kruga koja se meÆusobno dodiruju spo	a tako da se �ihove povr-xine odnose kao 2 : 1. Izraqunati polupreqnike ovih krugova.Rexe�e: r =

8−
√
30√

2 + 1
, R =

8 +
√
30√

2 + 1
i r =

(8−
√
30)

√
2√

2 + 1
, R =

(8 +
√
30)

√
2√

2 + 1
.4. Odrediti maksimalnu vrednost odnosa zapremina lopte i oko �eopisane kupe.Rexe�e. Imamo

VL

VK

=
4

3
R3π

r2πH
3

=
4R3

r2H
.Kako je (videti sliku)

H − R√
r2 +H2

=
R

r
⇔(H −R)2r2 = R2(r2 +H2)

H2r2 − 2HRr2 +R2r2

= R2r2 + R2H2

/

: H

Hr2 − 2Rr2 = R2H

H(r2 − R2) = 2Rr2

H =
2r2R

r2 −R2

Zamenom u
gor�i izraz je

VL

VK

=
4R3

r2 2Rr2

r2−R2

=
2R2(r2 −R2)

r4
=

2R2

r2

(

1− R2

r2

)

. (1)14



Ako je zbir dva broja konstantna veliqina, tada je maksimalna vrednost �ihovogproizvoda dostignuta kada su sabir
i jednaki:
x+ a− x = a

x · (a− x) = −x2 + ax = −
(

x2 − ax+
a2

4
− a2

4

)

= −
(

x− a

2

)

2

+
a2

4
.Sada je [x(a − x)]max =

a2

4
za x =

a

2
. U naxem sluqaju je R2

r2
= 1− R2

r2
odakle je

R2

r2
=

1

2
. Konaqno dobijamo

VL

VK

=
2R2

r2

(

1− R2

r2

)

≤ 2 · 1
2
· 1
2
=

1

2
.Zada
i za one koji �ele vixe1. Za koje vrednosti a jednaqina logx2

−1(x+ a) = 1 nema rexe�a?Rexe�e. Da bi par brojeva (x, a) zadovo	a-vao datu jednaqinu, potrebno je i dovo	noda budu ispu�eni uslovi
x+ a = x2 − 1,
x+ a > 0,
x2 − 1 6= 1.Taqke qije koordinate zadovo	avaju uslovesu taqke parabole

a =
(

x− 1

2

)

2

− 5

2
, Sl. 13koje se nalaze iznad prave x + a = 0, osim taqke sa aps
isama ±

√
2, tj. osimtaqaka (

√
2, 1−

√
2 ) i (−

√
2, 1 +

√
2 ) (sl. 13). Projek
ije svih tih taqaka na osi

Oa popu�avaju zrak a > −1, osim jedne taqke a = 1−
√
2.2. (rep) Neka je f : R → R kvadratna funk
ija f(x) = ax2 + bx + c.Oznaqimo sa D diskriminantu, sa P proizvod, a sa S zbir �enihnula. Dokazati da postoji samo jedna funk
ija f za koju su a,D, P, Sqetiri uzastopna 
ela broja ( u rastu�em poretku).Rexe�e: a, D = b2 − 4ac, P = x1 · x2 =

c

a
, S = x1 + x2 = − b

a
;

⇒ b2 − 4ac = a+ 1 ∧ c

a
= a+ 2 ∧ − b

a
= a + 3

(−a2 − 3a)2 − 4a(a2 + 2a) = a+ 1 ⇔ (a+ 1)(a2(a+ 1)− 1) = 0 ⇔ a = −1, a ostalarexe�a ne pripadaju skupu Z.Stoga je rexe�e f(x) = −x2 + 2x− 1.3. Na�i sve 
ele brojeve x za koje je izraz y = −6x2 + 167x+ 4823a) prost broj; b) xto ve�i prirodan broj; v) xto ma�i prirodan broj.Rexe�e: Broj 167 treba rastaviti na dva broja tako da je �ihova razlika 167, aproizvod −6 · 4823. Rastavimo proizvod na qinio
e i dobijamo 2 · 3 · 7 · 13 · 53. Tosu brojevi −106 i 273.
−6x2 + 167x + 4823 = −6x2 − 106x+ 273x+ 4823 =

= −2x(3x+ 53) + 91(3x + 53) =15



= (3x + 53)(91 − 2x).
y = y(x) = (91 − 2x)(3x + 53).(a) Da bi y bio prost broj, potrebno je da jedan od faktora bude 1 ili −1. Prvifaktor je jednak 1 za x = 45, a −1 za x = 46, dok je drugi faktor jednak −1 za

x = −18. MeÆutim, poxto je
y(45) = 188 = 2 · 94, y(46) = −191 < 0, y(−18) = −127 < 0,ne postoji 
eo broj x za koji je y prost broj.(b) Zadati kvadratni trinom dosti�e maksimum za x =

167

12
= 13.91...Najbli�a 
elobrojna vrednost je x = 14, tako da je y najve�i prirodan broj za

x = 14, tj. y(14) = 5985.(v) Kako je y > 0 za −53

3
< x <

91

2
, 
elo x najbli�e krajevima ovog intervala je

x = 45, pa je y najma�i prirodan broj za x = 45, tj. y(45) = 188.4. Ako su koefi
ijenti jednaqine ax2 + bx + c = 0 neparni brojevi,dokazati da jednaqina nema ra
ionalnih rexe�a.Rexe�e: Teorija brojeva, ne vole je ni profesori, a uqeni
i samim tim jox ma�e.Ako bi rexe�a jednaqine ax2 + bx+ c = 0 bila ra
ionalna, mora diskriminantada bude potpuni kvadrat i to kvadrat neparnog broja jer je b2 − 4ac razlikaneparnog i parnog broja. Stoga mo�emo pisati b2 − 4ac = (2l + 1)2, odnosno
(2m+ 1)2 − (2l + 1)2 = 4ac, jer je b neparan broj.
4(m+ l+1)(m− l) = 4ac. Posle skra�iva�a sa 4 na levoj strani ostaje paran brojjer su brojevi m + l + 1 i m − l razliqite parnosti, pa je broj na levoj straniparan , a na desnoj neparan.5. Neka je f(x) = x2 + ax + b. Ako je |f(0)| ≤ 800 i f(120) je prost broj,dokazati da funk
ija f nema 
elobrojne nule.Rexe�e: f(0) = b ⇒ |b| ≤ 800. Pretpostavimo suprotno tj. neka f ima 
elobrojnenule x1 i x2 tj. f(x) = (x−x1)(x−x2). U tom sluqaju va�i f(120) = 1202+120a+bi f(120) = (120 − x1)(120 − x2) je prost broj, pa va�i sistem
120−x1 = 1∧120−x2 = p, p je prost broj. Iz prve jednaqine zak	uqujemo x1 = 119.Iz |f(0)| ≤ 800 tj. |x1 · x2| ≤ 800 ⇒ |119 · x2| ≤ 800 ⇒ |x2| ≤ 6. Tada su mogu�evrednosti za x2 : −6,−5,−4,−3,−2,−1, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Odgovaraju�e vrednosti za
120− x2 : 126, 125, 124, 123, 122, 121, 119, 118, 117, 116, 115, 114 xto znaqi da nijednaod vrednosti izraza 120 − x2 nije prost broj, pa naxa pretpostavka da f ima
elobrojne nule nije dobra.6. Neka je f(x) kvadratna funk
ija koja ima realne nule za koje va�i
|x1 − x2| ≥ 1995. Dokazati da jednaqina

f(x) + f(x+ 1) + f(x+ 2) + · · ·+ f(x+ 1995) = 0ima dva realna rexe�a.Rexe�e: F (x) = f(x) + f(x+ 1) + f(x+ 2) + · · ·+ f(x+ 1995)

F (x1) = f(x1) + f(x1 + 1) + f(x1 + 2) · · · + f(x1 + 1995). Prvi sabirak jednak jenula jer je x1 nula funk
ije f , a ostali su negativni ( posled�i je nenegativan),xto znaqi da va�i F (x1) < 0.
F (x2) = f(x2) + f(x2 + 1) + f(x2 + 2) · · ·+ f(x2 + 1995). Prvi sabirak jednak je 0,a ostali su pozitivni ( posled�i je nenegativan), xto znaqi da va�i F (x2) > 0.Stoga va�i da F (x) ima realne nule.16



Prilog iz struqne xkole1. Rexiti jednaqine:(a) (x−2)(x−3) = 0; (b) (2x−1)(x+2) = 0; (v) 5(4−3x)(x+10) = 0;(g) x(1− 2x) = 0; (d) (x
3
− 12− x)(3x − 1− x

2
) = 0;(Æ) (x+ 3)(x+ 4)(x− 5) = 0; (e) (x− 2i)(x+ i) = 0; (�) 7x2 = 0.2. Skratiti razlomak x2 − 2ax+ a2 − 1

x2 − (2a+ 1)x+ a2 + a
.3. Date su jednaqine:(a) 3x2 − 4xy2 + y = 0; (b) 2z2 + z − 1 = 0; (v) 1− y = y2;(g) 2

3
x2 − 1

2
y2 + 2 = 0; (d) x2

√
2 + xπ − y2 − y = 0;(Æ) (1 + i)x2 − (2− i)x = 0.U svakoj jednaqini odabrati nepoznatu, odrediti stepen jednaqine pouoqenoj nepoznatoj i odrediti koefi
ijente u tom sluqaju.4. Ispitati u pogledu stepena i rexivosti jednaqine:(a) (1 − x)2 = x+ 2; (b) (2x− 1)2 + 3 = 4x2 − 4x+ 4;(v) (x − 1)3 + 2 = 3x− 3x2 + x3.5. Rexiti slede�e kvadratne jednaqine sa ograniqe�ima:(a) (x2 − 3x+ 2 = 0 ∧ x > 0); (b) (x2 − 1 = 0 ∧ x je mera du�i);(v) (3x2 − 2x− 1 = 0 ∧ |x| < 3

4
); (g) (4x2 − x− 3 = 0 ∧ |x| ≤ 1);(d) (x2 + x− 6 = 0 ∧ |x| > 5); (Æ) (4x2 + 11x− 3 = 0 ∧ x je 
eo broj);(e) (x2 + x+ 1 = 0 ∧ x ∈ R); (�) (x2 − x = 0 ∧ |x| < 10);(z) (2x2 − 7x+ 3 = 0 ∧ x je sinus nekog ugla).6. Xahovski turnir napustila su dva uqesnika; jedan odmah posle odi-granog prvog dela, a drugi odmah posle desetog. Na turniru je odi-grano ukupno 55 partija. Da li su ova dvoji
a uqesnika meÆusobnoigrala?Rexe�e: Broj uqesnika bez dvoji
e je x − 2, a broj odigranih partija bez �ih je

(x− 2)(x − 3)

2
. Ako nisu igrali meÆusobno va�i (x− 2)(x − 3)

2
+ 11 = 55, a akojesu, va�i (x− 2)(x− 3)

2
+ 10 = 55. Kako prvi sluqaj nema 
elobrojnih rexe�a,a drugi ima, sledi da su igrali meÆusobno.7. Odrediti k tako da jednaqine

2x2 − (3k + 2)x+ 12 = 0 i 4x2 − (9k − 2)x+ 36 = 0imaju taqno jedno zajedniqko rexe�e.Rexe�e: Neka je x0 zajedniqko rexe�e te dve jednaqine. Eliminixemo x2

0
izsistema, odredimo x0 preko parametra k i vratimo u jednu od jednaqina. Imamoda te dve jednaqine imaju zajedniqko rexe�e za k = 3.8. Dat je trinom ax2 + bx+ c. Odrediti m tako da trinom

ax2 + bx+ c+m(x2 + 1)17



bude potpun kvadrat.Rexe�e: D = 0, m =
−(a+ c)±

√

(a− c)2 + b2

2
.9. Rexiti jednaqinu (x− 3)(x− 4)(x− 7)(x− 8) = 60.Uputstvo: (x2 − 11x+ 24)(x2 − 11x+ 28) = 60. Uvedimo smenu x2 − 11x+ 24 = t,imamo t(t + 4) = 60.10. U jednaqini x2 − 4ax + 1 = 0 odrediti parametar a tako da �enikoreni zadovo	avaju rela
iju x1 ≥ a i x2 ≥ a.Rexe�e: 1

2
< a <

√
3

3
.11. Izraqunati sin 18◦.Rexe�e: sin 18◦ = a.

18
◦
18

◦

72◦36◦
36◦

72◦

1
2a

2a 1-2a2a

b
B

b C

b A

b D

△ABC ∼ △BCD ⇒ 2a

1
=

1− 2a

2a
, a > 0

⇒ 4a2 = 1− 2a, a > 0
⇒ (2a)2 + 2a − 1 = 0, a > 0

⇒ 2a =
−1±

√
5

2
, a > 0

⇒ a =

√
5− 1

4
= sin 18◦12. Konstruisati krivu |y| = 4

3
x2.13. Za koju je vrednost parametra a zbir kvadrata korena jednaqine

x2 − ax+ a = 3 minimalan?Rexe�e: a = 1.14. Ispitati da li postoji kvadratna funk
ija qiji grafik sadr�itaqke A,B i C:(a) A(−1, 0), B(2, 0), C(0,−4); (b) A(3, 0), B(−1, 0), C(0, 3);(v) A(−5, 0), B(−1, 0), C(0,−5); (g) A(−2, 0), B(1, 0), C(3, 0).15. Odrediti zajedniqku taqku svih parabola y = −x2+2(k+1)x+3k−1,
k ∈ R i odrediti skup taqaka temena tih parabola.Rexe�e: Zajedniqka taqka je M(− 3

2
,− 25

4
), a jednaqina tra�enog skupa je

y = x2 + 3x− 4.Za dodatnu nastavu:1. IzmeÆu svih trouglova sa istom strani
om c i istim obimom 2S, na�ionaj koji ima najve�u povrxinu.Rexe�e: Neka su strani
e trouglova c, x, 2S − c− x. Povrxina trougla je
P =

√

S(S − c)(S − x)(S − c+ x). Povrxina je maksimalna kada je izraz
(S−x)(S−c+x) maksimalan. Neka je f(x) = (S−x)(S−c+x). Funk
ija f dosti�emaksimum kada je x = −2S − c

−2
= S − c

2
, pa su strani
e trougla c, S − c

2
, S − c

2
.18



2. Koreni jednaqine x2 + ax + b+ 1 = 0 su prirodni brojevi. Dokazatida je a2 + b2 slo�en broj.Rexe�e: x1 + x2 = −a, x1x2 = b+ 1.
a2 + b2 = (x1 + x2)

2 + (x1x1 − 1)2 = x2

1 + x2

2 + x2

1x
2

2 + 1 = (x2

1 + 1)(x2

2 + 1),a ovo je slo�en broj, jer su oba faktora prirodni brojevi ve�i od 1.3. Dokazati da kvadratna jednaqina qiji su koefi
ijenti neparni bro-jevi nema ra
ionalnih rexe�a.Rexe�e: Neka je to jednaqina ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ Z i neparni su.Neka jednaqina ima ra
ionalno rexe�e p

q
, gde su p i q uzajamno prosti brojevi i

q 6= 0. Sledi da je bar jedan od tih brojeva neparan.
a

(

p

q

)2

+ b
p

q
+ c = 0 tj. ap2 + bpq + cq2 = 0.Neka je p paran, a q neparan broj. Tada je p2 paran broj, pa je i ap2 paran broj.Paran je i bpq, pa je zato paran i ap2+ bpq. Broj cq2 je neparan zbog pretpostavke,pa smo doxli do kontradik
ije.Na isti naqin se dokazuju i sluqajevi kada je p neparan, a q paran, kada su obabroja neparna, itd.4. Na�i potrebne i dovo	ne uslove da rexe�a jednaqine x2 + px+ q = 0budu oblika sinα, cosα.Rexe�e: Neka je x1 = cosα, x2 = sinα.

⇒ x1, x2 ∈ R ⇒ D = p2 − 4q ≥ 0

⇒ x2

1 + x2

2 = 1 ⇒ p2 − 2q = 1.Dakle,
(p2−4q ≥ 0 ∧ p2−2q = 1) ⇔ (p2−4

p2 − 1

2
≥ 0∧ p2−2q = 1) ⇔ p2 ≤ 2 ∧ p2−2q = 1.Iz x2

1
+ x2

2
= 1 dokazuje se da su ovi uslovi i dovo	ni.5. Odrediti geometrijsko mesto temena krivih y = (x− sinα)2, (α ∈ R).Rexe�e: To je du� qiji su krajevi (−1, 0) i (1, 0).
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