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0.1 ^evina teorema

Teorema 0.1 (^evina teorema). Neka su P , Q i R ta~ke pravih odre|enih ivicama BC , CA i AB
trougla4ABC . PraveAP ,BQ iCR seku se u jednoj ta~ki ako i samo ako je:

−−→
BP
−→
PC
·
−→
CQ
−→
QA
·
−→
AR
−→
RB

= 1.

Dokaz. Neka se praveAP ,BQ iCR seku u ta~ki T . Neka su hc i h
′
c du`ine normala iz ta~akaC i T

redom na pravuAB. Imamo da je P4ACR = AR·hc

2
, P4BCR = BR·hc

2
, P4ATR = AR·h′

c

2
i P4BTR = BR·h′

c

2
.

Odavde nalazimo da su povr{ine P4CAT =

P4ACR − P4ATR = AR·(hc−h′
c)

2
i P4BCT =

P4BCR − P4BTR = BR·(hc−h′
c)

2
.

Lako se nalazi da je

P4CAT

P4BCT

=
AR·(hc−h′

c)
2

BR·(hc−h′
c)

2

=
AR

BR
=

−→
AR
−→
RB

jer su vektori
−→
AR i

−→
RB istog smera i wihov odnos

je jednak odnosu du`iAR iBR.

Analogno se dokazuje da je

−−→
BP
−→
PC

=
P4ABT

P4CAT

i

−→
CQ
−→
QA

=
P4BCT

P4ABT

.

Mno`e}i ove tri jednakosti dobijamo

−−→
BP
−→
PC
·
−→
CQ
−→
QA
·
−→
AR
−→
RB

=
P4ABT

P4CAT

· P4BCT

P4ABT

· P4CAT

P4BCT

= 1.

Ostaje da poka`emo deo samo ako tj. ako su ta~ke P ,Q iR na stranicamaBC ,CA iAB takve da je

−−→
BP
−→
PC
·
−→
CQ
−→
QA
·
−→
AR
−→
RB

= 1

da se onda praveAP ,BQ iCR seku u jednoj ta~ki.



Neka se praveAP iBQ seku u jednoj ta~ki T i

neka pravaCT se~e stranicuAB u ta~kiR′. Tada
su ta~ke P , Q i R′ na stranicama BC , CA i AB
takve da se praveAP ,BQ iCR′ seku u jednoj ta~ki
T , pa je prema gore dokazanom delu

−−→
BP
−→
PC
·
−→
CQ
−→
QA
·
−−→
AR′

−−→
R′B

= 1.

Iz ove dve jednakosti dobijamo
−→
AR
−−→
RB

=
−−→
AR′
−−→
R′B

, odakle je R ≡ R′ jer ne mogu postojati dve razli~ite

ta~ke na pravojAB koje }e deliti du`AB u istom odnosu. Ovim je tvr|ewe dokazano u potpunosti, jer

se praveAP ,BQ iCR (CR′) seku u ta~ki T .

0.2 Menelajeva teorema

Teorema 0.2 (Menelajeva teorema). Neka su P , Q i R ta~ke pravih odre|enih ivicama BC , CA i AB
trouglaABC . Ta~ke P ,Q iR su kolinearne ako i samo ako je:

−−→
BP
−→
PC
·
−→
CQ
−→
QA
·
−→
AR
−→
RB

= −1.

Dokaz. Neka je p prava koja prolazi kroz ta~ke P , Q i R i neka su A′, B′ i C ′ podno`ja normala
iz ta~aka A, B i C na pravu p. Imamo da je 4BB′P ∼ 4CC ′P jer imaju po jedan prav ugao, a

∠BPB′ = ∠CPC ′ kao unakrsni uglovi. Odavde je
−−→
BP
−→
PC

= BP
CP

= BB′

CC′ . Analogno, dokazujemo da je

4CQC ′ ∼ 4AQA′ i4ARA′ ∼ 4BRB′. Odavde je
−−→
CQ
−→
QA

= CQ
AQ

= CC′

AA′ i
−→
AR
−−→
RB

= −AR
BR

= −AA′

BB′ (znak−
jer vektoriAR iBR nisu istog smera).

Mno`e}i ove tri jednakosti dobijamo

−−→
BP
−→
PC
·
−→
CQ
−→
QA
·
−→
AR
−→
RB

=

(
BB′

CC ′

)
·
(
CC ′

AA′

)
·
(
−AA′

BB′

)
= −1.

Ostaje da poka`emo deo samo ako tj. ako su ta~ke P ,Q iR na stranicamaBC ,CA iAB takve da je

−−→
BP
−→
PC
·
−→
CQ
−→
QA
·
−→
AR
−→
RB

= −1

da onda ta~ke P ,Q iR le`e na jednoj pravoj.
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Neka jeppravakrozta~keP iQ, inekaseprave

p iAB seku u ta~kiR′. Tada su ta~ke P ,Q iR′ na
stranicama BC , CA i AB takve da su ta~ke P , Q
i R′ kolinearne. Na osnovu prethodno dokazanog
dela va`i

−−→
BP
−→
PC
·
−→
CQ
−→
QA
·
−−→
AR′

−−→
R′B

= −1.

Iz ove dve jednakosti dobijamo
−→
AR
−−→
RB

=
−−→
AR′
−−→
R′B

, odakle je R ≡ R′ jer ne mogu postojati dve razli~ite

ta~ke na pravojAB koje }e deliti du`AB u istom odnosu. Ovim je tvr|ewe dokazano u potpunosti, jer

ta~ke P ,Q iR (R′) pripadaju pravoj p. �

0.3 Paposova Teorema

Teorema 0.3 (Paposova teorema). Neka suA,B,C iA1,B1,C1 trojke kolinearnih ta~aka u ravni koje

nisu sve na istoj pravoj. PraveAB1 iBA1 seku se u P ,BC1 iCB1 uQ,CA1 iAC1 uR. Tada su ta~ke

P ,Q iR kolinearne.

Dokaz. Neka je M prese~na ta~ka pravih AC1 i BA1, N prese~na ta~ka pravih AC1 i CB1 i L
prese~na ta~ka pravih CB1 i BA1. Primeni}emo Menelajevu teoremu na trougao4LMN . Za ta~ke

C ,R iA1 dobijamo
MR

RN
· NC

CL
· LA1

A1M
= −1. (1)

Za ta~ke P ,A iB1 koje tako|e le`e na jednoj pravoj dobijamo

LP

PM
· MA

AN
· NB1

B1L
= −1. (2)

Za pravu koja sadr`i ta~keQ,B iC1 dobijamo

NQ

QL
· LB
BM

· MC1

C1N
= −1. (3)

Za pravu koja sadr`i ta~keA,B iC dobijamo

NC

CL
· LB
BM

· MA

AN
= −1. (4)

Za pravu koja sadr`i ta~keA1,B1 iC1 dobijamo

LA1

A1M
· MC1

C1N
· NB1

B1L
= −1. (5)

Pomno`imo sada relacije (1), (2) i (3) i dobijamo

MR

RN
· NC

CL
· LA1

A1M
· LP
PM

· MA

AN
· NB1

B1L
· NQ

QL
· LB
BM

· MC1

C1N
= −1,
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Slika 1: Paposova teorema

odnosno
LP

PM
· MR

RN
· NQ

QL
· NC

CL
· LB
BM

· MA

AN
· LA1

A1M
· MC1

C1N
· NB1

B1L
= −1.

Sada iskoristimo relacije (4) i (5) i dobijamo

LP

PM
· MR

RN
· NQ

QL
= −1.

Odavde na osnovuMenelajeve teoreme primewene na trougao4LMN i ta~keP ,Q iR sledi da su ta~ke

P ,Q iR kolinearne. �

0.4 Paskalova teorema

Teorema 0.4 (Paskalova teorema). Neka je ABCDEF {estougao upisan u krug k. Prave AB i DE
seku se u ta~ki P , prave BC i EF u ta~ki Q i prave CD i FA u ta~ki R. Tada su ta~ke P , Q i R
kolinearne.

Dokaz. Neka jeL = p(AB) ∩ p(CD),M = p(CD) ∩ p(EF ) iN = p(EF ) ∩ p(AB), Slika 2.
PrimenimoMenelajevu teoremu na trougao4LMN i praveBC ,DE iAF redom i dobijamo:

−→
LB
−−→
BM

·
−−→
MC
−−→
CN

·
−−→
NQ
−→
QL

= −1, (1)

−−→
MD
−−→
DN

·
−−→
NE
−→
EL
·
−→
LP
−−→
PM

= −1, (2)

−→
LA
−−→
AM

·
−−→
MR
−−→
RN

·
−−→
NF
−→
FL

= −1. (3)
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Slika 2: Paskalova teorema

Mno`ewem jednakosti (1), (2) i (3) dobijamo

−→
LB
−−→
BM

·
−−→
MC
−−→
CN

·
−−→
NQ
−→
QL
·
−−→
MD
−−→
DN

·
−−→
NE
−→
EL
·
−→
LP
−−→
PM

·
−→
LA
−−→
AM

·
−−→
MR
−−→
RN

·
−−→
NF
−→
FL

= −1,

odnosno −→
LA ·

−→
LB

−→
EL ·

−→
FL
·
−−→
MC ·

−−→
MD

−−→
AM ·

−−→
BM

·
−−→
NF ·

−−→
NE

−−→
CN ·

−−→
DN

·
−−→
NQ
−→
QL
·
−→
LP
−−→
PM

·
−−→
MR
−−→
RN

= −1. (4)

Prema potenciji ta~ke u odnosu na krug k za ta~ke L,M iN je
−→
LA ·

−→
LB =

−→
EL ·

−→
FL,
−−→
MC ·

−−→
MD =−−→

AM ·
−−→
BM i

−−→
NF ·

−−→
NE =

−−→
CN ·

−−→
DN . Kori{}ewem ovih jednakosti u (4) sledi

−−→
NQ
−→
QL
·
−→
LP
−−→
PM

·
−−→
MR
−−→
RN

= −1,

odakle po obratnoj Menelajevoj teoremi sledi da su ta~ke P ,Q iR kolinearne. �

0.5 Dezargova teorema

Teorema 0.5 (Dezargova teorema). Neka su 4ABC i 4A1B1C1 trouglovi jedne ravni. Neka je P
prese~na ta~ka pravih BC i B1C1, Q prese~na ta~ka pravih CA i C1A1 i R prese~na ta~ka pravih

AB iA1B1. Dokazati da se praveAA1,BB1 iCC1 seku u jednoj ta~ki ako i samo ako su ta~ke P ,Q i

R kolinearne.

Dokaz. Prvo}emo dokazati da konkurentnost pravihAA1,BB1 iCC1 povla~ikolinearnost ta~aka

P ,Q iR.
Neka se praveAA1,BB1 iCC1 seku u ta~kiO.
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PrimenomMenelajeve teoreme na4OCA i ta~keA1,C1 iQ dobijamo

−→
CQ
−→
QA
·
−−→
AA1
−−→
A1O

·
−−→
OC1
−−→
C1C

= −1. (1)

PrimenomMenelajeve teoreme na4OBC i ta~keC1,B1 i P dobijamo

−−→
BP
−→
PC
·
−−→
CC1
−−→
C1O

·
−−→
OB1
−−→
B1B

= −1. (2)

PrimenomMenelajeve teoreme na4OAB i ta~keB1,A1 iR dobijamo

−→
AR
−→
RB
·
−−→
BB1
−−→
B1O

·
−−→
OA1
−−→
A1A

= −1. (3)

Mno`e}i relacije (1), (2) i (3) dobijamo

−→
CQ
−→
QA
·
−→
AR
−→
RB
·
−−→
BP
−→
PC
·
−−→
AA1 ·

−−→
OA1

−−→
A1O ·

−−→
A1A

·
−−→
OB1 ·

−−→
BB1

−−→
B1O ·

−−→
B1B

·
−−→
OC1 ·

−−→
CC1

−−→
C1C ·

−−→
C1O

= −1,

odnosno −→
CQ
−→
QA
·
−→
AR
−→
RB
·
−−→
BP
−→
PC

= −1,

odakle premaMenelajevoj teoremi za4ABC sledi da su ta~ke P ,Q iR kolinearne.

Ostajedapoka`emodaizkolinearnostita~aka

P ,Q iR sledi da se praveAA1,BB1 iCC1 seku u

jednoj ta~ki.

Pretpostavimo da se prave BB1 i CC1 seku u

ta~ki O i doka`imo da su ta~ke O, A i A1 ko-

linearne. Primetimo da su trouglovi 4BRB1

6



i 4CQC1 perspektivni iz ta~ke P , jer prave

BC , RQ i B1C1 prolaze kroz P . Zato prema

prethodnom dokazanom delu va`i da su ta~ke A =

l(BR) ∩ l(CQ), A1 = (B1R) ∩ l(C1Q i O =
l(BB1) ∩ l(CC1), ~ime je tvr|ewe dokazano. �

0.6 Radikalna osa dva kruga

Lema 0.1. Neka suA,B,C iD ta~ke u ravni. PraveAC iBD su normalne ako i samo ako je

AB2 + CD2 = BC2 +DA2.

Dokaz. Doka`imo prvo da je uslov potreban. Neka se prave AC i BD seku u ta~ki O i neka je

AC ⊥ BD. Tada su4AOD,4AOB,4BOC i4COD pravougli trouglovi, pa na osnovuPitagorine

teoreme va`i

AB2 + CD2 = (AO2 +BO2) + (CO2 +DO2) = (AO2 +DO2) + (CO2 +BO2) = BC2 +DA2.

Ostaje da poka`emo da je uslov dovoqan. Neka suO1 iO2 redom podno`ja normala izB iD na pravu

AC i neka jeAB2 + CD2 = BC2 +DA2. Na osnovu Pitagorine teoreme je

AB2 + CD2 = (AO2
2 +BO2

2) + (CO1
2 +DO1

2),

BC2 +DA2 = (BO2
2 + CO2

2) + (DO1
2 + AO1

2).

Ubacivawem ovih relacija u dati izraz dobi-

jamo

AO2
2 + CO1

2 = AO1
2 + CO2

2.

OdavdejeAO2
2−CO2

2 = AO1
2−CO1

2, tj. (AO2+
CO2)(AO2−CO2) = (AO1+CO1)(AO1−CO1).
Odavde jeAC ·(AO2−CO2) = AC ·(AO1−CO1),
a kako jeA 6≡ C , to je odavde

AO2 − AO1 = CO2 − CO1.

Sada je O1O2 = −O1O2, pa je O1 ≡ O2 i AC ⊥
BD, ~ime je lema dokazana.

Radikalna osa dve kru`nice je geometrijsko mesto ta~akaX koje imaju jednaku potenciju u odnosu

na obe kru`nice, odnosno takvih da je

O1X
2 −R2

1 = O2X
2 −R2

2

gde suO1 iO2 centri, aR1 iR2 polupre~nici te dve kru`nice.

Prvo}emodokazati da ta~ka saovakvimsvojstvompostojinapravojO1O2. Zaista ta~kaX0 napravoj

O1O2 takva da jeO1X0 =
O1O2

2
+

R2
1−R2

2

2O1O2
ispuwava gorwi uslov. Uo~imo neku drugu ta~kuX takvu da je

O1X
2 −R2

1 = O2X
2 −R2

2.
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Kako jeO1X0
2 −R2

1 = O2X0
2 −R2

2, sledi da je

O1X
2 +O2X0

2 = O1X0
2 +O2X

2

, pa na osnovu Leme 0.1 sledi da jeXX0 ⊥ O1O2.

Dakle, ta~keX koje imaju svojstvo da imaju potenciju jednaku u odnosu na dve kru`nice se nalaze na

pravoj normalnoj naO1O2 u ta~kiX0. Nije te{ko uveriti se (kori{}ewemPitagorine teoreme) da sve

ta~ke na toj pravoj imaju opisano svojstvo.

Teorema 0.6 (Teorema o radikalnim osama). Neka su k1, k2 i k3 krugovi jedne ravni. Neka je prava p1
radikalna osa krugova k2 i k3 i neka su analogno definisane prave p2 i p3. Tada se prave p1, p2 i p3 seku
u jednoj ta~ki.

Neka je p1 radikalna osa kru`nica k2 i k3, p2 radikalna osa kru`nica k3 i k1, p3 radikalna osa
kru`nica k1 i k2. Ako su prave p1, p2 i p3 me|usobno paralelne, tvr|ewe je dokazano.

Pretpostavimo da se neke dve seku. Neka se prave p1 i p2 seku u ta~kiX .

Iz uslovaX ∈ p1 sledi

O2X
2 −R2

2 = O3X
2 −R2

3,

a iz uslovaX ∈ p2 sledi

O3X
2 −R2

3 = O1X
2 −R2

1.

Odavde sledi da mora biti i

O1X
2 −R2

1 = O2X
2 −R2

2,

{to povla~i da ta~ka X ima jednake potencije u

odnosu na kru`nice k1 i k2, tj. pripada wihovoj

radikalnoj osi p3. Ovim je dokazano da se sve tri

seku u jednoj ta~ki ili su sve tri me|usobno par-

alelne. �
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0.7 Brijan{onova teorema

Teorema0.7(Brijan{onovateorema). U{estougaoABCDEF upisanjekrug. Dokazatidasedijagonale

AD,BE iCF seku u jednoj ta~ki.

Dokaz. Neka kru`nica k upisana u {estougao ABCDEF dodiruje stranice AB, BC , CD, EF i

FA redom u ta~kamaM ,N ,P ,Q,R iS. Na produ`ecima stranicaAB,CB,CD,ED,EF iAF kao na

Slici 3, uo~imo ta~keM ′,N , P ′,Q′,R′ i S ′ takve da je

MM ′ = NN ′ = PP ′ = QQ′ = RR′ = SS ′ = c.

Neka se praveAB iDE seku u ta~kiX i neka se normala naAB u ta~kiM ′ i normala naDE u ta~ki

Q′ seku u ta~kiO1. Du`iXM = XQ su jednake kao tangentne du`i na k, pa jeXM ′ = XM +MM ′ =
XP + PP ′ = XP ′. Sada lako sledi da su pravougli trougloviXO1M

′ iXO1Q
′ podudarni jer imaju

jo{ i zajedni~ku hipotenuzu. Odavde jeO1M
′ = O1Q

′ i kru`nica k1 sa centrom uO1 i polupre~nikom

O1M
′ dodiruje praveAB iDE. Ukoliko jeAB ‖ DE, postojawe kru`nice k1 koja dodiruje praveAB

iDE redom uM ′ iQ′ je o~igledno.

Slika 3: Brijan{onova teorema

Analogno pokazujemo da postoji kru`nica k2 koja dodiruje praveBC iEF u ta~kamaN ′ iR′, i k3
koja dodiruje praveCD i FA redom u ta~kama P ′ i S ′.
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Primetimo da je potencija ta~keA u odnosu na krug k1 jednakaAM
′2 = (AM +MM ′)2, a u odnosu

na k2 jednaka je AS
′2 = (AS + SS ′)2. Kako je AS = AM kao tangentne du`i na k i MM ′ = SS ′

po konstrukciji, to sledi da je AM + MM ′ = AS + SS ′ i ta~ka A ima jednake potencije u odnosu

na krugove k1 i k2. Analogno se dokazuje da ta~ka D ima jednake potencije u odnosu na krugove k1 i
k2. Dakle, ta~ke A iD pripadaju radikalnoj osi krugova k1 i k2, {tavi{e prava AD je radikalna osa

krugova k1 i k2.
Analogno se dokazuje da je prava BE radikalna osa krugova k2 i k3, a prava CF radikalna osa

krugova k3 i k1. Prema teoremi o radikalnim osama, sada sledi da se praveAD,BE iCF seku u jednoj

ta~ki. Zbog konveksnosti {estougla ABCDEF dijagonale se seku unutar {estougla, tj. prese~na

ta~ka pravihAD,BE iCF se nalazi u {estouglu, pa je ovim pokazano da se dijagonaleAD,BE iCF
(kao du`i, a ne prave) seku u jednoj ta~ki. �

Zadaci

1. a) Dokazati da se te`i{ne du`i trougla seku u jednoj ta~ki.

b) Dokazati da se simetrale unutra{wih uglova trougla seku u jednoj ta~ki.

v) Dokazati da se simetrala jednog unutra{weg ugla i simetrale preostala dva spoqa{wa ugla seku

u jednoj ta~ki.

2. Neka su A1, B1 i C1 redom podno`ja visina iz temena A, B i C trougla ABC . Dokazati da se

praveAA1,BB1 iCC1 seku u jednoj ta~ki, ortocentru trougla.

3. Neka suD,E i F ta~ke u kojima upisani krug trouglaABC , redom dodiruje straniceBC ,CA i

AB. Dokazati da se praveAD,BE iCF seku u jednoj ta~ki,@ergonovoj ta~ki trougla.

4. Neka su k1, k2 i k3 krugovi jedne ravni. Spoqa{we zajedni~ke tangente krugova k1 i k2 seku se u
P , k2 i k3 uQ, k3 i k1 uR. Dokazati da su ta~ke P ,Q iR kolinearne.

5. Tangenta na opisani krug trougla ABC u temenu A se~e pravu BC u ta~ki A1. Ta~ke B1 i C1

defini{u se analogno. Dokazati da su ta~keA1,B1,C1 kolinearne.

6. Tangenta na opisani krug trougla ABC u temenu A se~e pravu BC u ta~ki A1, a ta~ka A2 je

sredi{te du`iA1A. Ta~keB2 iC2 defini{u se analogno. Dokazati da su ta~keA2,B2,C2 kolinearne

i da je prava koja ih sadr`i normalna na Ojlerovu pravu trougla.

7. Neka suA,B,C iA1,B1,C1 trojkekolinearnih ta~aka uravnikoje nisu svenaistoj pravoj. Prave

AB1 iBA1 seku se u P ,BC1 iCB1 uQ,CA1 iAC1 uR. Dokazati da su ta~ke P ,Q iR kolinearne.

8. Neka jeABCD tangentni ~etvorougao i neka upisani krug k dodiruje stranice ~etvorouglaAB,

BC , CD iDA redom u ta~kamaM , N , P iQ. Dokazati da se praveMP , NQ, AC i BD seku u jednoj

ta~ki.

9. Neka jeABCD tangentni ~etvorougao i neka upisani krug k dodiruje stranice ~etvorouglaAB,

BC ,CD iDA redom u ta~kamaM ,N ,P iQ. Neka praveBQ iBP seku krug k redom u ta~kamaE iF .

Dokazati da se praveME,NF iBD seku u jednoj ta~ki.
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