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I deo – O takmiqeǌima

1. Uvod

Takmiqeǌa mladih matematiqara Druxtvo matematiqara Srbije poqelo je da organizuje
jox 1958. godine i od tada ovaj vid aktivnosti se ustalio i postao nezaobilazan oblik rada
sa uqenicima. Ne²emo preterati ako ka¼emo da su u poplavi raznoraznih takmiqeǌa iz mnogih
oblasti koja se organizuju u posledǌe vreme, takmiqeǌa koja organizuje Druxtvo matematiqara
sigurno i najstarija, i najmasovnija i najboǉe organizovana. U ǌihovoj realizaciji, posredno i
neposredno, uqestvuju praktiqno svi izvo±aqi nastave iz matematike i raqunarstva u osnovnim
i sredǌim xkolama, kao i oni zaposleni u raznim prosvetnim institucijama, a neposrednu
organizaciju i kontrolu izvode Dr¼avne komisije za takmiqeǌa (ima ih ukupno qetiri).

Ne postoje sasvim precizni podaci o broju uqenika koji se takmiqe, ali sigurno je da na
poqetnim stupǌevima, na sva qetiri vida takmiqeǌa ukupno, uqestvuje godixǌe vixe desetina
hiǉada takmiqara. Kroz oxtru selekciju, od xkolskih i opxtinskih takmiqeǌa, preko okru¼nih
i dr¼avnih, do Srpskih matematiqkih olimpijada dolazi ukupno oko 100 najboǉih, da bi se
u olimpijske ekipe koje predstavǉaju Srbiju na me±unarodnim takmiqeǌima iz matematike i
raqunarstva plasiralo ǌih 25.

2. Kratak istorijat

Takmiqeǌa iz matematike su veoma stara. Naravno, ona nisu uvek imala oblik kakav sa-
da imaju. Prema nekim podacima, najstarije takmiqeǌe uqenika sredǌih xkola, sa ograniqe-
nim vremenom za izradu zadataka, odr¼ano je 1894. godine u organizaciji Ma±arskog fiziqko-
matematiqkog druxtva, kojim je tada predsedavao poznati fiziqar Etvex Loran. Navodimo
zadatke sa tog takmiqeǌa.

1. TAKMIQEǋE UQENIKA SREDǋIH XKOLA
BUDIMPEXTA, 1894.

1. Dokazati da su brojevi
2x + 3y i 9x + 5y

deǉivi sa 17 za iste vrednosti celih brojeva x i y.

2. Data je kru¼nica i taqke P i Q unutar ǌe. Konstruisati pravougli trougao upisan u tu
kru¼nicu, kod kojeg jedna kateta sadr¼i taqku P , a druga taqku Q. Za koje polo¼aje taqaka
P i Q zadatak nema rexeǌa?

3. Stranice trougla obrazuju aritmetiqku progresiju s ralikom d. Povrxina tog trougla
jednaka je S. Odrediti stranice i uglove trougla. Razmotriti posebno sluqaj d = 1,
S = 6.

Va¼nu ulogu u omasovǉavaǌu takmiqeǌa imale su Moskovske matematiqke olimpijade, koje
se organizuju od 1935. godine. Na me±unarodnom planu, bitne su slede²e godine:
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1959: Prva me±unarodna matematiqka olimpijada (IMO, Rumunija)

1984: Prva Balkanska matematiqka olimpijada (BMO, Grqka)

1997: Prva Juniorska balkanska matematiqka olimpijada (JBMO, Srbija)

2011: Prva Evropska matematiqka olimpijada za devojke (EGMO, V. Britanija).

Druxtvo matematiqara Srbije je neposredno po ustrojstvu takmiqeǌa za uqenike sredǌih
xkola (krajem pedesetih godina proxlog veka) zapoqelo sa organizacijom matematiqkih tak-
miqeǌa uqenika osnovnih xkola. Xezdestih godina takmiqeǌa su se odvijala na xkolskom,
opxtinskom i me±uopxtinskom nivou. Kada su takmiqeǌa postigla dovoǉnu masovnost prirodno
je bilo otpoqeti i sa republiqkim takmiqeǌima.

Prvo Republiqko takmiqeǌe iz matematike za uqenike osnovnih xkola odr¼ano
je 4. juna 1967. godine na Prirodno-matematiqkom fakultetu u Beogradu.

ZADACI NA 1. REPUBLIQKOM TAKMIQEǋU
MLADIH MATEMATIQARA OSNOVNIH XKOLA

BEOGRAD – 4. jun 1967.

8. RAZRED

1. Dat je sistem jednaqina:

(2x− 3)(y + 1)− (x− 2)(2y + 1) = 3m− 2
x + y

2
− 2x− y

6
= m + 0,5.

a) Rexiti ovaj sistem smatraju²i m poznatim brojem.

b) Odrediti numeriqku vrednost za m tako da bude
x

3
= y − 3.

2. Poǉoprivredno dobro zasejalo je pxenicom tri ǌive. Povrxina prve ǌive iznosi 37% od

ukupne povrxine sve tri ǌive, a povrxine druge i tre²e ǌive odnose se kao 1
2
5

: 3,5. Povrxina
prve ǌive je ve²a od povrxine druge ǌive za 4,56 hektara. Odrediti ukupnu povrxinu koju je
poǉoprivredno dobro zasejalo pxenicom i povrxinu svake ǌive posebno.

3. Du¼ AB ima du¼inu 4 cm. Iz krajǌih taqaka A i B te du¼i opisane su kru¼nice
polupreqnikom AB. Neka je M jedna od ǌihovih preseqnih taqaka. U tako dobijeni ,,krivoli-
nijski trougao“ ABM upisana je kru¼nica. Odrediti polupreqnik te upisane kru¼nice.

4. Komad leda koji ima oblik kvadra dimenzija 0,60m; 0,60m i 0,40m stavǉen je u cilin-
driqni sud preqnika 90 cm. Kolika ²e biti visina sloja vode u tom sudu poxto se led istopi?

Specifiqna te¼ina leda je 0,92
G

cm3
.

5. Data je du¼ MN = 2a.

a) Konstruisati polukru¼nicu kojoj je preqnik MN i na ǌoj odrediti taqku P koja tu
polukru¼nicu deli u razmeri 1 : 2.

b) Izraqunati obim i povrxinu trougla MNP u funkciji od a.

v) Odrediti povrxinu i zapreminu tela koje nastaje obrtaǌem trougla MNP oko stranice
MN .

g) Odrediti razmeru zapremina tela koja nastaju obrtaǌem trougla MNP oko stranica
MN i MP .

Narednih godina takmiqeǌa su dobila na zamahu. Na 4. Republiqkom takmiqeǌu 1970.
godine po prvi put osim 65 uqenika VIII razreda, uqestvovalo je i 85 uqenika VII razreda.
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Ta ista 1970. godina karakteristiqna i po tome xto je 14. juna 1970. godine odr¼ano i 1.
Savezno takmiqeǌe mladih matematiqara Jugoslavije za uqenike osnovnih xkola. Organizator
i dugo zatim pokroviteǉ takmiqeǌa je bio ,,Matematiqki list za uqenike osnovnih xkola“.

Prvo republiqko takmiqeǌe koje je odr¼ano van Beograda je bilo osmo, koje je odr¼ano
1974. godine u Nixu. Prvo savezno takmiqeǌe koje je organizovano van Beograda je bilo peto,
koje je odr¼ano u Tuzli 1976. godine.

Uqenici VI razreda ukǉuqeni su u republiqka takmiqeǌa poqev od 14. takmiqeǌa koje je
realizovano u Aran±elovcu 1980. godine. Na saveznim takmiqeǌima uqenici VI razreda su
prisutni tek od 27. takmiqeǌa u Loznici.

U to vreme su ura±eni i priruqnici za dodatnu nastavu matematike za V i VI, odnosno VII
i VIII razred. Osmixǉavaǌe celog ovog sistema, koncepcijska postavka, ure±ivaǌe priruqnika
i okupǉaǌe oko svih ovih ideja velikog broja veoma struqnih saradnika, veliki je i nemerǉiv
doprinos prof. dr Milice Ili�-Dajovi�.

Predsednici Republiqkih (kasnije Dr¼avnih) komisija za takmiqeǌa uqenika osnovnih xko-
la bili su Milica Ili�-Dajovi�, Bogoǉub Marinkovi�, Ilija Mitrovi�, Vojislav Andri�,
dr Dragoslav ǈubi�, Milan Jovanovi�, dr Branislav Popovi� i dr Zoran Kadelburg.

Va¼na novina je uvedena 1986. godine – svake godine se na dan Dr¼avnog takmiqeǌa ob-
javǉuje tzv. Bilten, taqnije zbirka rexenih zadataka sa svih takmiqeǌa uqenika osnovnih xkola
odr¼anih te godine.

Osim Matematiqkog lista za uqenike osnovnih xkola, koji je u toku svih proteklih godina
godina bio jedan od kǉuqnih oslonaca talentovanim uqenicima i nastavnicima u pripremi za
matematiqka takmiqeǌa, dosta doprinosa dale su i specijalizovane zbirke zadataka sa materi-
jalom sa prethodnih takmiqeǌa, objavǉene prete¼no u ediciji Materijali za mlade matema-
tiqare. Posebno se istiqe zbirka svih rexenih zadataka iz 10 proteklih godina koja se, pod
raznim nazivima i stalno obnavǉana, objavǉuje od 1997. godine i dosad je izdata u ukupno vixe
desetina hiǉada primeraka.

Druxtvo matematiqara Srbije je bilo inicijator i prvi organizator Juniorskih balkan-
skih matematiqkih olimpijada. Prva Balkanijada je organizovana u Beogradu 1997. godine,
a predsednik organizacionog odbora bio je dr Vladimir Mi�i�. Balkanijade se otada redovno
odr¼avaju svake godine, a Srbija je bila doma²in jox dva puta (Novi Sad 2004, Beograd 2015).

Za izbor ekipe za Balkanijadu u poqetku su organizovana posebna izborna takmiqeǌa,
obiqno odmah posle Saveznog takmiqeǌa. Tu ulogu su, poqev od 2007. godine, preuzele Srpske
matematiqke olimpijade na kojima uqestvuje dvadesetak najuspexnijih uqenika straosti do 15,5
godina (xto je gorǌa starosna granice za uqex²e na Balkanijadi).

3. Aktuelni sistem takmiqeǌa

Aktuelni sistem takmiqeǌa je dobro poznat, pa se ovde ne²emo zadr¼avati na detaǉima.
Ukratko, organizuju se xkolska i opxtinska takmiqeǌa (za uqenike od 3. do 8. razreda OX),
okru¼na (gradska) za uzrast 4–8. razred, dr¼avna (6–8. razred) i, najzad, Srpska matematiqka
olimpijada za uqenike osnovnih xkola na kojoj uqestvuju uqenici 7. i 8. razreda koji su ostvar-
ili najboǉe rezultate na dr¼avnom takmiqeǌu, kao i uqenici 1. razreda sredǌih xkola koji
nisu stariji od 15,5 godina u trenutku odr¼avaǌa Juniorske balkanijade (ovo posledǌe jer je
to uslov na uqestvovaǌe na JBMO).

Broj takmiqara na prva tri stupǌa takmiqeǌa je uslovǉen prostornim i tehniqkim uslovi-
ma organizacije. Na dr¼avnom takmiqeǌu uqestvuje oko 300 uqenika (po sto iz svakog od tri
razreda), a na JSMO ǌih dvadesetak, odre±enih na osnovu preciznih pravila koja propisuje
Pravilnik o takmiqeǌima DMS.

Zadatke za sve stupǌeve takmiqeǌa sastavǉa Dr¼avna komisija za takmiqeǌa iz matem-
atike uqenika osnovnih xkola koja obiqno broji 8–10 qlanova i koju imenuje Izvrxni odbor
DMS. Za xkolsko takmiqeǌe dozvoǉeno je da xkolski aktivi matematike sastave svoje posebne
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zadatke. Posebno je fiksirano da deo zadataka na ni¼im stupǌevima takmiqeǌa mora da bude na
neki naqin uzet iz Matematiqkog lista za uqenike osnovnih xkola – ovo je uqiǌeno kao pomo²
uqenicima, od kojih se mnogi po prvi put susre²u sa nestandardnim takmiqarskim zadacima, a
nemaju odgovaraju²u pomo² u svojim sredinama.

Radove uqenika na svim takmiqeǌima pregledaju odgovaraju²e takmiqarske komisije. Mada
Dr¼avna komisija uz zadatke xaǉe i skice rexeǌa i kratka uputstva za bodovaǌe, jasno je
da se tako ne mo¼e obezbediti potpuna uniformnost kriterijuma. Uz to su mogu²e i grexke
pregledaqa, posebno zbog velikog broja takmiqara i qesto dosta kratkih rokova za pregledaǌe.

Zbog svega ovoga je predvi±ena i mogu²nost prigovora na dodeǉeni broj bodova. Prigovore
pregledaju posebno odre±ene komisije (obiqno sastavǉene od qlanova takmiqarskih komnisija),
s tim da je, bar teorijski, obavezno da svaki prigovor pregleda najmaǌe dva qlana. Qesto su
uqenici, ili ǌihovi nastavnici (a jox qex²e roditeǉi), nezadovoǉni i odlukama komisija za
prigovore, no s obzirom na kratke rokove i qiǌenicu da takmiqeǌa moraju da se daǉe odvijaju,
predvi±eno je da je odgovor komisije za prigovor konaqan. O jednom predvi±enom izuzetku bi²e
reqi u narednom odeǉku.

4. Neke uvedene novine

Sistem takmiqeǌa se u proteklih 50 i vixe godina neprestano dora±ivao i unapre±ivao. Od
takmiqeǌa samo uqenika 7. i 8. razreda (na ni¼im stupǌevima) i samo 8. razreda za Republiqkom
takmiqeǌu, doxlo se vremenom do danaxǌe organizacije koja obuhvata uqenike od 3. do 8. razreda
OX. Mixǉeǌa smo da se tu treba i zaustaviti, bar kada je ovaj tip takmiqeǌa u pitaǌu
(takmiqeǌa uqenika mla±ih uzrasta su mogu²a na revijalnom nivou, kakvo je npr. takmiqeǌe
,,Kengur“).

Jednu od velikih novina je svojevremno predstavǉalo uvo±eǌe mogu²nosti prigovora (to se
desilo osamdesetih godina proxlog veka – pre toga tako nexto nije postojalo). Koliko god je to
oqigledno potrebno i opravdano, zbog skoro neizbe¼nih grexaka komisija pri prvom pregledaǌu,
ovakva mogu²nost je postala svojevrsna ,,no²na mora“ svih takmiqarskih komisija. Praktiqno
je nemogu²e spreqiti uqenike (kao i ǌihove nastavnike i roditeǉe) da ula¼u prigovore koji
su u velikoj ve²ini sluqajeva neopravdani, ali moraju biti pregledani. Apeli nastavnicima
da savetuju uqenike da ne ula¼u prigovor kad je on oqigledno neutemeǉen uglavnom nemaju
odjeka. Ovo je posebno izra¼eno na Dr¼avnom takmiqeǌu gde se oqekuje da se konaqni rezultati
takmiqeǌa objave u toku istog dana kada je takmiqeǌe odr¼ano. Na¼alost, pritisak koji stvara
veliki broj prigovora stvara i mogu²nost nedovoǉno pa¼ǉivog pregledaǌa qak i onih prigovora
gde mo¼da postoji potreba za ispravkom.

Na¼alost, postoje uqenici, pa qak i nastavnici koji ni posle obrazlo¼enih (negativnih)
odgovora na ǌihove prigovore nisu ube±eni.

U vezi sa prethodnim, proxle godine je u Pravilnik uneta jedna novina za koju tek treba
videti kako ²e izgledati u praksi i da li ²e biti zadr¼ana. Naime, Dr¼avna komisija je
u proteklih nekoliko godina dobijala izvestan prigovora na bodovaǌa zadataka na okru¼nim
takmiqeǌima. Strogo prema Pravilniku, takve prigovore nije trebalo pregledati, ali je texko
bilo i odbiti ih kada se ustanovilo da je zaista uqiǌena grexka koja je mogla uticati na
plasman uqenika na Dr¼avno takmiqeǌe (takvih je sluqajeva obiqno bilo nekoliko, najvixe
2–3).

S druge strane, Dr¼avna komisija je i ranije tra¼ila na uvid radove svih uqenika koji su
kandidati za plasman na Dr¼avno takmiqeǌe, no do sada se qinilo da nema potrebe da se tu vrxi
neka revizija (u smislu smaǌivaǌa dodeǉenih poena), niti je to bilo predvi±eno Pravilnikom.
Me±utim, posledǌih godina smo zapazili neke neoqekivane rezultate na pojedinim zadacima
u nekim okruzima. Detaǉnim pregledom smo ustanovili da je zaista bilo nekoliko sluqajeva
neopravdano mnogo dodeǉenih poena.

Zbog navedenog, ove godine su u Pravilnik unete slede²e odrednice:
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,,Dr¼avna komisija ima pravo da dostavǉene radove [sa okru¼nih takmiqeǌa] ponovo pre-
gleda i da, u ciǉu ujednaqavaǌa kriterijuma, izvrxi reviziju dodeǉenih poena.“

,,Na rezultate okru¼nog takmiqeǌa 6, 7. i 8. razreda mogu²e je ulo¼iti prigovor Dr¼avnoj
komisiji u roku od 5 dana od odr¼avaǌa okru¼nog takmiqeǌa. Pismeni i obrazlo¼eni prigovor
mo¼e da ulo¼i uqenikova xkola, a prigovor potpisuje predmetni nastavnik uqenika.“

O nekim iskustvima u primeni ovih odrednica proxle godine bi²e reqi na predavaǌu.

II deo – ZADACI

U drugom delu bi²e prikazana rexeǌa izabranih zadataka sa takmiqeǌa osnovaca u protek-
loj xkolskoj godini, i to sa Dr¼avnog takmiqeǌa, Srpske i Balkanske (juniorske) matematiqke
olimpijade. Da²emo statistiku rexivosti tih zadataka, a osvrnu²emo se i na tipiqne grexke
uqenika, posebno one zbog kojih je bilo najvixe neopravdanih prigovora.

DR�AVNO TAKMIQEǋE 2017.

VI razred

1. Broj uqenika koji su uqestvovali na opxtinskom takmiqeǌu bio je trocifren, abc. Prvu

nagradu je dobilo
3
25

takmiqara i Vera je primetila da je taj broj jednak jednom od brojeva ab,

bc, ac. Koliko je bilo takmiqara?

2. Marko je prexao neki put automobilom u qetiri etape. U prvoj etapi je za jednu petinu
ukupnog vremena prexao qetvrtinu ukupnog puta. U drugoj etapi od 120 km je vozio brzinom
koja je jednaka sredǌoj brzini u posledǌe dve etape. U tre²oj etapi je prexao dve tre²ine puta
preostalog posle prve dve etape za 102 minuta. Preostalih 72 km je prexao u qetvrtoj etapi za
taqno jedan sat. Koliki put je ukupno prexao i koliko mu je vremena trebalo za to?

3. Doka¼i da je u svakom trapezu (koji nije paralelogram) razlika du¼ina osnovica ve²a
od razlike du¼ina krakova.

4. Upisana kru¼nica trougla ABC dodiruje stranice BC i AC redom u taqkama P i Q.
Prava koja sadr¼i sredixte stranice AB i paralelna je sa PQ seqe prave BC i AC redom u
taqkama D i E. Doka¼i da je AE = BD.

5. Iz skupa {1, 2, 3, 4, 5} se biraju tri broja i pomo²u ta tri broja se popuǌava kvadratna
tablica 3×3 tako da u svakom vertikalnom i svakom horizontalnom redu budu upisani razliqiti
brojevi. Na koliko razliqitih naqina je to mogu²e uraditi?

VII razred

6. Nad katetama AC = b i BC = a pravouglog trougla ABC kao preqnicima konstruisane
su kru¼nice k1 i k2. Prava p dodiruje te kru¼nice u taqkama M i N . Izrazi du¼inu MN u
zavisnosti od a i b.

7. Ako za realni broj a, a > 1, va¼i jednakost a−√a =
1
a

+
1√
a
, izraqunaj a +

1
a
.

8. Odredi sve qetvorocifrene brojeve abcd koji su potpuni kvadrati i imaju osobinu da
postoji cifra k, k > 0, takva da je broj qije su cifre redom (sleva na desno) a− k, b− k, c− k,
d− k tako±e potpun kvadrat.
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9. Zbir tupih uglova konveksnog mnogougla je 2017◦. Koliko stranica ima taj mnogougao?

10. Dve ekipe, A i B, bore se na jednom matematiqkom kvizu za gomilu na kojoj je 2017
bombona. U ovoj igri kapiteni ekipa vuku naizmeniqno poteze, a poqiǌe ekipa A. U jednom
potezu je mogu²e ili uzeti jednu bombonu sa neke od postoje²ih gomila, ili neku od postoje²ih
gomila podeliti na dve ili vixe maǌih gomila sa istim brojem bombona u svakoj. U igri
pobe±uje ona ekipa qiji kapiten uzme posledǌu bombonu. Doka¼i da ekipa B ima pobedniqku
strategiju.

VIII razred

11. Rexi sistem jednaqina
x + y

xyz
=

1
6
,

y + z

xyz
=

4
15

,
z + x

xyz
=

7
30

.

12. Neka je ABCS pravilna trostrana piramida sa osnovom ABC, qije su boqne ivice
dvaput du¼e od ivice osnove i neka je E taqka boqne ivice BS. Nagibni ugao ravni ACE prema
osnovi jednak je polovini nagibnog ugla boqne strane prema osnovi. Odredi odnos u kojem ravan
ACE deli zapreminu piramide.

13. Neka je N najmaǌi prirodan broj koji ima taqno 2017 delilaca u skupu prirodnih
brojeva. Doka¼i da N ima bar 605 cifara.

14. Na stranici AB kvadrata ABCD je taqka E, a na stranici CD taqka F , tako da je
AE : EB = 1 : 2 i CF : FD = 1 : 1. Neka du¼i BF i DE seku dijagonalu AC u taqkama N i
M , redom. Dokazati da su trouglovi AME i CFN sliqni.

15. Na 2018 kartica ispisani su celi brojevi od 0 do 2017. Zatim su kartice postavǉene
u jedan red u proizvoǉnom poretku tako da su napisani brojevi vidǉivi. Igraqi A i B naiz-
meniqno uzimaju po jednu karticu, ali pri tom mogu da uzmu samo jednu od dve krajǌe kartice.
Igru poqiǌe igraq A. Igra se zavrxava kad su sve kartice uzete, a pobednik je igraq kod koga je
zbir brojeva na uzetim karticama ve²i. Doka¼i da jedan od igraqa ima pobedniqku strategiju.
Koji?

Sredǌi broj poena po zadacima

6. razred

zadatak 1. 2. 3. 4. 5. Ukupno

bodovi 8,01 13,14 7,19 2,80 9,12 40,46

7. razred

zadatak 1. 2. 3. 4. 5. Ukupno

bodovi 8,91 6,62 6,85 5,22 8,91 36,51

8. razred

zadatak 1. 2. 3. 4. 5. Ukupno

bodovi 15,48 9,31 8,03 12,03 0,18 45,03

JEDANAESTA SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

16. Oznaqeno je nekih 15 poǉa xahovske table. Posmatraju se sve du¼i sa krajevima u
centrima oznaqenih poǉa. Dokazati da me±u tim du¼ima postoje qetiri jednake du¼ine.
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17. Dokazati da za pozitivne realne brojeve x, y, z va¼i nejednakost

(x2y + y2z + z2x)(xy2 + yz2 + zx2)(xy + yz + zx) > 3(x + y + z)2x2y2z2.

18. U oxtrouglom trouglu ABC sa me±usobno razliqitim stranicama, ugao kod temena C
iznosi 60◦. Neka su A′ i B′, redom, podno¼ja visina iz temena A i B, a T te¼ixte trougla
ABC. Poluprave A′T i B′T seku opisanu kru¼nicu datog trougla redom u taqkama M i N .
Dokazati da je MN = AB.

19. Za prirodan broj q kaza²emo da je K-naslednik prirodnog broja n ako postoji prirodan
broj p takav da je n + p2 = q2. Neka je A skup svih prirodnih brojeva n koji imaju bar jednog
K-naslednika ali nijedan od K-naslednika broja n nema svog K-naslednika. Dokazati da je

A = {7, 12} ∪ { 8m + 3 | m ∈ N ∪ {0} } ∪ {16m + 4 | m ∈ N }.

DVADESETPRVA JUNIORSKA BALKANSKA
MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Varna (Bugarska), 2017.

20. Odrediti sve skupove od xest uzastopnih prirodnih brojeva, takvih da proizvod neka
dva od ǌih sabran sa proizvodom neka druga dva od ǌih daje proizvod preostala dva od tih
brojeva,

21. Neka su x, y, z prirodni brojevi za koje je x 6= y 6= z 6= x. Dokazati da je

(x + y + z)(xy + yz + zx− 2) > 9xyz.

Kada va¼i jednakost?

22. Neka je ABC oxtrougli trougao za koji je AB 6= AC, sa opisanom kru¼nicom Γ i
ǌenim centrom O. Neka je M sredixte stranice BC i D taqka kru¼nice Γ za koju je AD ⊥ BC.
Neka je, daǉe, T taqka za koju je BDCT paralelogram, a Q taqka sa iste strane prave BC sa
koje je A, takva da je

]BQM = ]BCA i ]CQM = ]CBA.

Neka prava AO seqe kru¼nicu Γ drugi put u E i neka opisana kru¼nica trougla ETQ seqe Γ
drugi put u taqki X. Dokazati da su taqke A, M i X kolinearne.

23. Dat je pravilni poligon P : A1A2 . . . A2n u ravni. Kaza²emo da se taqka S, koja
pripada jednoj od stranica poligona P , vidi iz neke taqke E van poligona P , ako du¼ SE ne
sadr¼i nijednu taqku koja pripada stranicama poligona P osim taqke S. Oboji²emo stranice
poligona P u tri razliqite boje (izuzev temena poligona koja ostavǉamo neobojenim) tako da je
svaka stranica obojena taqno jednom bojom i da je svaka boja iskorix²ena bar jednom. Sem toga,
iz svake taqke ravni koja je van poligona P mogu se videti taqke poligona P u najvixe dve boje.
Odrediti broj razliqitih bojeǌa koja zadovoǉavaju navedene uslove (dva bojeǌa su razliqita
ako je bar jedna stranica obojena razliqito).

Rexeǌa

1. Razmotrimo tri mogu²nosti navedene u zadatku.

1◦ Ako je
3
25

(100a + 10b + c) = 10a + b, onda se sre±ivaǌem dobija 50a + 5b + 3c = 0, xto je

nemogu²e za nenegativne brojeve a, b, c (a 6= 0).
9



2◦ Ako je
3
25

(100a + 10b + c) = 10b + c, onda se dobija 150a = 110b + 11c, pa je desna strana

deǉiva sa 11, a leva nije (a 6= 0).

3◦ Ako je
3
25

(100a + 10b + c) = 10a + c, onda se dobija 25a + 15b = 11c, dakle leva strana
je deǉiva sa 5, pa mora biti i desna. Kako bi se za c = 0 dobilo a = b = 0, xto je iskǉuqeno,
zakǉuqujemo da mora biti c = 5, tj. 5a + 3b = 11. Lako se proverava da je ovo mogu²e samo za
a = 1, b = 2. Tra¼eni broj takmiqara je 125.

2. Posledǌa etapa od 72 km je jedna tre²ina puta preostalog posle druge etape, xto znaqi
da je u posledǌe dve etape Marko prexao 72 km ·3 = 216 km. Taj put je prexao za 102+60 = 162

minuta. Sredǌa brzina na tom delu puta je bila
216

162 : 60
=

216 · 60
162

= 80 km/h. Ovo je bila

i brzina u drugoj etapi. Za 120 km u drugoj etapi mu je prema tome trebao
120
80

= 1,5 sat, tj.
90 minuta. Ukupno je u posledǌe tri etape prexao 216 + 120 = 336 km za 90 + 102 + 60 = 252

minuta. Na±enih 336 km je tri qetvrtine puta, pa je ukupan put 336 km · 4
3

= 448 km. Na±enih

252 minuta je qetiri petine vremena, pa je ukupno vreme 252 · 5
4

= 315 minuta (tj. 5 sati i 15

minuta).

3. Posmatrajmo trapez ABCD sa osnovicama AB
i CD i neka je, na primer, AB > CD i BC > AD. Ako
je E taqka osnovice AB za koju je CE ‖ AD (slika), on-
da je u paralelogramu AECD, CE = AD, a u trouglu
EBC je razlika stranica BC − CE maǌa od tre²e
stranice EB. Dakle, BC−AD < AB−AE = AB−CD,
xto je i trebalo dokazati.

Sl. uz zad. 3

4. Prvo rexeǌe. Neka je M sredixte stranice AB, a N taqka prave DE takva da je
BN paralelno sa AC. Trouglovi AME i BMN su oqigledno podudarni (USU), odakle je
AE = BN . Kako je CP = CQ (jednakost tangentnih du¼i), trougao CPQ je jednakokrak, a
sami tim (zbog PQ ‖ DE) i trougao CDE. Sada imamo da je ]BND = ]AEM (uglovi sa
paralelnim kracima) = ]CDM = ]BDN (unakrsni uglovi), pa je trougao BDN jednakokrak.
Time dobijamo da je BD = BN = AE, qime je dokaz zavrxen.

Drugo rexeǌe. Neka je M sredixte stranice AB, a K i L podno¼ja normala iz A i
B, redom, na pravu DE. Trouglovi AKM i BLM su oqigledno podudarni (USU), odakle je
AK = BL. Kako je CP = CQ (jednakost tangentnih du¼i), trougao CPQ je jednakokrak, a samim
tim (zbog PQ ‖ DE) i trougao CDE. Iz jednakosti uglova ]AEK = ]CED = ]CDE = ]BDL
sledi da su trouglovi AKE i BLD podudarni (USU), pa je AE = BD.

5. Tri razliqita elementa skupa {1, 2, 3, 4, 5} mo¼emo odabrati na 10 naqina (123, 124, 125,
134, 135, 145, 234, 235, 245, 345). Neka su odabrani brojevi a, b i c. Prvi red tabele 3×3 mo¼e
se popuniti na 6 naqina (a, b, c; a, c, b; b, a, c; b, c, a; c, a, b; c, b, a). Neka su to, na primer,
brojevi a, b, c; tada se prva kolona mo¼e popuniti na dva naqina: a, b, c ili a, c, b. Nakon toga se
ostala poǉa tablice popuǌavaju na jedinstven naqin. Dakle, ukupan broj naqina popuǌavaǌa
tablice je 10 · 6 · 2 = 120.
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6. Oznaqimo sa O1 i O2 centre kru¼nica k1 i k2 (slika).

Pravougli trapez O1O2NM ima osnovice du¼ina
a

2
i

b

2
i krak

(koji nije normalan na osnovice) du¼ine
c

2
(sredǌa linija

datog pravouglog trougla), pa se za drugi krak dobija

MN2 =
( c

2

)2

−
(a− b

2

)2

=
a2 + b2 − (a− b)2

4
=

ab

2
,

te je MN =
√

1
2ab.

Sl. uz zad. 6

7. Data jednakost se mo¼e napisati kao a− 1
a

=
√

a +
1√
a
.

Prvo rexeǌe. Kvadriraǌem obeju strana se dobija a2−2+
1
a2

= a+
1
a

+2. Smenom a+
1
a

= x

posledǌa jednakost postaje x2 − 4 = x + 2, odnosno x2 − x− 6 = (x− 3)(x + 2) = 0. Kako je, po

uslovima zadatka, x > 0, sledi da je x = a +
1
a

= 3.

Drugo rexeǌe. Kako je

a− 1
a

= (
√

a)2 −
(√

1
a

)2

=
(√

a− 1√
a

)(√
a +

1√
a

)
,

dobijamo
(√

a − 1√
a

)(√
a +

1√
a

)
=
√

a +
1√
a
. S obzirom da je

√
a +

1√
a
6= 0, sledi da je

√
a− 1√

a
= 1, pa se kvadriraǌem dobija a− 2 +

1
a

= 1, odakle sledi a +
1
a

= 3.

Napomena. Mo¼e se pokazati da su u tom sluqaju obe strane jednakosti date u zadatku
jednake 1.

8. Neka su pomenuti brojevi jednaki, redom, x2 i y2. Tada se uslov zadatka mo¼e zapisati
u obliku x2 − y2 = k · 1111, tj. (x − y)(x + y) = k · 11 · 101, gde su x i y dvocifreni brojevi,
preciznije, elementi skupa {32, 33, . . . , 99}. Broj x − y je najvixe dvocifren, pa ne mo¼e biti
jednak broju 101 (niti nekom ǌegovom umnoxku). Dakle, mora biti x−y = 11m, x+y = 101n, gde

je mn = k. Pri tome je x =
11m + 101n

2
, pa mora biti n = 1 (inaqe broj x ne bi bio dvocifren).

Dakle, mora da bude x − y = 11k, x + y = 101, odakle je x =
101 + 11k

2
i y =

101− 11k

2
. Iz

y > 32 se dobija da je 11k 6 37, pa je k 6 3, a kako oqigledno k mora da bude neparan (inaqe y
ne bi bio ceo), preostaju mogu²nosti k ∈ {1, 3}. Za k = 1 se dobija x = 56, y = 45, a za k = 3 se
dobija x = 67, y = 34. Rexeǌa zadatka su brojevi 3136 i 4489 (zaista, 562 = 3136, 452 = 2025
i 672 = 4489, 342 = 1156).

9. Zbir uglova konveksnog n-tougla je (n − 2) · 180◦, pri qemu je u naxem sluqaju svakako
n > 4. S druge strane, broj ne-tupih uglova konveksnog mnogougla (sa vixe od 4 stranice) ne
mo¼e biti ve²i od 3 (jer bi inaqe zbir ǌegovih spoǉaxǌih uglova bio ve²i od 360◦). Zato
zbir uglova naxeg mnogougla ne mo¼e biti ve²i od 2017◦+3 ·90◦ = 2287◦, a naravno ni maǌi od
2017◦. Jedini broj ve²i od 2017 i ne ve²i od 2287 koji je deǉiv sa 180 je broj 2160 = 12 · 180.
Dakle, mora biti n− 2 = 12, tj. n = 14.

10. U prvom potezu ekipa A ima dve mogu²nosti: ili 1) da uzme jednu bombonu, ili 2) (s
obzirom da je broj 2017 prost) da podeli ovu gomilu na 2017 gomila sa po jednom bombonom. U
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sluqaju 1), ekipa B mo¼e da podeli gomilu od 2016 bombona na dve gomile sa po 1008 bombona
i u nastavku da igra simetriqno, povlaqe²i iste poteze kao ekipa A, ali na drugoj gomili sa
istim brojem bombona. Tako ²e ekipa B uvek mo²i da izvede potez, pa ²e na kraju pobediti.
U sluqaju 2), igra se mora nastaviti naizmeniqno uzimaǌem po jedne bombone, a kako ih ima
neparno mnogo, pobedi²e ponovo ekipa B.

11. Sistem se mo¼e zapisati u obliku
1
yz

+
1
xz

=
1
6
,

1
xz

+
1
xy

=
4
15

,
1
xy

+
1
yz

=
7
30

, odnosno

posle smene
1
yz

= a,
1
xz

= b,
1
xy

= c, kao a+b =
1
6
, b+c =

4
15

, c+a =
7
30

. Sabiraǌem jednaqina

sistema se dobija

a + b + c =
1
2
·
(1

6
+

4
15

+
7
30

)
=

1
3
.

Odatle je c =
1
3
− 1

6
=

1
6
, a =

1
3
− 4

15
=

1
15

, b =
1
3
− 7

30
=

1
10

. Dakle, xy = 6, yz = 15,

zx = 10. Mno¼eǌem ove tri relacije se dobija (xyz)2 = 900, odakle je xyz = 30 ili xyz = −30.
Direktno se proverava da su trojke (2, 3, 5) i (−2,−3,−5) rexeǌa datog sistema.

12. Oznaqimo sa a osnovnu ivicu, sa h apotemu i sa H visinu date piramide ABCS. Neka
data ravan seqe piramidu po trouglu ACE, pri qemu je D sredixte stranice AC (slika 1). U

trouglu SDB se lako odre±uju sve tri stranice: SD = h =
1
2
a
√

15, DB =
1
2
a
√

3 i SB = 2a

(slika 2).

Sl. uz zad. 12.1 Sl. uz zad. 12.2

Kako je, prema pretpostavci, DE simetrala ugla kod D trougla SDB, to je BE : ES =

BD : SD =
1
2
a
√

3 :
1
2
a
√

15 = 1 :
√

5. Zato za visinu H1 = EF tog trougla va¼i H1 : H = BE :

ES = 1 : (1 +
√

5). Kako piramide ABCE i ABCS imaju zajedniqku osnovu ABC, to za ǌihove
zapremine V1 i V va¼i V1 : V = H1 : H = 1 : (1 +

√
5), pa za tra¼ene zapremine V1 i V2 va¼i

V1 : V2 =
1

1 +
√

5
V :

(
1− 1

1 +
√

5

)
V = 1 :

√
5.

13. Prema poznatoj formuli, prirodni broj N sa faktorizacijom N = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k ima
(α1 +1)(α2 +1) · · · (αk +1) delilaca u skupu prirodnih brojeva. Kako tra¼eni broj N ima 2017
delilaca, a 2017 je prost broj, to N mora biti oblika N = p2016 za neki prost broj p. Najmaǌi
takav broj je oqigledno N = 22016. S obzirom da je 210 = 1024 > 103, to je N = (210)201 · 26 >
(103)201 · 10 = 10604, pa broj N ima bar 605 cifara.
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14. Oznaqimo sa O presek dijagonala kvadrata. Kako du¼i
BF i DE seku dijagonalu AC u taqkama N i M , redom (sli-

ka), imamo da je ON =
1
3
OC, jer je N te¼ixte trougla BCD.

Dakle, katete trougla BON odnose se kao 3 : 1, kao i katete
trougla DAE. Iz sliqnosti tih trouglova sledi da je ]BNO =
]DEA = ]MEA. Kako je ]BNO = ]FNC (kao unakrsni),
sledi da je ]MEA = ]FNC. Iz jednakosti uglova trouglova
AME i CNF sledi ǌihova sliqnost.

Sl. uz zad. 14

15. Dokaza²emo da za bilo koji poqetni raspored karata igraq A ima pobedniqku strate-
giju. Uoqimo dve qiǌenice:

1) Broj kartica je paran uvek kada je na potezu igraq A.

2) Zbir brojeva na svim karticama je neparan (jer od 0 do 2017 ima neparan broj neparnih
brojeva).

Numeriximo mesta kartica od 1 do 2018 i izraqunajmo zbir brojeva kartica na parnim
mestima i zbir brojeva na neparnim mestima. Ti zbirovi nisu jednaki, jer je zbir svih brojeva
neparan. Pretpostavimo da je ve²i zbir na karticama koje stoje na neparnim mestima. Tada
igraq A treba da uzme onu krajǌu karticu koja je na neparnom mestu, bez obzira na ǌenu brojqanu
vrednost. Tako treba da postupa u toku cele igre. To mo¼e da postigne, jer posle svakog ǌegovog
poteza obe krajǌe kartice su na parnim mestima, a posle svakog poteza igraqa B, jedna kartica
je na parnom, a druga na neparnom mestu.

U sluqaju da je na poqetku ve²i zbir na karticama koje su na parnim mestima, igraq A
treba uvek da izme±u dve krajǌe kartice uzima onu koja je na parnom mestu.

16. Broj posmatranih du¼i je
15 · 14

2
= 105. Odredimo broj razliqitih mogu²ih du¼ina

tih du¼i. U daǉem ²emo koristiti uobiqajeno xahovsko oznaqavaǌe poǉa table.

Najpre, svaka du¼ina posmatranih du¼i mo¼e se realizovati kao du¼ina du¼i sa jednim
krajem u centru poǉa a1, jer se pravougaonik sa suprotnim temenima u centrima bilo koja dva
poǉa table mo¼e translirati tako da mu je jedno od temena u poǉu a1, a suprotno u nekom
drugom poǉu table. Xtavixe, sve mogu²e du¼ine se realizuju kao rastojaǌa od centra poǉa a1
do centra nekog poǉa na dijagonali a1–h8 ili ispod ǌe. Broj takvih poǉa je 2+3+ · · ·+8 = 35,
pa mogu²ih du¼ina nema vixe od 35. Me±utim, du¼ina 5 se posti¼e, kako izme±u poǉa a1 i f1,
tako i izme±u poǉa a1 i e4 (jer je 42 + 32 = 52), a du¼ina

√
50 se posti¼e, kako izme±u poǉa a1

i h2, tako i izme±u poǉa a1 i f6 (jer je 72 + 12 = 52 + 52). Dakle, broj mogu²ih du¼ina jednak
je 33, a kako je 33 · 3 = 99 < 105, to tvr±eǌe zadatka sledi na osnovu Dirihleovog principa.

Napomena. Kako je i 34 · 3 = 102 < 105, za dokaz tvr±eǌa u zadatku dovoǉno je primetiti
jednu od dve napred navedene jednakosti.

17. Nakon deǉeǌa obe strane nejednakosti sa x2y2z2 dobija se ekvivalentna nejednakost

(∗)
(

x

z
+

y

x
+

z

y

) (
x

y
+

y

z
+

z

x

)
(xy + yz + zx) > 3(x + y + z)2.

Primenom Koxi-Xvarcove nejednakosti dobijamo
(

x

y
+

y

z
+

z

x

)
(xy + yz + zx) > (x + y + z)2,

dok iz nejednakosti izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine imamo

x

z
+

y

x
+

z

y
> 3.
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Iz prethodne dve nejednakosti sledi nejednakost (∗), a s ǌom i nejednakost koja se dokazuje.

Napomena. Za uqenike koji su s tim upoznati, pomenimo da je zadatak mogu²e rexiti i
primenom Mjurhedove nejednakosti.

18. Kako je ugao kod C datog trougla od 60◦, to je stranica AB sredǌa (po du¼ini) ǌegova
stranica. Neka je, na primer, CA < AB < BC (sluqaj BC < AB < CA se razmatra analogno).
Tada taqka M pripada luku AB opisane kru¼nice na kojem nije taqka C, a taqka N pripada
luku BC na kojem nije taqka A.

Doka¼imo da su qetvorouglovi AMBC i ABNC jednakokraki trapezi. Neka je M ′ taqka na
opisanoj kru¼nici, takva da je qetvorougso AM ′BC trapez (u tom sluqaju svakako jednakokrak).
Ako je A1 sredixte stranice BC, trouglovi ATM ′ i A1TA′ su sliqni. Zaista, AT = 2 A1T (T
je te¼ixte), M ′A = 2A′A1 (zbog simetrije jednakokrakog trapeza taqka A1 je sredixte du¼i
A′N ′, gde je N ′ podno¼je normale iz M ′ na BC) i ]M ′AT = ]A′A1T (zbog AM ′ ‖ BC). Sledi
da je ]ATM ′ = ]A1TA′, pa su taqke A′, T i M ′ kolinearne, tj. M ′ ≡ M , qime je tvr±eǌe
dokazano za qetvorougao AMBC. Sliqno se dokazuje za qetvorougao ABNC.

Sada je CM = BA (dijagonale u jednakokrakom trapezu AMBC) i CN = AB (kraci u
jednakokrakom trapezu ABNC). Sledi da je ]ACM = ]ABM = ]CBM − β = ]ACB − β =
60◦−β i, sliqno, ]BCN = α− 60◦ (α i β su uglovi datog trougla). Zbog α+β = 120◦, odatle
sledi da je ]ACM = ]BCN , pa su tetive AM i BN podudarne. Dakle, i qetvorougao AMBN
je jednakokraki trapez, pa su ǌegove dijagonale podudarne, tj. MN = AB.

Do posledǌeg zakǉuqka mo¼e se do²i i malo drugaqije: iz ]ACM = ]BCN sledi da je
]MCN = ]ACB = 60◦, pa je zbog CM = CN = AB trougao CMN jednakostraniqan i konaqno
MN = AB.

19. (a) Odredimo najpre skup B prirodnih brojeva n koji se mogu, bar na jedan naqin,
predstaviti u obliku q2− p2. Jasno je da taj uslov zadovoǉavaju svi neparni brojevi ve²i od 1
(jer je 2m+1 = (m+1)2−m2) i svi brojevi deǉivi sa 4 i ve²i od 4 (jer je 4m = (m+1)2−(m−1)2

za m > 1). Brojevi 1 i 4 se oqigledno ne mogu tako predstaviti. Brojevi oblika 4m − 2 se
tako±e ne mogu predstaviti na taj naqin: ako bi bilo 4m− 2 = (q − p)(q + p), brojevi p i q bi
bili iste parnosti (jer je leva strana paran broj), pa bi desna strana bila deǉiva sa 4. Dakle,

B = { 2m + 1 | m ∈ N } ∪ { 4m | m ∈ N \ {1} }.

(b) U skladu sa uvedenim oznakama, da bi za prirodan broj n va¼ilo n ∈ A, neophodno je
i dovoǉno da n ∈ B i da, kako god izabrali brojeve p, q za koje je n = q2 − p2, obavezno va¼i
q /∈ B. Razmotrimo sada slede²e mogu²nosti za broj n ∈ B:

(1) Brojevi 7 i 12 pripadaju skupu A. Zaista, predstavǉaǌe 7 = 42−32 broja 7 u tra¼enom
obliku je jedino mogu²e, a 4 /∈ B. Sliqno, jedini prikaz broja 12 u obliku razlike kvadrata je
12 = 42 − 22.

(2) n = 4m + 1, m ∈ N. Tada je n = (2m + 1)2 − (2m)2, a 2m + 1 ∈ B. Dakle, n /∈ A.

(3) n = 8m + 7, m ∈ N. Tada je n = (4m + 4)2 − (4m + 3)2, 4m + 4 ∈ B. Dakle, n /∈ A.

(4) n = 8m+3, m ∈ N∪{0}. Pretpostavimo da je 8m+3 = q2−p2 = (q+p)(q−p). Faktori
q +p i q−p moraju biti neparni. Ako jedan od ǌih daje ostatak 1 po modulu 8, drugi mora dati
ostatak 3 i obrnuto; ako jedan od ǌih daje ostatak 5, drugi mora dati ostatak 7 i obrnuto. U
oba sluqaja broj q (koji je ǌihov poluzbir) daje ostatak 2 pri deǉeǌu sa 4, pa on ne pripada
skupu B. Dakle, n ∈ A.

(5) n = 8m, m ∈ N. Sada je n = (2m + 1)2 − (2m− 1)2, 2m + 1 ∈ B, pa n /∈ A.

(6) n = 16m + 12, m ∈ N. Uzmimo n = (4m + 4)2 − (4m + 2)2, pa vidimo da je mogu²
K-naslednik 4m + 4 ∈ B. Dakle, n /∈ A.

(7) n = 16m+4, m ∈ N. Pretpostavimo da je 16m+4 = (q +p)(q−p). Faktori q +p i q−p

moraju biti parni, a posle skra²ivaǌa sa 4 prethodna jednakost postaje 4m + 1 =
q + p

2
· q − p

2
.
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Sada brojevi
q + p

2
i

q − p

2
moraju biti neparni, pri qemu oni daju isti ostatak (1 ili 3) pri

deǉeǌu sa 4. U oba sluqaja je q ≡ 2 (mod 4), pa q /∈ B. Dakle, n ∈ A.

Time su svi sluqajevi ispitani i tvr±eǌe je dokazano.

20. Me±u xest uzastopnih prirodnih brojeva taqno dva su deǉiva sa 3 i oni moraju biti
u istom od tri para brojeva koji se mno¼e (inaqe bi dva od tri qlana u jednakosti

ab + cd = ef

koja treba da va¼i bila deǉiva sa 3, a tre²i ne bi). Oznaqimo sa n i n+3 ta dva broja deǉiva
sa 3. Od preostala qetiri broja, dva daju ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3, a dva ostatak 2. Zato su
preostala dva proizvoda ili oba kongruentna 1 po modulu 3 (jer je 1 · 1 ≡ 1 (mod 3) i 2 · 2 ≡ 1
(mod 3)) ili su oba kongruentna 2 po modulu 3 (jer je 1 · 2 ≡ 2 (mod 3)). Iz toga sledi da
proizvod n(n + 3) mora biti na levoj strani jednakosti, na primer, c = n, d = n + 3, pa treba
da va¼i jednakost

ab + n(n + 3) = ef.

Daǉe, tri od datih brojeva su parni, a tri neparni. Jedan od brojeva n, n + 3 je paran a jedan
neparan. Zato su od preostala qetiri broja taqno dva neparna. Kako je n(n+3) paran, preostala
dva neparna broja moraju biti qinioci u razliqitim od proizvoda ab i ef .

Posmatrajmo sada slede²a tri mogu²a sluqaja.

1◦ Brojevi su n− 2, n− 1, n, n + 1, n + 2, n + 3. Proizvod ef mora biti ve²i od n(n + 3).
Jedina mogu²nost za to je (n− 2)(n− 1)+ n(n +3) = (n +1)(n +2), odakle sledi n = 3. Zaista,
va¼i 1 · 2 + 3 · 6 = 4 · 5.

2◦ Brojevi su n− 1, n, n + 1, n + 2, n + 3, n + 4. Kako jednaqina (n− 1)(n + 4) + n(n + 3) =
(n + 1)(n + 2) nema celobrojna rexeǌa, n + 4 mora biti na desnoj strani jednakosti, i to
pomno¼en brojem razliqite parnosti, dakle n − 1 ili n + 1. U sluqaju da je (n + 2)(n − 1) +
n(n + 3) = (n + 1)(n + 4) dobijamo da je n = 3. Zaista, va¼i 2 · 5 + 3 · 6 = 4 · 7. Jednaqina
(n + 1)(n + 2) + n(n + 3) = (n− 1)(n + 4) nema realnih rexeǌa.

3◦ Brojevi su n, n + 1, n + 2, n + 3, n + 4, n + 5. Tada dolaze u obzir slede²e mogu²nosti:

(n + 1)(n + 2) + n(n + 3) = (n + 4)(n + 5), xto daje n = 6. To je rexeǌe jer je
7 · 8 + 6 · 9 = 10 · 11;

(n + 2)(n + 5) + n(n + 3) = (n + 1)(n + 4), xto nema celobrojna rexeǌa;

(n + 1)(n + 4) + n(n + 3) = (n + 2)(n + 5) ima rexeǌe n = 2, ali to nije rexeǌe zadatka
(jer 2 nije deǉivo sa 3).

Zadatak ima tri rexeǌa: 1 · 2 + 3 · 6 = 4 · 5, 2 · 5 + 3 · 6 = 4 · 7 i 7 · 8 + 6 · 9 = 10 · 11.

21. Kako su x, y, z razliqiti prirodni brojevi, data nejednakost je simetriqna, pa mo¼emo
da, ne smaǌuju²i opxtost, pretpostavimo da je x > y + 1 > z + 2. Razmotri²emo slede²a dva
mogu²a sluqaja.

1◦ y > z + 2, tj. x > y + 1 > z + 3. U ovom sluqaju va¼i

(x− y)2 > 1, (y − z)2 > 4, (x− z)2 > 9,

tj.
x2 + y2 > 2xy + 1, y2 + z2 > 2yz + 4, x2 + z2 > 2xz + 9.

Odavde sledi

zx2 + zy2 > 2xyz + z, xy2 + xz2 > 2xyz + 4x, yx2 + yz2 > 2xyz + 9y.

Sabiraǌem prethodne tri nejednakosti dobijamo

xy(x + y) + yz(y + z) + zx(z + x) > 6xyz + 4x + 9y + z,
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xto se mo¼e transformisati u (x + y + z)(xy + yz + zx − 2) > 9xyz + 2x + 7y − z. Kako je
x > z + 3, sledi da je 2x + 7y − z > 0, pa va¼i nejednakost koja se dokazuje.

2◦ y = z + 1. tada je x > z + 2, a treba da doka¼emo nejednakost

(x + 2z + 1)(z2 + 2xz + z + x− 2) > 9xz(z + 1),

xto je ekvivalentno sa
(x− z − 2)(x− z + 1)(2z + 1) > 0.

Posledǌa nejednakost va¼i zbog x > z + 2.
Jednakost mo¼e da va¼i samo u sluqaju 2◦, i to za x = z +2, tj. kada je (x, y, z) = (k +2, k +

1, k), k ∈ N (naravno, dolaze u obzir i permutacije navedene trojke).

22. Neka je X ′ taqka simetriqna taqki Q u odnosu na pravu BC. Kako je ]CBA = ]CQM =
]CX ′M i ]BCA = ]BQM = ]BX ′M , va¼i

]BX ′C = ]BX ′M + ]CX ′M = ]CBA + ]BCA = 180◦ − ]BAC,

odakle sledi da X ′ ∈ Γ. Kako je ]AX ′B = ]ACB = ]MX ′B, sledi da su taqke A, M, X ′

kolinearne. Kako je ]DCB = ]DAB = 90◦−]ABC = ]OAC = ]EAC, dobijamo da je CBDE
jednakokraki trapez (slika).

Sl. uz zad. 22

Kako je BDCT paralelogram, to je MT = MD, pri qemu su taqke M, D, T kolinearne i
BD = CT . Kako je CBDE jednakokraki trapez, imamo BD = CE i ME = MD. Kako je

]BTC = ]BDC = ]BED, CE = BD = CT i ME = MT,

taqke E i T su simetriqne u odnosu na pravu BC. S obzirom da su Q i X ′ tako±e simetriqne
u odnosu na tu pravu, sledi da je QX ′ET tako±e jednakokraki trapez, xto znaqi da taqke
Q,X ′, E, T pripadaju jednoj kru¼nici. Kako X ′ ∈ Γ, to znaqi da je X ≡ X ′, pa su zato taqke
A,M,X kolinearne.

23. Doka¼imo najpre dva pomo²na tvr±eǌa.
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Lema 1. Za svaki izbor n uzastopnih stranica s1, s2, . . . , sn poligona P postoji spoǉaxǌa
taqka Q u ravni, takva da se boja svake od stranica si, i = 1, 2, . . . , n mo¼e videti iz taqke Q.

Dokaz. Posmatrajmo kru¼nicu opisanu oko datog poligona P . Jasno je da postoji ǌena
polukru¼nica S, takva da svaka od izabranih stranica si ili ima oba kraja na polukru¼nici
S ili ima jednu krajǌu taqku koja pripada S, ali se ne poklapa sa ǌenim krajem. Uoqimo taqku
Q na simetrali preqnika te polukru¼nice (u poluravni u kojoj je S), dovoǉno daleko da se iz
ǌe vidi ,,skoro cela“ polukru¼nica S – jasno je da se iz ǌe vidi boja svake od stranica si.

Lema 2. Za proizvoǉan niz s1, s2, . . . , sn+1 od n + 1 uzastopnih stranica poligona P , ne
postoji spoǉaxǌa taqka Q u ǌegovoj ravni, takva da se boja svake od stranica s1, s2, . . . , sn+1

mo¼e videti iz taqke Q.

Dokaz. Kako su s1 i sn+1 paralelne naspramne stranice poligona P , one se ne mogu is-
tovremeno videti ni iz jedne spoǉaxǌe taqke.

Razmotrimo sada slede²e sluqajeve.

1◦ n = 2. Dati mnogougao je kvadrat i jedino xto treba da obezbedimo je da je svaka boja
iskorix²ena. Dve stranice ²e biti iste boje, i treba da izaberemo koje dve ²e to biti, a zatim

da pridru¼imo boje tom izboru. Za to postoji
(

4
2

)
· 3 · 2 = 36 naqina.

2◦ n = 3. U ovom sluqaju P je xestougao, oznaqimo sa a1, a2, . . . , a6 (redom) ǌegove
stranice. Moraju postojati dve uzastopne stranice koje su razliqito obojene – neka je, na
primer, a1 crvena, a a2 plava. Mora postojati bar jedna stranica obojena tre²om bojom (npr.
zelenom), ali to, prema lemi 1, mo¼e biti samo a4 ili a5. Imamo slede²e tri mogu²nosti:

1) a4 je zelena, a5 nije; onda redom dobijamo da a3, a5 i a6 moraju biti plave, tj. bojeǌe je
cppzpp;

2) a5 je zelena, a a4 nije; sliqno kao pod 1) dobija se bojeǌe cpcczc;

3) i a4 i a5 su zelene; sledi da a6 mora biti crvena, a a3 plava, pa je bojeǌe cppzzc.

Na taj naqin zakǉuqujemo da postoje dve vrste dozvoǉenih bojeǌa:

i) dve naspramne stranice su razliqito obojene, a sve ostale su obojene tre²om bojom; ovo
se mo¼e ostvariti na 3 ·(3 ·2 ·1) = 18 naqina (najpre biraju²i par naspramnih stranica, a zatim
dodeǉuju²i boje);

ii) postoje tri para uzastopnih stranica koje su jednako obojene; ovo se ostvaruje na 2·6 = 12
naqina.

Dakle, za n = 3 odgovor je 18 + 12 = 30.

3◦ n > 4. Primetimo najpre da se, prema lemi 1, boje bilo koje 4 uzastopne stranice mogu
videti iz neke (dovoǉno udaǉene) spoǉaxǌe taqke.

Oznaqimo stranice poligona P (redom) sa a1, a2, . . . , a2n. Moraju postojati dve uzastopne
stranice koje su razliqito obojene – neka je, na primer, a1 plava, a a2 crvena. Tako±e, mora
postojati bar jedna zelena stranica i, opet prema lemi 1, to mo¼e biti samo an+1 ili an+2.
Tako opet dobijamo dva sluqaja:

1) an+1 je zelena. Tada an mora biti crvena (ne mo¼e biti zelena na osnovu leme 1
primeǌene na a1, a2, . . . , an; ne mo¼e biti plava zbog a2, . . . , an+1). Poka¼imo da ne mo¼e i
an+2 biti zelena. Zaista, u tom sluqaju:

i) an+3 ne mo¼e biti zelena zbog a2, a1, . . . , an+3;

ii) an+3 ne mo¼e biti plava, jer se qetiri uzastopne stranice an, an+1, an+2, an+3 mogu
videti iz neke spoǉaxǌe taqke;

iii) an+3 ne mo¼e biti crvena zbog a1, a2n, . . . , an+2.

Dakle, an+2 mora biti crvena, a onda takve moraju biti i an+3, . . . , a2n. Dobijamo doz-
voǉeno bojeǌe: a1 je plava, an+1 je zelena, a sve ostale stranice su crvene.
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2) Sluqaj kada je an+2 zelena razmatra se na analogan naqin sa sliqnim zakǉuqkom.

Ovo znaqi da su jedina dozvoǉena bojeǌa u sluqaju n > 4 ona kada su neke dve naspramne
stranice obojene razliqitim bojama, a sve ostale stranice obojene tre²om bojom. Ovo se mo¼e
uraditi na n · 3 · 2 = 6n naqina.

Dakle, konaqan odgovor na pitaǌe postavǉeno u zadatku je: za n = 3 postoji 36 dozvoǉenih
bojeǌa; za n = 4 postoji 30 takvih bojeǌa; za n > 4 broj dozvoǉenih bojeǌa je 6n.
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