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Novi Sad

vojpet@dmi.uns.ac.rs

GMT () — geometrijsko mesto tacaka
f=—4

skup svih tacaka u zadatoj oblasti koje imaju zadatu osobinu o

osnovni problem: odrediti GMT(a).

Odrediti GM tacaka u ravni ¢ija su rastojanja od dve date tacke 4 i B jednaka.
Odrediti GM tacaka u ravni ¢ija su rastojanja od dve date prave a i b jednaka.
Odrediti GM tacaka u ravni iz kojih se data duz vidi pod datim uglom.

Date su tacke 4 i B. Odrediti GM tacaka C u ravni, takvih da je AABC:
(a) ostrougli; (b) pravougli; (c) tupougli.

Odrediti GM tacaka u unutrasnjosti datog ugla cija su rastojanja od krakova jednaka.

Odrediti GM tacaka X u unutra$njosti datog jednakostrani¢nog A4ABC, takvih da od
rastojanja X od pravih BC, CA, AB moze da se konstruise trougao.
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struktura reSenja

GMT(a) =7 G — pretpostavka (hipoteza) o GMT
zadatak: dokazati GMT(a) =G

varijante dokaza

1. GMT() c G A G c GMT(a)
XeGMT = XeG A XeG = XeGMT

2. GMT(0) cG A GMT(a) < G
XeGMT = XeG A X¢GMT = X¢G

3. GcGMT(a) A G < GMT(a)
XeG = X¢GMT A XeG = XeGMT

4. Gc GMT(a) A GMT(a) = G
X¢G = XeGMT A X¢eGMT = X¢G

Primer 1. Date su tacke A i B. Odrediti GM tacaka X, takvih da je
X4 = XB.

Resenje. G =s — simetrala AB
. XeGMT = Xes

XA=XB A S B
X=8§ = Xes
X#S8

A S B
AXAS = AXBS (SSS)
= /XSA=/XSB=90" = Xes
N
Xes = XeGMT X
X=§ = XeGMT
X=S A S B

AXAS = AXBS (SUS)
= XA=XB = XeGMT
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2. XeGMT = Xes kao 1. X

XeGMT = X¢s
XA<XB v XA>XB

A X S

o]

XX'L AB

AX'=VAX?2—XX'? <VBX2-XX'2 =BX' = X'#S = Xgs

3. Xes = XeGMT X o

XX'1AB = X'# 8
= XA<XB v X'A>XB
A XS B

XA=VXA42+XX'2<VXB2+XX'2 =XB = X¢GMT
Xes = XeGMT kao 1.

4. Xe¢s = X¢GMT kao 3.
Xe¢eGMT = X¢s  kao 2.

|
Primer 2. Date su tri razlicite tacke A, B, C. Odrediti GM tacaka X,
takvih da je XA = XB = XC.
Resenje. s, —sim. BC s, —sim. CA4
Pr.1 = Xes,Nns,
Sy, S,
(a) 4, B, C —kolinearne
s llsp, = s,Ns, =8 = GMT=0
A B C

(b) 4, B, C — nekolinearne
s,Ns,={0} > GMT =0

O — centar kruznice (4, B, C)
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Primer 3. Date su tacke A i B. Odrediti GM tacaka X, takvih da je XA < XB.

Resenje. s — simetrala 4B
G=a(s,4) — otv. poluravan; ivica s, sadrzi 4
G =GMT
(a) XeG=a XX'LAB,X'eAB
= X'epp(S,4) = X'A<XB
= XA=VXA2+XX'2 <VXB2+XX'2 =XB b%

= XA < XB = XeGMT

(b) XeGMT
= XA<XB = X'A<XB = X'epp(S, A)

XS B

= X'ea = Xea=G

(a), (b) = GMT =0

Primer 4. Date su tacke A, B, C. Odrediti GM tacaka X u ravni ABC,
takvih da je XA < XB < XC.

Resenje. s,—sim. AB  s,—sim. BC

S, S
o c B a
(a) 4, B, C — kolinearne —
1° 4-B-C =
T. Pr.3 =
XA<XB = Xea XB<XC —= Xep =5 ¢
XA<XB<XC = XeanP=a
= GMT=a«a o« S Sa g
2° 4-C-B —
j— —_ 7_0—
GMT=anp=9Y C 3
5 Se Sa
3° B-4-C
GMT = a N B="pruga" izmedu s, 1 s,
—0 o—
B 4 C
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(b) 4, B, C — nekolinearne
s, 8. ={0}
XA<XB = Xea XB<XC = Xef

XA <XB<XC= XeanB=int Ls,Os

c

= GMT =int Zs,0s,

Primer 5. Dat je ugao aOb. Odrediti GM tacaka X u unutrasnjosti
ugla aOb cija su rastojanja od krakova a i b medusobno jednaka.
Resenje. (a) XeGMT

A, B —norm. projekcije X na p(a), p(b)

XA =XB

= Aea , Beb — objasnjenje (*) sledeci slajd
AXOA = AXOB (SSU)

= /X0A4 = /XOB = ¢

= Xes — simetrala ZaOb

G=s

(b) Xes £X0OA=z=/XOB=o

= ZOXA=/Z0XB=90"—0=0

— AXOA = AXOB (USU) = XA =XB
= XeGMT

(a),(b) = GMT =s ]
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(*) Xeint ZaOb A XeGMT = Aea A Beb

o

. X
Aea < Xea 7
&=E=:7— a
Oy———a——
Za0b <900
o N PB=int LaOb
VXeint LaOb

= Aeca AnBeb

ZaOb >90°
o N P cint LaOb
pretp. XeGMT A Xeint ZaOb \ (o N B)

= XA>XA'>XB % XeGMT < X4 =XB

= XeanP = Aea nBeb

Primer 6. Date su prave a i b. Odrediti GM tacaka X cija su rastojanja
od a i b medusobno jednaka.

Resenje.

X, A
(@) al|lb Aea,Beb ABla,b T E
s — simetrala AB XL SL
G=s

X, B

1° Xes XX,la XX,L1b
XX,=84= 8B = XX, = XX,=XX,
= XeGMT

20 Xgs  Xeola) U B(b)
XX, =X'4<XB =XX, = XX, < XX,

= XgGMT

1°0,2° = GMT =s
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(b) anb=1{0} t
Xe/a'0b' = GMT = b . o
Xe/a"0b" =5 GMT =s"

Pr.5 (0]
Xe/a'0b" = GMT=1¢' b

XeZa"Ob' = GMT =¢"
= GMT=(@E'us YU Ut)=sUt
Primer 7. Date su prave a i b. Odrediti GM tacaka X, takvih da je
d(X, a) <d(X, b). (d(X, a) —rastojanje tackeX od prave a.)

Resenje.

allb anb=1{0} '
B ~
N, (0]

13

Primer 8. Dat je ugao aOb. Odrediti GM tacaka X u ravni ugla aOb
Cija su rastojanja od krakova a i b medusobno jednaka.

Resenje. d(X, F) — rastojanje tatke X od figure ¥ d(X, F) = min XY

YeF

a(O) — zatvorena poluprava; pocetak O  a'(0) L a
o(a) — otvorena poluravan; ivica a’
o* — komplementarna poluravan za o

Xea = d(X, a)=XA
Xeo* va' = dX, a)=XO

b'(0) L b
XeP = d(X,b)=XB
XeB* U b’ = d(X, b)=XO

XeanB = dX,a)=XA,d(X, b)=XB
Xea* A p* = d(X, a) = d(X, b) = XO
Xea* NP = d(X, a)=XO, d(X, b)=XB

14
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G=sUM M= 2a'0b'Uint La'Ob’
(a) XeG
Xes = d(X, a) = d(X, b)
XeM = d(X, a)=X0 =dX, b)
= XeGMT

(b) XeG
Xeint ZsOb' U int LsOa'
d(X, a)=X0O > XB = d(X, b)
d(X,a)=XA > XB=d(X, b)
= XgGMT

(a),(b) = GMT=sUM

b’ b

15

Primer 9. Dati su duz AB i ugao ¢ . Odrediti GM tacaka X, takvih da je

ZAXB = ¢.

Resenje. XeGMT Xea
k4, B, X) I(4,X,B)ca
G=lua

(a) YeG

LAYB = ZAXB = ¢ = YeGMT
(b) YeG

Yeint k

AYn1={4, 7Y}

ZAYB > ZAY\B=¢ = Y¢GMT
Yeint k&

AYNI1={4,Y,} v BYnI={B, Y}
LAYB < ZAY\B=¢ = Y¢GMT

16




(a),(b) = GMT (o) =luk / (bez 4 i B)
sliéno GMT (u a*) = luk /* (bez 4 i B)

= GMT=[uUl*

0
®<90 1

¢=90°

17

Primer 10. Konstruisati GMT iz primera 9, tj. konstruisati GMT iz kojih
se data duz AB vidi pod datim uglom ¢ .
Resenje.

Kontrukcija

. «B), ZABt=¢

.nB),n Lt

. s — simetrala AB

snn={0}

. k(O; r=04= 0B}

. l—-luk ABnakbez AiB (/i sraznih strana AB) !
. GMT=1UI*, I*=c,,])

Dokaz I*

Teorema o uglu izmedu tangente i tetive kruznice

18
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Primer 11. Dati su tacka S i kruznica k(O). Neka je p proizvoljna prava kroz
S koja sece k u tackama A i B. Odrediti GM tacaka X — sredina duzi AB.

Resenje. (a) S=0
= ABpre¢nikk = X=0 zaV p(S) = GMT ={0}

(b) S=O0
XeGMT, X#0,S = ZOXA=L0XB= £L0OXS=90°
Pr.9 = Xek'- precnik OS

(bl) Seint &
GMT =k’
0eGMT SeGMT

(b2) Sek
GMT =k’ — {S}
0eGMT  S¢GMT

(b3) Seext k

GMT=k'Nnintk
=] — otvoren luk PQ
0OeGMT

20
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Primer 12. Date su tacke A i B. Odrediti GM tacaka X , takvih da je AABX:
(a) ostrougli; (b) pravougli; (c) tupougli.

ReSenje. p(4,B)=s B
a(A)Ls bB)Ls  k(AB)— prenik AB
a=pr(a,B) PB=pr(b,d) y=extk
XeGMT

(a) £4<90° = Xeoa —s

AV VAV VA
A N W W W e i ¥

)

\\\\\\\\\\\
VYWYV
VYV

VYV

A\ \
\

/ZB<90° = XeB -

\

ZC<90° = Xey-—s
Xe(@—s)n(PB-s)Nn(y—ys)

GMT=(a—s) " (B—5) N (y—5) s

(b) ZA=90° = Xea - {4}
/B=90" = Xeb-— {B}
/C=90" = Xek— {4, B} —_
GMT=auUbuUk- {4, B}

(¢) £A>90° = Xea*
ZB>90° = Xep*
ZC>90 = Xeint k

GMT =o* UB* Uintk—s

22
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Primer 13. Date su prave a i b i duz m. Odrediti GM tacaka X ¢iji zbir
rastojanja od pravih a i b jednak m.

Resenje.
(@) a||b D=d(a, b)—rastojanje izmedu aib
1° m<D b _

dX,a)+d(X,b)>D>m VX X
= GMT=0Q

2°m=D
XeFu{a, b} = dX a)+dX b)=m
= XeGMT ?

G=FuU {a, b} b Xf{ a
F

m

X¢G = d(X,a)+d(X,b)>m
= X¢GMT ¢ %

GMT=F U {a, b}

23

m

3m>D

XeF v {a, b} 5
dX,a)+dX,b)y=d(a,b)y=D<m b — T
X{

= XegGMT F

XeF U {a, by dX,a)=x S x0 5

dX,a)+dX,b)y=x+(x+D)=2x+D
m—D
2
m—-D
2

XeGMT = 2x+D=m = x=

§15 87 ||asb d(sl’a):d(sb b):6:

G=5Us,

XeG = d(X,a)+d(X,b)=2x+D =2

m—D

+D=m = XeGMT
XeG = dX,a)+dX,b)y<m v dX, a)+dX, b)>m = XegGMT

= GMT=s,Us,

m

24
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(b) anb={0}

Ako je GMT # &, kako na¢i jednu tacku Xe GMT?
Xea = dX,a)=0= dX,b)=m

b'b, db',by=m b'na={4}
dA,a)+dA4,b)=0+m=m = AeGMT

b"||b,a'||a,a"]| a
db",b)y=d(a',a)=da",a)=m
b"ma={4,}

a'nb={B} b
a"nb={B,}

A,, B, B,eGMT

GMT = {4, B, A,, B,} ?

25
N P
n T
NS
Ne.
Lema 1. Neka ABC jednakokraki trougao sa osnovicom AB
i visinom na krak h. Tada za svaku tacku X osnovice AB vazi
d(X, BC)+d(X, AC) = h.
|
B

G=[4B] v [BA,] v [4,8,] v [B,4]
= pravougaonik ABB A4,

m

m

26
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1° XeG=4BCD N B
Xe[AB]

d(X, @)+ d(X, b) E d(A, b) = m X
= XeGMT

B 4
20 X¢G = ABCD b7 %

Xeext ABCD U int ABCD

(1) XeZAOB v int ZAOB
SX) || AB,sna={A"} ,snb={B'}

B
d(X, @)+ d(X, b) E d(4, b) > d(A, b) = m 4, B
= X¢GMT $
sli¢éno za ZBOC, ZCOD, ZDOA ” X
(@)

(2) Xeint ABCD

... 5, P
d(X, a) + d(X, b) <m b Iy
= XgGMT
1°,2° = GMT = 4BA,B, n

27

Primer 14. U ravni o date su tacke Ai B i duzi p i q. Odrediti u GM tacaka X u
ravni o, takvih daje XA : XB =p : q.

Resenje. (a) p=¢q GMT = simetrala AB (primer 1)
(b) p#q,p>q  s=p4,B)
pretraga ravni o
XeGMT

1° Xes

a(4) || b(B)

Aca, A4, =p

B,,B,eb, BB,=BB,=¢q
AB,Nns={C} ABns={D}
AACA, ~ABCB, = CA:CB=A44,:BB,=p:q = CeGMT
AADA, ~ABDB, = DA :DB=AA,:BB,=p:q = DeGMT

GMT ns={C, D}
28
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20 X¢gs

XA:XB=p:q /\
CA:CB=DA:DB=p:q

X4 :XB=CA:CB=DA:DB
\Q\:

Lema 2. U A4BC, gde je AC > BC, simetrale unutrasnjeg i spoljasnjeg ugla
kod temena C seku pravu AB u tackama C, i C,, redom.Tada je C4 : CB =
CiA:CiB=CA:C,B.
Dokaz.

P(CAC) 1CAd gy

1 - 0]
P(CBC)) 5 CBd CB

PCAC) _xCAk _ Ca o
P(CBC)) 4 C\Bh, C\B

(1), (2) = C4:CB=C,A:C,B
P(CAC,)
BC))

sli¢no iz

= CA:CB=Cd:C,B

29

XA :XB=CA:CB=DA:DB

L2 = XC, XD — simetrale uglova
kod Xu A4BX

= ZCXD=90°

XeGMT - {C, D} = ZCXD =90°
\ v

N s
\\_ G = k(CD) — pre¢nik CD

S

(1) XeGMT = XeG

2) XeG = XeGMT

30
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Xek(CD)

(B) || X4

tNXC={K} tnXD={L}
AXAC ~ ABKC 4 c B D
XA CA p K

K a0 f

AXAD ~ ALBD
X4 _ DA p
q

BL BB

“4)

XA XA
() &) = — =5~ = BK=BL
ZKXL = ZCXD =90° = B — centar opisane kruznice oko AKXL
= BX=BK=BL (5)

Mo XMool xegmT
XB BK q

1°0,2° = GMT =k

Y
Napomena. k — Apolonijeva kruznica zatacke A1 Biodnos p:gq
7 — poluprecnik &
r=+CD (1) ¥
CA P CA+CB ptq
B~ 4 = B 4
A c B D
+
- AB _ pTq
CB q f
q-AB
= 2

= CB= "1y (2)
DA P DA — DB p—q AB pP—q
=== = = — =
DB q DB q = DB q

q-AB
= 3
= DB=——, (3)
@00 q-AB q-AB 2pq m prq
= + i + — =

CD=CB+ DB g =g e AB = r g AB

32
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Primer 15. U unutrasnjosti jednakostranicnog AABC odrediti GM
tacaka S, takvih da se od duzi koje su jednake rastojanjima tacke S
od stranica AABC moze konstruisati trougao.

Resenje. GMT = ¢
O —centar k(4,B,C) = x=y=z=+h
OeGMT

SeGMT = x<y+z Y

y<z+x
z<x+ty

Lema 3. (Viviani, 1622-1703) Neka je S proizvoljna tacka u unutrasnjosti
Jjednakostranicnog AABC i neka su x, y, z njena rastojanja od stranica BC,
CA, AB, redom. Ako je h visina AABC, tadajex +y +z =h.

Dokaz. (I) BC=CA=AB=a h- visina AABC
Ppest Peyst Pigs= Pype

1 1 11
Sax + zay + yaz = 2ah

= xty+z=h

(II) "bez reci"

C C
Z \ )
N Y\ S
A4 B A
xX+y+tz=h

30-Jan-18
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xeGMT

x<y+z (1)

y<ztx ()

z<x+y 3)

x+ty+z=h 4

(D+@) = 2x<h= x<o

A,, B,, C, — sredine BC, CA, AB c

= Seint B,C,BC  (5)

sli¢no B, 4,

y<t = SeintC4,C4 (6)

z< = SeintABAB  (7)

A C, B
(5),(6), (7) = Se int B,C,BC ~ int C,4,CA  int 4,B,4B = int 4,B,C,
G=int4,B,C,

G=GMT ]
35

Primer 16. U ravni jednakostranicnog AABC odrediti GM tacaka S,
takvih da se od duzi SA, SB, SC moze konstruisati trougao.

Resenje. pretraga ravni ABC

1° Seint AABC U (AABC - {4, B, C}) c

(I varijanta)  konstruktivni dokaz

(a) Seint AABC Y

SX||AB , XeBC X

SY||BC, YeCA

SZ||CA ,ZeAB A z B
YAZS , ZBXS , XCYS—- jednakokraki trapezi

= S4=YZ SB=ZX SC=XY

X, Y, Z nekolinearne

= AXYZ - trazeni

= int AABC < GMT
36
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(b) AABC—{A4,B,C} SeBC
X=85 Y=C S=X

SA=YZ SB=7ZX=7ZS SC=XY
= AXYZ = ASCZ — trazeni

= A4ABC - {4, B, C} c GMT 4 P B
(Il varijanta)  egzistencijalni dokaz
(a) Seint AABC ¢
AABS = SA+ SB>AB (€))]
ZADC >90° v £BDC >90°
= AC>CD > SC )
3
1),(2) > S4+8B>SC 3) 4 5 B

sli¢no SB+SC> S4 %)
SC+SA>SB 5)
3), (4), (5) = I A sastranicama S4, SB, SC

(b) SeAABC - {4, B, C} kao (a)
37

20 Seext AABC

ext AABC=o* U B*uy*va Va, Vb Ub,UcUEUAUBULC

a by

(x* ﬁ*

a, by

38
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(a) Sey*

SX||AB Xec, s
SY||BC Yec,
SZ||CA Zea, Y

ZAYS , ZBSX , XCYS — jednakokraki trapezi
= S4A=YZ SB=7ZX SC=XY

X, Y, Z nekolinearne

. al
= AXYZ — trazeni z A4 B

= y* < GMT
slicno o*, B* <« GMT

39

(b) Sec,

SX||4AB Xec,

SY||BC Yec, Y=S§

SZ||CA Zea, Z=4

SA=YZ

SB=Z7X (ZBSX — jednakokraki trapez)
SC=XS=XY (ACSX — jednakostrani¢ni)

X, Y, Z nekolinearne @

= AXYZ = AXSA — traZeni

= ¢, —{C} cGMT
sli¢éno
¢, —1C},a,— {4}, a,— {4}, by — {B}, b, — {B} c GMT

40

30-Jan-18

20



(c) Sea
ABDC — jednakostrani¢ni

a=a,uva,oa,vua,v(BDlu(CDlud vd,

&

by

41

(cl) Se, & Seint ABDC

SX|| 4B , XeBC
SY||BC, Yec,
SZ||CA,ZeAB

SA=YZ (YAZS — jednakokraki trapez)
SB=Z7X (ZBSX — jednakokraki trapez)
SC=XY (SYZX — jednakokraki trapez)
ako su X, Y, Z nekolinearne

= AXYZ — trazeni

a,cGMT?
Sta ako su tagke X, Y, Z kolinearne?

Da li to moze da se dogodi?

Ako moze, kada?

b,

42

30-Jan-18

21



Lema 4. Neka Sel,. Tacke X, Y, Z su kolinearne ako i samo ako Sek(4, B, C).

Dokaz. (=) X, Y, Zkolinearne
/LZXB=/YXC=0 (unakrsni) (1)
ZBSX — jednakokraki trapez = tetivni Cetv.
= LZXB=/ZZSB 2)

SYXC — jednakokraki trapez = tetivni Cetv.
= LYXC=ZYSC 3)

1),(2),3) > £ZSB=/YSC=96 “)

YAZS — jednakokraki trapez = ZZSY=120°  (5)

(@), (5) = ZBSC= /BSY— /YSC = Z/BSY -0 = /BSY — /ZSB
= ZZSY=120° ©6)
(6), LCAB=60° = ABSC tetivni = Se k(4, B, C)

43

(<) Se k4, B, C)

Se@, = Seluk BC = /BSC=120° (7)
JZSY=120° = /ZSB= /YSC=0 (8)
/ZXB=/ZSB (ZBSX - tetivni &etv.)  (9)

LYXC=/YSC (SYXZ- tetivni &etv.)  (10)

®), (9), (10) = LZXB=LYXC=0

= X, Y, Zkolinearne

L3 = d,-Iuk BC c GMT
sli¢éno
B, —luk BC, €, — luk BC =« GMT

44
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(c2) Sed,

SX||AB XeBC
SY||BC Yec, o d,
SZ||CA  Zeb,

SA=YZ (YAZS — jednakokraki trapez)
SB=Z7ZX (BZSX - jednakokraki trapez)
SC=XY (SYCX — jednakokraki trapez) D 4

X, Y, Z nekolinearne

= AXYZ — trazeni

= d,c GMT
sli¢éno
a,,®B,, B,,C,E cGMT

45

(c3) Sea,
SX||AB Xec,

SY||BC Yec,
SZ|CA Zeb,

1

SA=YZ (YAZS — jednakokraki trapez)
SB=Z7ZX (BZSX - jednakokraki trapez)
SC=XY (SYXC — jednakokraki trapez)
X, Y, Z nekolinearne

= AXYZ — trazeni

= a3 < GMT d,

slicno, $B;, C; < GMT

by
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(c4) Se(BD]

SX || AB XeBC

SY || BC Yec,

SZ|| CA Z=B

SA=YZ=YB (YABZ — jednakokraki trapez) c
SB=SZ=7X (ABSX - jednakostrani¢ni) D
SC=XY (YABS — jednakokraki trapez) S

€

X, Y, Z nekolinearne
= AXYZ = AXZB — trazeni b,

§S=D= X=C,Yec,,Z=B
= AXYZ=ACYB — trazeni

= (BD] = GMT

sliéno, (CD] i odgovarajuce duzi u 81 € < GMT
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(c5) Sed,

SX || AB X=C 2
SY || BC Yec,

SZ|| CA Zeb,

SA=YZ (YAZS - jednakokraki trapez)
SB=72X=7ZC (BZSC - jednakokraki trapez)
SC=8SX=XY (ACSY — jednakostrani¢ni)

d,

X, Y, Z nekolinearne
= AXYZ = AXZB — traZeni

xX=C

d

by
= d, = GMT

slicno, d, i odgovarajuée duziu $B1Cc GMT
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10,20 = GMT = int AdBC U (AABC — {4, B, C})
U (@ - luk BC) U (B — luk CA) U (€ — luk AB)
=14, B,C) - k4, B, C)

Primer 17. U prostoru je dat jednakostranicni AABC. Odrediti GM tacaka S,
takvih da se od duzi S4, SB, SC moze konstruisati trougao.

Resenje.  HA4,B,C)=a BC=CA=AB=a
1° Seaw.  GMT=r(4, B, C) —k(4, B, C) (primer 16)

20 Se¢a
SB-SC

xesa, sx=£5€ )
vess, sy= 5% @)
zeSC, Sy= 3458

a
S4-8B-SC
a

(1), (2) = SA-SX=SB-SY=

SX 5B AXYS~ABAS
SY SA
XY SX SX o 58 5¢
D—AB _E = XY=A4B E:a SB =SC
XY=S8C
sli¢no, YZ=S4,YX=SB
= AXYZ - trazeni & — prostor = GMT =2 —k(4, B, C)
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