[0.001s][warning][perf,memops] Cannot use file /tmp/hsperfdata_ec2-user/1102368 because it is locked by another process (errno = 11)

Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja

Druxtvo matematiqara Srbije

11. SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

UQENIKA SREDǋIH XKOLA

31. mart 2017.

Prvi dan

Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi za koje vaжi a+b+c = 1. Dokazati:1.

a
√
2b+ 1 + b

√
2c+ 1 + c

√
2a+ 1 6

√

2− (a2 + b2 + c2).

(Nikola Petrovi�)

Dat je konveksan tetivan qetvorougao ABCD. Neka se prave AD i BC seku2.

u taqki E. Na stranicama AD i BC su odabrane taqke M i N , redom,
takve da vaжi AM : MD = BN : NC. Kruжnice opisane oko trougla EMN
i qetvorougla ABCD seku se u taqkama X i Y . Dokazati da se prave AB,
CD i XY seku u jednoj taqki ili su sve paralelne. (Duxan �uki�)

U vrsti se nalazi 2n−1 sijalica. U poqetku je sredǌa (n-ta) upaǉena, a sve3.

ostale su ugaxene. U jednom koraku je dozvoǉeno odabrati dve nesusedne
ugaxene sijalice izme�u kojih su sve sijalice upaǉene, i promeniti staǌe
tim dvema sijalicama, kao i svim sijalicama izme�u ǌih (na primer, od
konfiguracije • ◦ ◦ ◦ • dobija se ◦ • • • ◦). Koliko najvixe koraka je mogu�e
izvrxiti? (Duxan �uki�)

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja

Druxtvo matematiqara Srbije

11. SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

UQENIKA SREDǋIH XKOLA

1. april 2017.

Drugi dan

Neka je a prirodan broj takav da za svaki prirodan broj n broj n2a−1 ima4.

bar jedan delilac ve�i od 1 koji daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa n. Dokazati
da je a potpun kvadrat. (Duxan �uki�)

Odrediti koliko se najvixe kraǉica moжe postaviti na tablu 2017× 2017,5.

pri qemu svaka kraǉica sme da napada najvixe jednu od preostalih.
(Bojan Baxi� i komisija)

Neka je k kruжnica opisana oko △ABC, a ka pripisana kruжnica naspram6.

temena A. Dve zajedniqke tangente kruжnica k i ka seku pravu BC u taqkama
P i Q. Dokazati da vaжi ∢PAB = ∢QAC. (Duxan �uki�)

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.



REXEǋA

Kvadriraǌem obe strane i korix�eǌem jednakosti 1− a2 + b2 + c2 = 2(ab+1.

bc+ ca) nejednakost iz zadatka se svodi na

L = 2a2b+ 2b2c+ 2c2a+

2ab
√

(2b+ 1)(2c+ 1) + 2bc
√

(2c+ 1)(2a+ 1) + 2ca
√

(2a+ 1)(2b+ 1) 6
D = 4(ab+ bc+ ca).

Po AM-GM nejednakosti imamo 2ab
√

(2b+ 1)(2c+ 1) 6 ab(2b+2c+2) i analog-

no 2bc
√

(2c+ 1)(2a+ 1) 6 bc(2c+2a+2) i 2ca
√

(2a+ 1)(2b+ 1) 6 ca(2a+2b+2),
pa sabiraǌem dobijamo

L 6 2(a2b+ b2c+ c2a+ ab2 + bc2 + ca2 + 3abc) + 2(ab+ bc+ ca) =
2(a+ b+ c+ 1)(ab+ bc+ ca) = 4(ab+ bc+ ca) = D.

Drugo rexeǌe. Funkcija f(x) =
√
x je konkavna jer je f ′(x) = 2/

√
x opadaju�a

funkcija. Primenom Jensenove nejednakosti sa teжinama a, b i c dobijamo

a
√
2b+ 1 + b

√
2c+ 1 + c

√
2a+ 1 6

√

a(2b+ 1) + b(2c+ 1) + c(2a+ 1)

=
√

1 + 2(ab+ bc+ ca) =
√

2− (a2 + b2 + c2).

Napomena. Ako se dopusti da neki od brojeva a, b, c bude nula, jednakost se

dostiжe u sluqajevima a = b = c = 1
3 i (a, b, c) = (1, 0, 0) sa permutacijama.

U sluqaju AB ‖ CD tvr�eǌe je trivijalno: taqke X i Y su simetriqne u2.

odnosu na simetralu duжi AB i CD i vaжi AB ‖ XY ‖ CD.

Neka je AB 6‖ CD. Tada opisani krugovi k1 i k2 trouglova EAB i ECD
imaju drugu preseqnu taqku P 6= E.
Iz ∢PAD = ∢PBE i ∢PDA = 180◦ −
∢PDE = 180◦−∢PCE = ∢PCB sledi
da su trouglovi PAD i PBC sliqni.
Pri ovoj sliqnosti taqki M u
△PAD odgovara taqka N u △PBC,
pa je ∢PME = ∢PNE. Zakǉuqujemo
da taqke E, P , M i N leжe na istom
krugu k3.

Kako taqka F ima jednaku potenciju

A B

C

D

E

F

M
N

P

O1

O2

O3

X

Y

k

k1
k2 k3

FA ·FB = FC ·FD u odnosu na krugove k1, k2 i krug k opisan oko ABCD, ona
leжi na radikalni osi EP krugova k1 i k2. Sada je jox FA ·FB = FE ·FP ,
pa F tako�e pripada radikalnoj osi krugova k1 i k3, a to je prava XY .

Drugo rexeǌe. Neka su k, k1, k2 i k3 redom opisani krugovi qetvorougla
ABCD i △EAB, △ECD i △EMN . Treba pokazati da se radikalni centri
trojki krugova (k, k1, k2) i (k, k1, k3) poklapaju (moжda u beskonaqnoj taqki).
Dovoǉno je dokazati da krugovi k1, k2, k3 imaju zajedniqku radikalnu osu,
tj. da su ǌihovi centri O1, O2, O3 redom kolinearni.



Za i = 1, 2, 3, oznaqimo sa Ei taqku simetriqnu taqki E u odnosu na Oi.
Dokaza�emo da se taqka E3 poklapa sa taqkom E′

3 na duжi E1E2 takvom da
je E1E

′
3 : E′

3E2 = AM : MD. Zaista, poxto je E1A ⊥ AD i E2D ⊥ AD, iz
Talesove teoreme sledi E′

3M ⊥ AD; analogno je E′
3N ⊥ BC, pa je E′

3 ≡ E3.

Pridruжimo i-toj sijalici broj 2|i−n| i definiximo vrednost konfigu-3.

racije kao zbir brojeva na upaǉenim sijalicama. Vrednost polazne kon-
figuracije je 1, a lako se proverava da se pri svakom koraku pove�ava za
prirodan umnoжak broja 3. Korak zovemo dobrim ako pove�ava vrednost
za taqno 3. Poxto vrednost ne moжe da premaxi 2n+1 − 4 (jer se ne mogu

upaliti sve sijalice), nije mogu�e izvrxiti vixe od 2n+1−5
3 koraka.

Dokaza�emo indukcijom po n da, poqevxi od konfiguracije vrednosti naj-
vixe 3, moжemo da nizom dobrih koraka do�emo do konfiguracije vrednosti
bar 2n+1−6. Ovo se direktno proverava za n = 1, 2, pa pretpostavǉamo da je
n > 3. Po induktivnoj pretpostavci za n− 1, moжemo da dobijemo konfigu-
raciju vrednosti bar 2n − 6 sa prvom i posledǌom sijalicom ugaxenom. U
svakom od tri mogu�a sluqaja (osim prve i posledǌe sijalice, mogu biti
ugaxene samo n-ta, samo n-ta i jedna od ǌoj susednih, ili samo jedna od
dve susedne), u najvixe tri koraka postiжemo da prva i posledǌa sijalica
budu upaǉene i da zbir brojeva na upaǉenim sijalicama od druge do (2n−
2)-te bude najvixe 3. Ponovna primena induktivne pretpostavke za n − 1
zavrxava indukciju.

Prema tome, odgovor je
[

2n+1−5
3

]

.

Neka je n2a− 1 = (nxn + 1)dn (xn, dn ∈ N). Tada je dn ≡ −1 (mod n), pa je4.

n2a− 1 = (nxn + 1)(nyn − 1) za neke xn, yn ∈ N,

xto se svodi na na−nxnyn = yn−xn > −xnyn. Odavde dobijamo xn 6 xnyn <
n

n−1
a 6 2a. Sledi da u nizu x1, x2, . . . postoji qlan koji se javǉa beskonaqno

mnogo puta. Oznaqimo taj qlan sa X. Tada nX + 1 | n2a− 1 i odatle

nX + 1 | X2(n2a− 1)− a(n2x2 − 1) = a−X2

za beskonaqno mnogo brojeva n. Ovo je mogu�e samo za a−X2 = 0, tj. X2 = a.

Drugo rexeǌe. Kao i u prvom rexeǌu, neka je n2a− 1 = (nxn +1)(nyn − 1), tj.
yn − xn = n(a− xnyn) = ndn. Razlikujemo tri sluqaja.

(1◦) Ako je dn > 0, onda je a = dn + xn(xn + ndn) > ndnxn, xto je nemogu�e
za n > a.

(2◦) Ako je dn < 0, onda je a = dn + yn(yn − ndn) = y2n − dn(nyn − 1) > nyn − 1,
xto je nemogu�e za n > a+ 1.

(3◦) Ako je dn = 0, onda je a = x2
n. potpun kvadrat.



Oznaqimo n = 2017. Pretpostavimo da je postavǉeno m > n kraǉica. Ni5.

u jednoj vrsti nema vixe od dve kraǉice, pa se u bar m − n vrsta nalaze
po dve kraǉice, tako da ima najvixe m − 2(m − n) = 2n − m kraǉica koje
su same u svojoj vrsti. Sliqno, najvixe 2n − m kraǉica su same u svojoj
koloni. S druge strane, svaka kraǉica je sama u svojoj vrsti ili u svojoj
koloni, pa je m 6 2(2n−m), odakle je m 6 [ 4n

3
] = 2689.

Na slici A je prikazano postavǉaǌe 8 kraǉica na tablu 6 × 6 u skladu
sa zahtevom zadatka. Pre konstrukcije primera na tabli 2017 × 2017 raz-
motri�emo slede�i raspored kraǉica:

• Na tablu 335×335 mogu�e je postaviti 335 kraǉica koje se me�usobno
ne napadaju qak ni ako se dijagonale produжe po modulu 335. Zaista,
dovoǉno je postaviti kraǉice na sva poǉa (x, y), 1 6 x, y 6 335, za
koja je y ≡ 2x (mod 335), kao na slici B. Zaista, tada su svi zbirovi
x+ y me�usobno razliqiti po modulu 335, sve razlike x− y tako�e, pa
nikoje dve kraǉice nisu u istoj vrsti, koloni ili dijagonali.

Podelimo tablu 2017× 2017 na pravougaonike i kvadrate stranica 335, 6 i
1, kao na slici V. Kvadrate obeleжene sa B i A popuni�emo redom kao na
slikama B i A, a u gorǌe desno poǉe table postavi�emo jox jednu kraǉicu.
Ovako smo ukupno postavili 8·335+8+1 = 2689 kraǉica. Lako se proverava
da ovakvo postavǉaǌe zadovoǉava uslove zadatka.

335335335335335335 6 1

3
3
5
3
3
5
3
3
5
3
3
5
3
3
5
3
3
5
6
1

Q Q

Q

Q

QQ

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

A - tabla 6× 6

B - tabla 335× 335 V - tabla 2017× 2017

B

B

B B

B B

B

B

A
Q

Napomena. Tabla n × n qije su dijagonale produжene po modulu n zove se
torusna tabla. Na torusnu tablu n×n mogu�e je postaviti n kraǉica koje
se me�usobno ne napadaju ako i samo ako je n ≡ ±1 (mod 6). Ovo je dokazano
u 4. zadatku sa SMO 2012.

Neka unutraxǌa i spoǉna simetrala ugla BAC seku pravu BC redom u6.

taqkama D i D1. Sa T oznaqimo centar pozitivne homotetije H koja slika
pripisani krug ωa u opisani krug Ω. Prvo �emo dokazati pomo�no tvr�eǌe.

Lema. Neka proizvoǉna prava p kroz D1 seqe krug Ω u taqkama M i N .
Tangente u M i N na Ω seku pravu BC redom u taqkama P i Q. Tada
je ∢PAB = ∢CAQ.

Dokaz. Iz sliqnosti trouglova PBM i PMC dobijamo PB
PM

= PM
PC

= MB
MC

i

odatle PB
PC

=
(

MB
MC

)2
. Sliqno je QB

QC
=

(

NB
NC

)2
. Kako je MB

MC
·NB
NC

= [MNB]
[MNC] =

DB
DC

= AB
AC

, sledi da je PB
PC

· QB
QC

=
(

AB
AC

)2
, xto je ekvivalentno sa ∢PAB =

∢CAQ. ✷



Ako su K i L dodirne taqke zajedniqkih tangenti sa Ω, ostaje da se pokaжe
da taqka D1 leжi na pravoj KL, tj.
na polari taqke T u odnosu na Ω.
Po stavu o polu i polari, dovoǉno
je dokazati da T leжi na polari d
taqke D1 u odnosu na Ω.

Oznaqimo sa N sredixte luka BAC
kruga Ω. Slika taqke D pri homote-
tiji H je presek S tangenti na Ω u
taqkama A i N , pa taqka T leжi na
pravoj DS. S druge strane, taqka
D je na polari d jer je qetvorka
(B,C;D1, D) harmonijska, a taqka S

A

B
C

DD1

K

L

N

P

Q

S

T

Ω

ωa

d

je tako�e na d jer polara taqke S u odnosu na Ω, xto je prava AN , sadrжi
taqku D1. Prema tome, prave DS i d se poklapaju, qime je dokaz zavrxen.
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