MwuHucTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo maremaTuuapa Cpouje

11. CPIICKA MATEMATNYKA OJIMMIINJA ITA
YUEHNKA CPEOILUX IIIKOJIA

31. mapt 2017.

IIpBu nmaun

Hexa cy a, b u ¢ no3utuBHU peasau 6pojeBu 3a koje Baku a+b+c = 1. IlokazaTu:

avV2b+ 1+ bv/2c+ 14 cv2a+1 < /2 — (a2 + b2 + c2).
(Huxona Ilemposuh)

Ilat je kouBekcan tetuBaH yerBopoyrao ABCD. Herka ce npaBe AD u BC ceky
y taukn F. Ha crpamunama AD u BC cy omabpame tauke M u N, pemnow,
takBe na Baxku AM : MD = BN : NC. Kpy:xkuune onucane oko tpoyriaa EMN
u yerBopoyria ABCD ceky ce y taukama X u Y. Ilokazaru na ce npase AB,
CD u XY ceky y jemHO] TAuKy WU Cy CBE HMapaJiesiHe. (Aywan Byxuh)

Y Bpctu ce Hamasu 2n—1 cujanuna. Y modveTky je cpenma (n-ta) ynaJseHa, a CBe
ocTaJie Cy yrameHe. Y jemHOM KOPaKy je DO3BOJLEHO onabpaTu IBe HecycemoHe
yralieHe cujaauile udMelhy KOjux Cy CBe CUjajulle yIas/beHe, U TPOMEHUTU CTAHE
TUM ABEMa CUjaJUIaMa, Ka0 U CBUM CHjajiMiiaMa udMehy mux (Ha apuMmep, Ol
KOH(Urypanuje @ oo oe nobuja ce oeeeo). Konmuko majsume kopaka je moryhe
U3BPIIATE ] (ywarn Byxuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaraka merabsHO 0OPa3I0KUTHU.
Caku 3agarak Bpenu 7 60moBa.



MwuHucTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo maremaTuuapa Cpouje

11. CPIICKA MATEMATNYKA OJIMMIINJA ITA
YUEHNKA CPEOILUX IIIKOJIA

1. aopua 2017.

Ipyru nan

Hexa je a mpupogan 6poj Takas 1a 3a CBaku OIpUpOAaH 6poj n 6poj n?a — 1 uma
0ap jeman mesmiarn Behu ox 1 Koju maje ocratak 1 mpu mememy ca n. Jlokaszaru
a je a MOTIYH KBaIpAaT. (ywan Byxuh)

OnpenuTu KOJIMKO Ce HajBUIIE KpAJLUIla MOKe mocrtaButu Ha Tabay 2017 x 2017,
IpU YeMy CBaKa KpaJbUIla CMe [a Hallaa HAajBUIIE jeTHY O IPEOCTAJIUX.
(bojan DBawuh u xomucuja)

Heka je k kpy:xuumna ommcana oxko NABC, a k, npunucana Kpy;KHAIIA HACIPAM
temena A. IIBe 3ajemruure TaHrente Kpy:kauna k u k, cexky npasy BC y taukrama
P u Q. Horazaru na Baxku <PAB = <1QAC. (Aywan Byxuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaraka merabsHO 0OPa3I0KUTHU.
Caku 3amarak Bpenu 7 60m0Ba.



PEIIIEIHA

Ksampupamem obe crpane n kopumhemenm jemaaxoctu 1 — a? + b2 + ¢ = 2(ab +
bc + ca) HejeIHAKOCT M3 3aJaTKa Ce CBOAU HA

L= 2a%b+ 2b%c+ 2c%a+
2ab\/(2b+ 1)(2¢ + 1) + 2ber/(2¢ + 1)(2a + 1) + 2ca/(2a + 1)(2b + 1) <
D = 4(ab+ bc+ ca).

Mo AM-T'M nejemnarkoctu mmamo 2aby/(2b+ 1)(2¢ + 1) < ab(2b+2¢+2) u anamnor-

HO 2bcy/(2¢ +1)(2a + 1) < be(2¢+2a+2) u 2car/(2a + 1)(20 + 1) < ca(2a+2b+2),
ma cabupameM mo0OUjaMo

L < 2(a®b+b%c+ c?a+ ab?® + bc? + ca® + 3abe) + 2(ab + be + ca) =
2(a+b+c+1)(ab+ bc+ ca) = 4(ab+ be+ ca) = D.

Apyzo pewewe. Pyurumja f(x) = /r je kourasua jep je f'(x) = 2/\/x onamajyha
¢yurnuja. [Ipumenom JeHceHOBe HejenHaKOCTH ca TeXUHaAMa a, b 1 ¢ nobujamo

avV2b+1+b/2c+14+cv2a+1 < +/a(b+1)+b(2c+ 1)+ c(2a+ 1)
= /1+2(ab+ bc+ ca) = /2 — (a® + b2 + c2).

Hanomena. Aro ce momyctu ma Hexku on OpojeBa a,b,c Oyme Hysa, je IHAKOCT Ce

IDOCTU:KE Y ciyJdajeBuMa a = b =c = % u (a,b,c) =(1,0,0) ca mepmyTanujama.

Y cayuajy AB || CD tBpbheme je tpusBujanuo: tauke X u Y cy cumerpuyHe y
omHocy Ha cumerpasy nyxu AB u CD u Baku AB || XY || CD.

Heka je AB || CD. Tana onucanu Kpyrosu ki u ko TpoerIOBa EAB u ECD
“Majy IpYyry npeceuny tauky P # E.
N3 <PAD = <PBE u <PDA = 180° —
<PDFE = 180°—<PCFE = <«<PCB cnemu
na cy tpoyraosu PAD u PBC cauvnu.
I[Ipm oBoj camunoctu Taukm M y
APAD onrosapa tauka N y APBC,
na je <PMFE = <PNE. 3akmyuayjemo
ma tauke £, P, M u N nexe Ha UCTOM
KpyTy k3.

Karko Tauka F' nma jenHaky mOTeHIU]Y
FA-FB=FC-FD y omuocy ua kpyrose ki, ko u kpyr k omucan oko ABCD, ona
nexku Ha pamukasgau ocu EP kpyrosa ki u ky. Cana je jomm FA-FB=FE-FP,
ma I rakobhe nmpunana pamuraJsuoj ocu kpyrosa ki u k3, a To je mpaa XY.

Lpyeo pewewe. Hera cy k, ki, ko u k3 pemoMm onmcanu KPyroBU UYETBOPOYTJIa
ABCD u AEAB, AECD u AEMN. Tpeba noka3aTtu ga ce paIuKaJHUA MEHTPU
tpojku kpyrosa (k, ki, ko) u (k, k1, k3) noknanajy (Moskna y OECKOHAYHO] TAUKHM).
IToBOJ/bHO je moka3aTu ma KpyroBu ki, ko, ks mMajy 3aje JHUUKY PaIUKAJIHY OCY,
Tj. na cy wuxoBu nearpu O, 02, O3 penoM KOJIUHEAPHU.




3a ¢ = 1,2,3, o3aaunmo ca F; tauky cumerpuuny tauku E y omuocy Ha O;.
JlorkazaheMmo ma ce tauka Fs3 mokiamna ca TaYyKOM E:’), Ha nysxu FqyEy TakBoM na
je FAEL : E{FEy = AM : M D. 3awucra, nomro je E1A L AD u E;D | AD, us
Tanecose Teopeme ciemu ESM | AD; ananoruo je E5N L BC, na je Ef = Es.

Hpuapyssumo i-1oj cujamumu 6poj 2/~ u [eUHUATIIMO 8PedHOCM KOHPUTY-
pamuje kao 30up OpojeBa Ha ymna/beHUM CHUjaduliaMa. BpemHocT mojia3He KOH-
¢urypanuje je 1, a 1ako ce mpoBepaBa na Ce IIPU CBAKOM KOpaky mnoBehasa 3a
npuponaH yMHOKakK Opoja 3. Kopak 3oBemo dobpum aro moBehaBa BpemHOCT

3a Tauno 3. IlomTo BpemHOCT He MOske ma mpemamu 2771 — 4 (jep ce He mory
2"t 5
3

IlorazaheMo MHIYKIMUjOM IO N &, HOYEBIIN O KOHQUIypaluje BpeIHOCTU Haj-
BUIIE 3, MOKEMO J1a HM30M JOOPUX KOpaka NODHeMo 10 KOH(pUrypamuje BpetHOCTH
6ap 2"t —6. OBo ce mupexTHO mIpoBepaBa 3a n = 1,2, Ia IpeTmoCcTaBLaMO Ia je
n > 3. Ilo magyKTMBHO] mpeTmocTaBum 3a N — 1, MOKeMO nJa nodOujeMo KOHQPUry-
pamujy Bpennoctu 6ap 2" — 6 ca IpBOM U TOCJIEAHOM CUjAJUIIOM yrameHoOM. Y
CBaKOM oJ Tpu Moryha cayuaja (OCMM OpBe UM IOCJENme CUjaaulle, MOr'y OUTH
yrameHe caMo 7T-Ta, CaMO 7T-Ta W jelHa Ol HO0j CyCemHUX, WIW CaMO jelHa O
ZIBE CyCelHe), y HajBUIIEe TPU KOPaKa MOCTU:KEMO [a IPBA U MOCJIEHhA CUjaJIAna
6yny ynameHe u ma 36up 6pojeBa Ha yHameHUM CUjaaunama ol Apyre mo (2n —
2)-te 6yne majsume 3. [loHOBHA TpUMeHa WHIYKTUBHE MPETIOCTaBKE 3a n — 1
3aBpIIaBa MHIYKIN]Y.

YHOAJUTYU CBE CHjajule), Huje Moryhe M3BPIIUTU BUIIE O KOpaKa.

2"+1—5}

IIpema Tome, oarosop je [ 3

Heka je n?a — 1 = (nx, + 1)d, (z,,d, € N). Tana je d, = —1 (mod n), na je

n?a —1= (nz, +1)(ny, —1) 3a Hexe T,,y, € N,

IITO C€ CBOIOU HA NG — NTnYp = Yn — Tpn > —TplYn. OmaBne nodbujamo x, < Tply, <
—=a < 2a. Cneqm na y HU3Y X1, T2, ... HOCTOJU YJIaH KOjU ce jaB/ba OECKOHAYHO

muoro myTa. Oszmaummo Taj unan ca X. Tama nX + 1| n?a — 1 u omatie
nX +1|X?*(n%a—1)—a(n®2?-1)=a— X>
3a GeckoHauHO MHOTO O6pojesa n. OBo je moryhe camo 3a a— X2 =0, 1j. X? = a.

Alpyeo pewewe. Kao u y npsom pememy, Heka je n?a —1 = (nz, +1)(ny, — 1), Tj.
Yn — Tn, = n(a — pYn) = nd,. Pazaukyjemo Tpu ciayuaja.

(1°) Axo je d,, > 0, onga je a = d,, + x,(z, + nd,) > nd,z,, mro je Hemoryhe
3a N = a.

(2°) Axo je d, <0, ouma je a = dy, + yn(yn —ndy) = y2 — dp(ny, — 1) > ny, — 1,
mTo je Hemoryhe 3a n > a+ 1.

2
n:

(3°) Ako je d, =0, oHzma je a = x.. NOTIYH KBaIpar.



Osznmaunmo n = 2017. IIpermocraBuMmo na je mocTaB/beHO m > n Kpassuna. Hu
y jemHoj BpCTU HeMa BWUIIE OJl ABe KpaJbulle, ma ce y 6ap m — n BpCcTa HaJjale
O OBe KpaJbulle, TAKO na uMa HajBume m — 2(m — n) = 2n — m Kpajbulia Koje
cy came y cBojoj Bpctu. Cranuno, HajBuUime 2n — m KpaJbUila Cy caMe y CBOjOj
rosoau. C ﬂpyre CTpaHe, CBaKa KpaJbuUIla je camMa y CBOjOj BPCTU UM y CBOJO]
KoJIOHM, Ta je m < 2(2n —m), onarine je m < [42] = 2689.

Ha caunmu A je mpuka3ano mocraB/bame 8 kKpassuia Ha Tabiay 6 X 6 y ckiaamy
ca 3axTeBOM 3amaTka. llpe koHCcTpykmuje mpumepa Ha Tabawm 2017 x 2017 pas-
MoTpuheMo crenehm pacnopen kpaspuna:

e Ha Tabny 335 x 335 moryhe je mocraButu 335 kpassuiia Koje ce mehycoOHO
HE HAMANAJY 4ak MU ako ce dujazonane npodyxce no modysy 335. 3awmcra,
IOBOJBHO je MOCTABUTU Kpasbuile Ha cBa moma (z,y), 1 < z,y < 335, 3a
koja je y = 2z (mod 335), kao Ha cauuu B. 3awucra, Tana cy cBu 361/1p0131/1
T +y MebhycobHo paznauuutu mo Moayay 335, cBe pa3jiuke x — Yy Takobhe, ma
HUKOje IBe KpaJbUlle HUCY Yy MCTOj BPCTU, KOJIOHU WJIU [WjarOHAJIU.

[Tomenumo Tadbwy 2017 x 2017 Ha mpaBoyraoHukKe U KBaJapaTe cTpaHuna 335, 6 u
1, kao wa caumu B. KBanpare oGeneskene ca b 1 A monyrnmhemo pemom kao Ha
ciukama b u A, a y ropme mecHo mosse Tabie mocraBunemMo oIl jeiHy KPAJbUIL.
OBako cmo ykynHO nmoctasuiu 8-335+8-+1 = 2689 kpasuna. Jlako ce npoBepasa
1a OBAKBO MOCTABJLAME 33J0BOJLABA YCJIOBE 3a0ATKA.
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Hanomena. Tabma n X n 4yuje cy amjaroHaJe MpoIay:KeHE IO MOIYJY 7. 30Be Ce
mopycHa madaa. Ha Topycuy Tabay n X n moryhe je moctaBuTu n KpaJsbuIila Koje
ce mehycobuo He Hamanajy ako u camo ako je n = +1 (mod 6). OBo je mokazano
vy 4. 3amatky ca CMO 2012.

Heka ymyrpamma u cnomua cuMmerpasaa yraa BAC cexky npaBy BC pemom y
raurkama D u D;. Ca T o3HaUMMO meHTap MO3UTUBHE XOoMOTeTHje H KOja CIuKa
IPUNUCAHU KPYT w, y onucauu kpyr (). [IpBo hemo mokazatu momohuo tBpheme.

Jlema. Hexka mpousBospbHa mpaBa p kpo3 D; ceue rpyr () y taurama M u N.
Tanrente y M u N ua () cery npaBy BC pemom y taukama P u (). Tana
je <PAB = <(CAQ.

PB PM _ MB

Loxas. VI3 cimanocT TpoerIOBa PBM u PMC ,L[O6I/IjaMO SN = pPC = Ao 4

onatie B2 = (%—g) Cauuno je gg = (%g) Kako je MB.NB _ [MNB]

o MC 'NC ~— [MNC]
DB _ AB PB QB AB —
DC = Ac» CIemn ma je p& - Ge = (AC) , ITO je eKBUBAJIEHTHO ca {PAB =

<CAQ. O




na Tavka [y jnexu Ha npaBoj KL, Tj.
Ha mosapu Tauke 1y omaocy Ha ().
[Io craBy o moay m mosapu, AOBOJHHO
je morazatm ma 1 nexu Ha mojgapu d
tauke Dy y omaoCcy Ha ().

Osmaunmo ca N cpemumre ayka BAC
kpyra (). Cauka Tauke D npu xomoTe-
tuju H je mpecexk S tanrentu Ha () y
raurkama A u N, ma tauka T jexu Ha
npaBoj DS. C ngpyre crpane, Tayka
D je ma momapu d jep je UeTBOpPKAa
(B,C; Dy, D) xapmoHujcka, a Ttavyka S
je takobe mHa d jep mosapa Tauke S y omHocy Ha {2, mto je mpaBa AN, camp:ku
tauky D;. IIpema tome, mpaBe DS u d ce nmoknamajy, dyuMe je HOKA3 3aBPIIEH.

Ihypwan Byxuh ANANAAAAAAAAAAAANNANNA srb.imomath.com
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