OKPYRKHO TAKMUNYEILE 13 MATEMATHURE
YUEHWKA CPEAILUX HIKOJIA, 11.02.2012.

IIpBu pa3spen, A kareropuja

Heka je K tauka cumerpuuHa oprouentrpy H tpoyrna ABC y omHocy Ha
cpenumre crpanurie BC. Ilokasatu na je AK TpevyHUK OMUCAHE KPYKHUIE
tpoyraa ABC.

3

Iatu cy nonuromu p(x) = 23+ 22 +x+2 u q(r) = 23 —x+3. Ha au noctoju

eo 6poj m raro ma q(m) | p(m)?

3a cBako n € N Opoj x, HacTao je y3aCTONMHUM MIOTMUCUBAIHEM KBaJIpPaTa
OpBUX N NpUpoAHUX OpojeBa (HOp. x19 = 149162536496481100121144). Ilo-
Ka3aTU [a TMOCTOju OECKOHAYHO MHOT'O MPUPOMHUX OpojeBa m, TAKBUX A4
6poj T, HUje MOTIYH CTENeH MPUPOTHOr Opoja (mpuponan Opoj y je MOTIyH
CTEIlEH aKO U CaMO aKO IOCTOje IPUPOTHU OpojeBu k > 1 u a, TaKO ma BaKuU
y = d¥).

Herka je ABCD xouBekcaH ueTBOpoyrao koju Huje Tpame3. Cumerpade
crpanuna AD u BC cerky ce y tauku P, a cumerpaJje crpanuna AB u
CD ceky ce y Tauku (). YKoauko ce Tauke P u () Hamaze y yHyTPaIIHOCTA
gyerBopoyria ABCD u Baxku <APD = <BPC, morkasatu na je <AQB =
<CQD.

Ha cBakoj ox n > 4 kapruna ynucaH je jenan on opojesa +1 nau —1. Ca Ko-
JINKO HajMalhe MUTalkha MOKEMO CAa3HATU MPOU3BOJ CBUX OpOjeBa 3aIMCAHUX
Ha KapTUllaMa, ako jeIHUM MUTamkeM MOKEMO Ca3HATU BPEIHOCT IMPOU3BOIA
OpojeBa Ha TAYHO TPU MPOU3BOJLHO M3abparHe KaprTuie?

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Csaku 3amarak Bpeau 20 moeHa.
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Hahwu cBe peasime 6pojeBe a TakBe ma HejeIHAKOCT
4 3 2
" +axr’+ (a+3)z"+ar+1>0
BajKU 3a CBEe peaJiHe OpojeBe T.

Heka je a € R, |a| > 1. Ilorasaru ma 3a cBe z € C Baxkn

IlokazaTu na ce KBaApaT IPUPOAHOT Opoja HE MOKe 3aBPLIABATHU CA YETUPU
ucTe HeHyaa nudpe.

Ha crpamunmama BC u AC tpoyraa ABC mate cy tauke D u E, pemow,
tako na Bayku AFE = BD. OsmauumMo ca M cpemumre crpanuie AB, a ca
P npecek npasux AD u BE. Ilokaszatu na tauvka () cumMeTpuyHa Tavru P
y onuocy Ha M nexm na cumerpasu yraa ACB.

Y mosma Tabaumne 100 x 100 cy ynucamu OpojeBu. Y CBaKOj BPCTU uMa Oap
10 pazmuuuTux OpojeBa, aju y CBake TPU y3aCTOIHE BPCTE MMa HAjBUIIE
16 pazmuuuTux OpojeBa. Konuko ce HajBuie pazauuuTux OpoOjeBa MOKE
HAJA3UTU y Tabummm?

Bpewme 3a panm 180 munyTa.
Csaku 3amarak Bpeau 20 moeHa.
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1. Y ckyny peajHux OpojeBa PEIIUMTU HEjeTHAUUHY

2% — 16

z2-3

(92041 — 243) . \/5" 2 — 125

<0.

2. Heka je n > 2 npuponan 0poj. /lokazaTu ma je BpeIHOCT NEeTEPMUHAHTE

1 2 3 e m—2 n—1 n
2 0 0 0 0 n—1
3 0 0 0 0 n—2
n—2 0 0 0 0 3
n—1 0 0 0 0 2
n n—1 n—-2 --- 3 2 1

jemHaka KBaapaTy IeJor Opoja.
3. Hus {ap}nen, je mepunucan ca ap=1mu
an+41 = (n2 +1) - an —n,
3a n>0. [orkaszatu ma mocToju YjaaH HU3a Koju je nemuB ca 2011.

4. Hera je ABCDFEF xoHBEKCaH IMeCTOyrao TakaB na 3a cBaky Tauky M koja
je y paBHU TOT IIECTOYTJIa BaKu

MA?+ MC?*+ ME* = MB* + MD* + MF>.
Hoxrazatu na ce texumra TpoyrioBa ACE u BDF mnokmnamnajy.

5. Hexka je n € N. Konuko ce HajBuUIlle HEMPAa3HUX MMOACKYTIOBA MOYKE U3ABOJUTHA
13 CKyTa O M eJlIeMeHaTa TaKo J1a Cy CBaKa OBa WJIUW INC]YHKTHA WUJIN je jelaH
Ol BUX MOACKYI APYTOr?

Bpewme 3a panm 180 munyTa.
Csaku 3amarak Bpeau 20 moeHa.
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Ilate cy Taure A(1,3) u B(2,4). Oapemuru tauky C Ha mapabomu z = y?+1
3a k0jy Tpoyrao ABC uma najmamy moryhy moBpmuHy.

Heka je f:[1,2] » R mudepennujabunua ¢pyurmuja u f(1) = 0. Komauru je
HajMamy MOTyhu Opoj pelema jenHaunHe

2. f(z) = f'(z)-sin2z?

a) IlokaszaTu nma He MOCTOje MPOCTU OPOjEBU P U ¢ TAKBU Aa je OPO]
2 2
p° 4+ 2012pq + q

MIOTIYH KBaApaT.

6) Jlokazaru ma mocToju 6ECKOHAUHO MHOI'O IAPOBA Y3ajaMHO IIPOCTUX TPUPO-
nHux Opojesa (m,n), Tako ma je

m? + 2012mn + n?
IIOTIIyH KBa,ILpaT.

Heka je M ymyrpamma tauka kBaapara ABCD. Heka cy Ap, Bi, C1, Dq
apyre tauke npeceka npasux AM, BM, CM, DM ca omucaHOM KPY:KHUIIOM
kBaapara ABCD, penom. Ilorazatu ma je

AlBl . OlDl = AlDl : BlOl.

Heka je m > 3 mpuponman 6poj. Hahw majmamu mpuponam 6poj r(m) 3a
KOJU Ba:KU na ce 3a CBako pasbujame ckyna {1,2,...,7(m)} va 2 nomckyna
13 jemHOr O BUX MOske m3abpartu m GpojeBa (He 06aABE3HO PA3IUUNTUX )
T1,X2, ..., Ty 34 KOje BaKU

1+ 2o+ ... +Tm-1 = Typy-

Bpewme 3a panm 180 munyTa.
Csaku 3amarak Bpeau 20 moeHa.
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IIpBu pa3zpen, b kareropuja

Hera cy M, N u K cpemumra crpanuna AB, BC' u C'D TeTuBHOr YeTBOPO-
yraa ABCD, pemom. IlokazaTu mna BasKu

I<BMN = <CKN.

Heka je P(z) moamHOM ca IeaUM KOCQUIMjEHTUMA KOjU TPU NEJLEHY Ca
23 — 22 + ¢ — 6 maje ocrarak x? — 7x + 3. Konuku je ocraTak mpu Jesbemy

nonuaoma P(x) ca x — 27
Y crymy mpocTtux OpojeBa PEIuTU jeTHAUUHY

202 +1 =",

Heka je ABCD mnapanemorpam, a Z Tauka Ha OPOAy:KeTKy crpanumne BC
Tako ma Basku pacmnopen B — C — Z. Heka npaBa AZ ceue mpase BD u CD
y Taukama X u Y, pemoMm. Ako je myskumHa nysxku AZ jemHaka 6, a mysKuHA
ny:xxu AY jemmaka 3, onpemutu gy:xunHy nysxku AX.

Ha merkoMm TakMuuemny n3 MaTeMaTUKe OUJIO je b 3amaTaka pa3auduTe TeKUHE,
IIa HUKOja ABa HUCY HOCUJA UCTU Opoj OOmOBa, ajii je CBAKM HOCUO OPOj
0omoBa Koju je mpupomaH O0poj. Ako ce 3a nBa ypabena Hajiakma 3aIaTKa
nobujaJsuo 10 6bomoBa, a 3a aBa ypabena HajTeska 3amaTka 18 6010Ba, KOJIUKO
bomoBa ce mobujaso 3a cBux b ypabenux 3amarara?

Bpewme 3a panm 180 munyTa.
Csaku 3amarak Bpeau 20 moeHa.
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Y crymy peaJHUX OpOjeBa PEIIUTH HEjeTHAYUYNHY

VA 4+ Te — 222 < 22 + 1.

Heka cy 6pojeBu a,b,¢c € R mo mapoBuma pasmuuutu u f(x) KBagpaTHU
TpuHOM, Tako na je f(a) =be, f(b) = ca, f(c) = ab. Ilokazatu na je

fla+b+c)=ab+bc+ ca.

Ila nu moctoju npuponan 6poj n > 1 TakaB ma Cy mocienme YeTUupu nudpe
opoja 2012" jemmake 20127

AKo cumerpaJia yHyTpallmer yria koa remena A rpoyria ABC ceue onucany
Kpys&HUIY v Tauku N, a crpanuny BC y Ttaukum 1, nokasatu na je

BN? = AN - TN.

Ha jemnom mackenbairy okynuio ce n>4 mymu. CBu cy ce cHabmeBam KO
UCTOT MPOJAaBIA, KOjU je y MOHYIM MMAao KOCTUME y HEKOj on n + 2 Moryhe
0oje. Heke on Goja y monymu Ouse cy: Oesa, IpHAa, IJaBa, 3€JE€HA, KyTa,
npBeHa. Ha mackenbaJjy ce mcrmocTaBuo:

e TauHo jemua ox 6oja {Oexa, npHa} Ouia je 3acTymibeHa;
e TauHO nBe ox Ooja {upHa, miaBa, 3ejeHa} GUIE Cy 3ACTYNILEHE;

e on1 6oja {6Gesa, miasa, ;kyTa} 6uo je 3actymmed mapas 6poj (Tj. wau
HUjeqHA O HUX, WM TAYHO MBE);

e on Goja {6exa, 3eneHa, upBeHa} OUO je 3aCTyNJbEH mapaH Opoj.

IokazaTu na ce mory Hahu mBe ocobe Ha MackeHOady OOyUYeHe y KOCTUME
ucte 0oje.

Bpewme 3a panm 180 munyTa.
Csaku 3amarak Bpeau 20 moeHa.
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_>
JlokasaTu ma 3a OPOU3BOJLHE BeKTOope @, b, ¢ BaKu

[(m?) x (?+7)]-(7+7):2?(7x?).

Y crymy peasHUX OpOjeBa PEIMTy CUCTEM jeIHAUUHA,

sinx -cos2y =

cosz-sin2y = 0.

IlokazaTu ma ce kBaapaT IPUPOTHOT OPOja HE MOKE 3aBPIIABATHU CA YETUPU
ucTe HeHyJaa nudpe.

Y kouBercHoM uerBOpoyray ABCD Baxu

AB? — BC? + AC? AB? — AD? + BD?

CD? - AD? + AC? CD? - BC? + BD?’
Hokazatu na je AB || CD.

Y mosma Tabaune 100 x 100 cy ynucamu OpojeBu. Y CBaKOj BPCTU uMa Oap
10 pazauuuTux OpojeBa, ajii y CBake TPU y3aCTOIHE BpcTe nmMa HajBuire 16
pa3zauuutux OpojeBa. KRoJsmko HajBuUIlEe pa3andyuTUX OpoOjeBa MO:Ke na ce
mabe y Tabaumu?

Bpewme 3a panm 180 munyTa.
Csaku 3amarak Bpeau 20 moeHa.
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Onpemuru Tauky Ha rpadury ¢ysrmuje y =z —In(z+1) y Kojoj je Tanrenrta
napaJieJHa ca IIPaBOM Koja mpoJiasu Kpo3 tauke A(2,3) u B(—1,4).

Ila mu je ¢ymrmaja f: R — R medurucana ca f(x) = sin(z?), 3a cse = € R,
nmepuoauyHa’

Y CKymy mpupomHUX OpojeBa PENuTU jeTHAUYUHY

2% — 6Y = 2012.

Y omrpoyraom tpoyriay ABC tauka D je momHo:kje Bucune u3 temena C u
Basku AD = BC. Axko je L momuoxkje HopMaJje u3 [ HAa BUCUHY U3 TEMEHA
A Tpoyrana ABC, norkazatu na je BL cumerpana yraa ABC.

Ha cBakoj onx 2011 xkapruma ynucan je jemam om oOpojeBa +1 maum —1. Ca
KOJIMKO HajMame MUTama MOKEMO Ca3HATU IIPOU3BOI CBUX OpojeBa, aKo je-
OHUM TUTAKHEM MOYKEMO Ca3HATU BPEIHOCT IPOM3BOAA OpojeBa HA TaYHO
TPpU TPOU3BOJLHO M3abpaHe KapTuie?

Bpeme 3a panm 180 munyTa.
Csaku 3amarak Bpeau 20 moeHa.



