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Prvi razred , A kategorija

1. Neka je M sredixte stranice BC, a M ′ presek sime-
trale stranice BC i duжi AK. Kako je M sredixte
duжi HK i MM ′ ‖ AH, to je MM ′ sredƬa linija

trougla AHK, pa je 2 ·
−−−→
MM ′ =

−−→
HA. Ako je O centar

opisane kruжnice trougla ABC, tada je
−−→
HA = 2·−−→MO,

pa je prema prethodnom O ≡ M ′ i samim tim AK
preqnik opisane kruжnice trougla ABC. (Tangenta
66, str. 40, Nagradni zadaci, M989)
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Pretpostavimo da ovakvo m ∈ Z postoji. Kako je q(m) = (m− 1) ·m · (m+1)+ 3, a (m− 1) ·m · (m+ 1) deƩivo2.
sa 3 kao proizvod tri uzastopna broja, to 3 | q(m), pa 3 | p(m). Samim tim,

3 | p(m)− q(m) = m2 + 2m− 1 = 3m+ (m2 −m− 1),

tj. 3 | m2−m− 1. Kako je m2 ≡ 1 (mod 3) kada m nije deƩivo sa 3, a m2−m− 1 ≡ 2 (mod 3) kada je m deƩivo
sa 3, to m2 −m− 1 nije deƩivo sa 3, kontradikcija.

Dokaza�emo da postoji beskonaqno mnogo brojeva n takvih da je xn deƩiv sa 3, a da nije deƩiv sa 9, odakle3.

�e slediti tvr�eƬe zadatka. Kako svaki prirodan broj daje isti ostatak po modulu 9 kao i zbir Ƭegovih
cifara, to je

xn ≡ S(12) + S(22) + . . .+ S(n2) ≡ 12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
(mod 9),

gde smo sa S(m) oznaqili zbir cifara prirodnog broja m. Specijalno xn ≡ n(n+ 1)(2n+ 1)

6
(mod 3). Odabe-

rimo broj n u obliku n = 9k, k ∈ N, gde broj k nije deƩiv sa 3. Tada je
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
=

3k(9k + 1)(18k + 1)

2
deƩiv sa 3, a nije deƩiv sa 9, a time 3 | xn i 9 ∤ xn. Dakle, za svaki prirodan broj n = 9k, gde je k prirodan
broj koji nije deƩiv sa 3, broj xn nije potpun stepen. Kako prirodnih brojeva k sa navedenom osobinom
ima beskonaqno mnogo, to je dokaz zavrxen.

4. Neka je O presek dijagonala qetvorougla ABCD.
Bez umaƬeƬa opxtosti pretpostavimo da se taqka
P nalazi u △ABC. Kako je ∢APD = ∢BPC, to je
180◦ > ∢APC = ∢APD + ∢CPD = ∢BPC + ∢CPD, pa
je P u △AOB i vaжi ∢APC = ∢BPD. Kako je P na
simetrali duжi AD to je AP = DP , a kako je P na
simetrali duжi BC to je BP = CP , pa su trouglovi
APC i DPB podudarni i vaжi AC = BD. Sada,
kako je CQ = DQ (jer je Q na simetrali duжi CD)
i AQ = BQ (jer je Q na simetrali duжi AB), to su
i trouglovi AQC i BQD podudarni.
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Pretpostavimo da se taqka Q nalazi u △AOB ili △COD. Tada, kako je ∢AQC = ∢BQD, to je ∢AQD =
∢BQC, pa kako je AQ = BQ i DQ = CQ, to je △AQD ∼= △BQC. Me�utim, tada je ∢DAB = ∢DAQ+∢QAB =
∢CBQ + ∢QBA = ∢ABC, i analogno ∢ADC = ∢BCD, pa je qetvorougao ABCD trapez, kontradikcija.
Dakle, bez umaƬeƬa opxtosti moжemo pretpostaviti da je taqka Q u △AOD, pa je ∢AQB = ∢AQC−∢BQC =
∢BQD − ∢BQC = ∢CQD, xto je i trebalo dokazati.

Neka su a1, a2, . . . , an brojevi zapisani na karticama i neka je p traжeni broj pitaƬa. Za svaki od brojeva5.

ai, 1 6 i 6 n, moramo postaviti barem jedno pitaƬe vezano za proizvod tri broja me�u kojima je jedan ai,

pa je p>
n

3
. Razmotrimo slede�a tri sluqaja:

Prvi sluqaj. n = 3k, za neko k ∈ N. Tada je p>k. PostavƩaƬem pitaƬa vezana za proizvode a3l+1a3l+2a3l+3, za
06 l6 k− 1, dobijamo da je p = k (proizvod brojeva na karticama jednak je proizvodu brojeva koje dobijamo
kao odgovore na pitaƬa).



Drugi sluqaj. n = 3k + 1, za neko k ∈ N. Tada je p > k + 1. PostavƩaƬem pitaƬa vezana za proizvode
a1a2a3, a1a4a5, a1a6a7 i a3l−1a3la3l+1, za 3 6 l 6 k, dobijamo da je p = k + 1, jer je proizvod brojeva koje
dobijamo kao odgovore na pitaƬa jednak proizvodu brojeva na karticama, tj.

a1a2a3 · a1a4a5 · a1a6a7 ·
k∏

l=3

a3l−1a3la3l+1 = a21 ·
n∏

l=1

al =

n∏

l=1

al.

Tre�i sluqaj. n = 3k + 2, za neko k ∈ N. Tada je p > k + 1. PostavƩaƬem pitaƬa vezana za proizvode
a1a2a3, a1a2a4, a1a2a5 i a3la3l+1a3l+2, za 2 6 l 6 k, dobijamo da je p 6 k + 2 (sliqno kao u prva dva sluqaja).
Dokaжimo da se sa k + 1 pitaƬa ne moжe dobiti жeƩeno. U suprotnom, u trojkama za koje su postavƩena
pitaƬa uqestvuje ukupno n+ 1 brojeva, pa kako svaki broj mora da uqestvuje u postavƩenim pitaƬima, za
jedan broj su postavƩena taqno dva pitaƬa. Ako je taj broj x, a y i z neki od brojeva koji uqestvuju u
razliqitim pitaƬima vezanim za x, tada iste odgovore dobijamo i za brojeve −x, −y, −z, a ovom zamenom
se proizvod svih brojeva meƬa, kontradikcija.

Drugi razred , A kategorija

Ako je x = 0 nejednakost vaжi za svako a. Ako je x 6= 0, deƩeƬem sa x2 i uvo�eƬem smene t = x+ 1

x
nejednakost1.

postaje ekvivalentna sa
f(t) = t2 + at+ a+ 1 > 0,

za t /∈ (−2, 2) (jer kvadratna jednaqina x2 − tx + 1 = 0 ima rexeƬe u skupu realnih brojeva ako i samo ako
t 6∈ (−2, 2)). Diskriminanta trinoma f(t) je D = a2 − 4a− 4. DovoƩno je razmotriti slede�a dva sluqaja.
Prvi sluqaj. Neka je D < 0, tj. a ∈ (2− 2

√
2, 2 + 2

√
2). Tada nejednakost f(t) > 0 vaжi za svako realno t, pa i

za t /∈ (−2, 2).
Drugi sluqaj. Neka je D > 0, tj. a ∈ (−∞, 2 − 2

√
2] ∪ [2 + 2

√
2,+∞). Tada nejednakost f(t) > 0 vaжi za sve

t /∈ (−2, 2) akko je f(2) > 0, f(−2) > 0 i ako se teme kvadratne funkcije f(t) nalazi u (−2, 2), tj. −2 < −a
2
< 2.

Ove nejednakosti redom daju a > − 5

3
, a < 5, 4 > a > −4, pa je traжeni skup parametara u ovom sluqaju

(− 5

3
, 2− 2

√
2].

Dakle, traжeni skup parametara je a ∈ (− 5

3
, 2 + 2

√
2).

Primetimo da za |z| 6 1 vaжi a > | − zi|, pa moжemo pretpostaviti da je a 6= −zi. Tada vaжi slede�i niz2.

ekvivalencija ∣
∣
∣
∣

az − i

a+ zi

∣
∣
∣
∣
6 1 ⇔ |az − i|6 |a+ zi| ⇔ |az − i|2 6 |a+ zi|2.

Kako je |az − i|2 = (az − i)(az + i) = a2|z|2 − iaz + iaz + 1 i |a+ zi|2 = (a+ zi)(a− zi) = a2 + iaz − iaz + |z|2, to je

|az − i|2 6 |a+ zi|2 ⇔ a2|z|2 + 16 a2 + |z|2 ⇔ (a2 − 1)(|z|2 − 1)6 0 ⇔ |z|6 1,

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta, str. 33, Pismeni zadaci, zadatak 2)

Potpun kvadrat se moжe zavrxavati ciframa 1, 4, 5, 6, 9. Potpun kvadrat se ne moжe zavrxavati sa 11,3.
55 ili 99, jer ti brojevi daju ostatak 3 pri deƩeƬu sa 4, a ni sa 66, jer je taj broj deƩiv sa 2, a nije sa
4. Dakle, dovoƩno je dokazati da se potpun kvadrat ne moжe zavrxavati sa bar qetiri broja 4.
Pretpostavimo da postoji potpun kvadrat koji se zavrxava sa bar qetiri broja 4, tj. neka je a2 = 10000k+
4444, za neke a, k ∈ N. Broj a je paran, pa je a = 2b, za neko b ∈ N, i samim tim b2 = 2500k+ 1111. Me�utim,
broj 2500k+ 1111 daje ostatak 3 pri deƩeƬu sa 4, pa ne moжe biti potpun kvadrat, kontradikcija.

4. Oznaqimo sa S(XY Z) povrxinu trougla XY Z. Kako
je AM = MB i PM = MQ, to se dijagonale qetvo-
rougla APBQ polove, pa je on paralelogram. Sada,
kako je EP ‖ AQ, to je S(AEQ) = S(APQ), a kako
je PD ‖ QB, to je S(QDB) = S(QPB), pa kako je
S(APQ) = S(QPB), to je S(AEQ) = S(QDB). Kako je
AE = BD, to su visine trouglova AQE i BDQ koje
odgovaraju ovim stranicama jednake, odnosno taqka
Q je jednako udaƩena od pravih AE i BD, xto je i
trebalo dokazati.
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Ako se u jednoj vrsti nalazi bar 10 razliqitih brojeva, onda se u naredne dve pojavƩuje najvixe 6 novih5.

brojeva. Razbijmo tablicu na 50 parova uzastopnih vrsta. U prvom paru ima najvixe 16 razliqitih
brojeva, a u svakom od slede�ih 49 ima najvixe 6 novih brojeva, xto daje ukupno najvixe 16 + 49 · 6 = 310
razliqitih brojeva.



Primer tablice sa 310 razliqitih brojeva konstruixemo na slede�i naqin. Za k = 1, 2, . . . , 50, unesimo u
(2k − 1)-vu vrstu sve prirodne brojeve od 6k − 5 do 6k + 4, a u (2k)-tu vrstu sve prirodne brojeve od 6k + 1
do 6k + 10. Ova tablica ispuƬava uslove zadatka, a u Ƭoj se nalaze brojevi od 1 do 310.

Tre�i razred , A kategorija

Uslov definisanosti datog izraza je 2x+1 6= 5

2
i x2

−3

2
> 3, odnosno x ∈ (−∞,−3)∪(3,+∞). Kako je 2x−16>01.

akko je x ∈ [4,+∞), a 92x+1 − 243> 0 akko je x ∈
[
3

4
,+∞

)
, to je (uz uslov definisanosti) dati izraz ne ve�i

od 0 akko je x ∈ (3, 4]. (Tangenta 64, str. 37, Pismeni zadaci, zadatak 15)

Po definiciji, determinanta je zbir n! sabiraka koji predstavƩaju (do na znak) proizvod n elemenata,2.

pri qemu je iz svake vrste i svake kolone odabran po taqno jedan element. DovoƩno je razmotriti slede�e
sluqajeve.
Prvi sluqaj. Neka je n > 4. Posmatrajmo sve kolone osim prve i posledƬe. Iz ovih kolona mogu�e
je izabrati najvixe dva nenula elementa, jer se jedini nenula elementi ovih kolona nalaze u prvoj i
posledƬoj vrsti. Kako je ovih kolona barem 3, to je svaki sabirak koji uqestvuje u razvoju determinante
jednak 0, pa je i determinanta jednaka 0.
Drugi sluqaj. Za n = 3 determinanta je jednaka 16.
Tre�i sluqaj. Za n = 4 determinanta je jednaka 25.

Dopunimo niz sa a−1 = 0, tako da rekurentna relacija ostaje na snazi. Pokaza�emo da je niz {an} pe-3.
riodiqan po modulu 2011. Kako postoji samo konaqno mnogo parova ostataka po modulu 2011, to postoje
prirodni brojevi m,n (m > n) takvi da je m ≡ n (mod 2011) i am ≡ an (mod 2011). Kako je 2011 prost broj
koji daje ostatak 3 po modulu 4, to k2 + 1 nije deƩivo sa 2011 ni za jedno k ∈ Z, pa iz

((m− 1)2 + 1) · am−1 − (m− 1) = am ≡ an = ((n− 1)2 + 1) · an−1 − (n− 1) (mod 2011)

sledi am−1 ≡ an−1 (mod 2011). NastavƩaju�i ovaj postupak, dobijamo am−n−1 ≡ a−1 = 0 (mod 2011), dakle
2011 | am−n−1.

Uvedimo kompleksnu ravan, tako da su a, b, c, d, e, f i z, redom, kompleksni brojevi koji odgovaraju taqkama4.

A, B, C, D, E, F i M . Dati uslov ekvivalentan je sa

|z − a|2 + |z − c|2 + |z − e|2 = |z − b|2 + |z − d|2 + |z − f |2 ⇔

3|z|2 + |a|2 + |c|2 + |e|2 − z(a+ c+ e)− z(a+ c+ e) = 3|z|2 + |b|2 + |d|2 + |f |2 − z(b+ d+ f)− z(b + d+ f).

Iz posledƬe jednakosti, ako je α = b+ d+ f − (a+ c+ e), imamo da za svako z ∈ C vaжi

zα+ zα = |b|2 + |d|2 + |f |2 − (|a|2 + |c|2 + |e|2).

Odavde, najpre odabirom z = 0, dobijamo |b|2 + |d|2 + |f |2 − (|a|2 + |c|2 + |e|2) = 0, a potom odabirom z = 1 i
z = i, redom dobijamo α+ α = 0 i α− α = 0, odnosno α = 0. Ovim smo dokazali da je a+ c+ e = b+ d+ f . Iz
ove jednakosti, imaju�i na umu da su kompleksni brojevi koji odgovaraju teжixtima navedenih trouglova
a+ c+ e

3
i

b+ d+ f

3
, neposredno sledi tvr�eƬe zadatka.

Dokaжimo indukcijom da je traжeni broj podskupova, u oznaci f(n), jednak 2n− 1. Za n = 1 oqigledno je5.

f(n) = 1. Pretpostavimo da za sve k < n vaжi f(k) = 2k − 1. Neka je F maksimalna familija nepraznih
podskupova skupa X od n elemenata tako da su svaka dva ili disjunktna ili je jedan od Ƭih podskup drugog.
Jedan od Ƭih je sam X, jer je u suprotnom F∪{X} ve�a familija sa istim svojstvima. Neka je Y ∈ F takav da
on nije podskup nijednog elementa iz F osim X, i neka Y ima k elemenata. Tada je svaki element familije
F ili podskup skupa Y (takvih po induktivnoj hipotezi moжe biti najvixe f(k) = 2k − 1), ili disjunktan
sa Y , tj. podskup skupa X \ Y (takvih po induktivnoj hipotezi moжe biti najvixe f(n − k) = 2n − 2k − 1)
ili sam X. Dakle, u familiji F moжe biti najvixe (2k− 1)+ (2n− 2k− 1)+ 1 = 2n− 1 podskupova. Jasno je
da je taj broj mogu�e dosti�i: po induktivnoj hipotezi moжemo izabrati, za neki neprazan Y ⊆ X, 2k − 1
podskupova skupa Y , 2n− 2k − 1 podskupova skupa X \ Y i sam skup X.

Qetvrti razred , A kategorija

Neka je C(c2 + 1, c). Korix�eƬem formule za povrxinu poligona dobijamo da je povrxina trougla ABC1.

jednaka
∣
∣
∣
∣

(4 + 3)(2− 1)

2
+

(c+ 4)((c2 + 1)− 2)

2
+

(3 + c)(1 − (c2 + 1))

2

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

c2 − c+ 3

2

∣
∣
∣
∣
.



Minimalna vrednost izraza c2 − c + 3 dostiжe se za c = 1

2
i jednaka je 11

4
> 0, pa je minimalna vrednost

povrxine jednaka 11

8
i dostiжe se za taqku C

(
5

4
, 1

2

)
. (Tangenta 63, str. 33, Tangenta, zadatak 4)

Funkcija g(x) = f(x) · ctg x je diferencijabilna na (1, 2), neprekidna na [ 1, 2 ] i vaжi g(1) = g
(
π
2

)
= 0, pa po2.

Rolovoj teoremi postoji c ∈ (1, 2) tako da je

0 = g′(c) =
1

2 sin2 c
·
(
f ′(c) sin 2c− 2f(c)

)
.

Prema tome, za proizvoƩno f(x) (koje zadovoƩava uslove zadatka), jednaqina ima bar jedno rexeƬe.
Ako je f(x) = x−1, jednaqina glasi 2(x−1) = sin 2x. Ako je h : [ 1, 2 ] → R definisana sa h(x) = 2(x−1)−sin 2x,
broj rexeƬa jednaqine jednak je broju nula funkcije h(x). Ova funkcija je diferencijabilna na [ 1, 2 ] i
vaжi h′(x) = 2(1 − cos 2x) > 0, pa h(x) strogo raste. Sledi da h(x) moжe imati najvixe jednu nulu, a po
prethodnom sledi da ima taqno jednu nulu.
Dakle, najmaƬi mogu�i broj rexeƬa jednaqine je jedan.

a) Ukoliko su p i q neparni brojevi vaжi3.

p2 + 2012pq+ q2 ≡ 1 + 0 + 1 = 2 (mod 4),

pa p2 + 2012pq + q2 nije potpun kvadrat. Dakle, barem jedan od p i q je paran, pa je jednak 2. Neka je (bez
umaƬeƬa opxtosti) p = 2. Ukoliko je q neparan tada je

p2 + 2012pq+ q2 ≡ 4 + 0 + 1 = 5 (mod 8),

pa p2 +2012pq+ q2 opet nije potpun kvadrat. Ukoliko je p = q = 2, tada je p2 +2012pq+ q2 = 4 · 2014, xto nije
potpun kvadrat.
b) Posmatrajmo jednaqinu

m2 + 2012mn+ n2 − t2 = 0.

Ova jednaqina ima rexeƬa u skupu prirodnih brojeva ako i samo ako je (20122 − 4)n2 + 4t2 potpun kvadrat,
tj. ako je

1005 · 1007 · n2 = s2 − t2,

za neko s ∈ N. Neka su zato s i t takvi da je s− t = 1005 · 1007 i s+ t = n2. Tada je

m =
(n− 1005)(n− 1007)

2
.

Ukoliko je jox n neparan, ve�i od 1007 i uzajamno prost sa 1005 i 1007, tada je NZD (m,n) = 1, tj. (m,n) je
par sa traжenim svojstvom. Ovakvih brojeva n ima beskonaqno mnogo, qime je dokaz u potpunosti zavrxen.

4. Kako je ∢BAA1 = ∢BB1A1 (kao uglovi nad tetivom
BA1) i ∢AMB = ∢B1MA1, to je △ABM ∼ △B1A1M .
Analogno dobijamo da je △BCM ∼ △C1B1M ,
△CDM ∼ △D1C1M i △DAM ∼ △A1D1M , pa je

AB

A1B1

=
BM

A1M
,

BC

B1C1

=
BM

C1M
,

CD

C1D1

=
DM

C1M
,

DA

D1A1

=
DM

A1M
.

Sada je

AB

A1B1

· CD

C1D1

=
BM ·DM

A1M · C1M
=

BC

B1C1

· DA

D1A1

,

pa kako je AB = BC = CD = DA, to je zaista
A1B1 · C1D1 = A1D1 ·B1C1.
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Dokaza�emo da je r(m) = m2 −m− 1.5.

Neka je skup {1, 2, . . . ,m2 −m− 2} = A ∪B razbijen na 2 podskupa A i B:

A = {1, 2, . . . ,m− 2, (m− 1)2, (m− 1)2 + 1, . . . ,m2 −m− 2} i B = {m− 1,m, . . . , (m− 1)2 − 1}.

Pokaжimo da je svaki od ova 2 skupa, A i B, slobodan-od-m-suma, tj. da jednaqina

x1 + x2 + . . .+ xm−1 = xm

nema rexeƬa ni u A ni u B.



Ako su brojevi x1, x2, . . . , xm−1 iz {1, 2, . . . ,m− 2} onda vaжi

m− 16 x1 + x2 + . . .+ xm−1 6 (m− 1) · (m− 2) < m · (m− 2) = (m− 1)2 − 1,

te je x1 + x2 + . . .+ xm−1 ∈ B.
Ako je me�u brojevima x1, x2, . . . , xm−1 bar jedan iz {(m− 1)2, (m− 1)2 +1, . . . ,m2−m− 2}, tada je najmaƬa

mogu�a vrednost sume na levoj strani jednaqine jednaka

1 + 1 + . . .+ 1
︸ ︷︷ ︸

m−2

+ (m− 1)2 = m2 −m− 1 ⇒ x1 + x2 + . . .+ xm−1 6∈ A.

Ovim smo pokazali da je skup A slobodan-od-m-suma.
Ako su brojevi x1, x2, . . . , xm−1 iz B = {m− 1,m, . . . , (m− 1)2 − 1} onda je najmaƬa mogu�a vrednost sume

na levoj strani jednaqine jednaka

(m− 1) + (m− 1) + . . .+ (m− 1)
︸ ︷︷ ︸

m−1

= (m− 1)2 ⇒ x1 + x2 + . . .+ xm−1 6∈ B.

Ovim smo pokazali da je i skup B slobodan-od-m-suma, stoga sledi da je r(m) >m2 −m− 1.
Pokaжimo da vaжi i suprotna nejednakost. Drugim reqima svako razbijaƬe skupa {1, 2, . . . ,m2 −m− 1}

na 2 podskupa A i B, sadrжi bar jedan podskup koji nije slobodan-od-m-suma.
Pretpostavimo da ovo tvr�eƬe nije taqno. Bez umaƬeƬa opxtosti moжemo pretpostaviti da je 1 ∈ A.

To povlaqi da 1 + 1 + . . .+ 1
︸ ︷︷ ︸

m−1

= m − 1 6∈ A, tj. m − 1 ∈ B. DaƩe imamo (m− 1) + (m− 1) + . . .+ (m− 1)
︸ ︷︷ ︸

m−1

=

(m− 1)2 6∈ B, tj. (m− 1)2 ∈ A. Sada imamo 2 mogu�nosti za m, da je u skupu A ili u skupu B:

1◦ Ako je m ∈ A onda imamo m+m+ . . .+m
︸ ︷︷ ︸

m−2

+1 = m2−2m+1 = (m−1)2, pa skup A nije slobodan-od-m-suma.

2◦ Ako je m ∈ B onda zbog m+m+ . . .+m
︸ ︷︷ ︸

m−2

+m− 1 = m2−m− 1 sledi da m2 −m− 1 6∈ B, tj. m2 −m− 1 ∈ A.

DaƩe imamo 1 + 1 + . . .+ 1
︸ ︷︷ ︸

m−2

+ (m− 1)2 = m2 −m− 1, pa skup A nije slobodan-od-m-suma.

Time smo dobili kontradikciju sa polaznom pretpostavkom, qime smo pokazali nejednakost r(m)6m2−m−1.
Iz r(m) >m2 −m− 1 i r(m)6m2 −m− 1 sledi da je r(m) = m2 −m− 1.



REXEƫA ZADATAKA OKRUЖNOG TAKMIQEƫA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Prvi razred , B kategorija

1. Kako je M sredixte stranice AB, a N sredixte
stranice BC trougla ABC, to je MN sredƬa li-
nija ovog trougla, pa je MN ‖ AC i samim tim
∢BMN = ∢BAC. Sliqno, KN je sredƬa lini-
ja trougla CDB, pa je KN ‖ DB i samim tim
∢CKN = ∢CDB. Qetvorougao ABCD je tetivan, pa
je ∢BAC = ∢CDB (kao uglovi nad tetivom BC), a
samim tim i ∢BMN = ∢CKN . (Tangenta 66, str.
40, Pismeni zadaci, zadatak 2)
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Neka je Q(x) = x3 − x2 + x − 6. Kako je Q(2) = 23 − 22 + 2 − 6 = 8 − 4 + 2 − 6 = 0, to je Q(x) deƩivo sa x − 2.2.
DeƩeƬem polinoma Q(x) sa x− 2 dobijamo Q(x) = (x− 2)(x2 + x+ 3). DaƩe, po uslovu zadatka je

P (x) = Q(x) ·R(x) + x2 − 7x+ 3 = (x− 2) · (x2 + x+ 3) ·R(x) + x2 − 7x+ 3, (†)

za neki polinom R(x). Kako je ostatak pri deƩeƬu polinoma S(x) = x2 − 7x+ 3 sa x − 2 po Bezuovom stavu
jednak S(2) = −7, to je prema (†) i ostatak pri deƩeƬu polinoma P (x) sa x− 2 jednak −7.

Ako je x = 3, onda je y5 = 19, pa u ovom sluqaju jednaqina nema rexeƬa. Ako je x 6= 3, kako je x prost broj3.

sledi NZD (x, 3) = 1, pa x2 daje ostatak 1 pri deƩeƬu sa 3 i samim tim je 2x2 + 1 ≡ 0 (mod 3). Sledi 3 | y5,
pa kako je y prost broj sledi y = 3, odakle je x = 11.
Dakle, jedino rexeƬe je (x, y) = (3, 11).

4. Kako je AZ : AY = 2 : 1, to je Y sredixte duжi
AZ, a kako je i Y C ‖ AB, to je Y C sredƬa linija
trougla ABZ, pa je Y sredixte duжi CD. Neka je O
presek dijagonala datog paralelograma. Tada je O
sredixte duжi AC, pa je taqka X teжixte trougla
ACD. Samim tim, AX : XY = 2 : 1, pa kako je duжina
duжi AY jednaka 3, to je duжina duжi AX jednaka
2.

A B

C
D Y

Z

O

X

OK 2012, 1B – 4

Kako dva najlakxa zadatka nose 10 bodova, to teжi od Ƭih nosi barem 6 bodova (jer nose razliqit broj5.

bodova). Kako dva najteжa zadatka nose 18 bodova, to lakxi od Ƭih nosi najvixe 8 bodova (jer nose
razliqit broj bodova). Dakle, tre�i po teжini zadatak mora nositi 7 bodova, pa zadaci ukupno nose
10 + 18 + 7 = 35 bodova. (Tangenta 59, str. 24, Nagradni zadaci, M856)

Drugi razred , B kategorija

Dati izraz je definisan ako i samo ako je 4 + 7x − 2x2 > 0, odnosno ako i samo ako je x ∈
[
− 1

2
, 4
]
= D.1.

DaƩe, kako je za x>− 1

2
desna strana date nejednaqine nenegativna, to je dovoƩno odrediti sve x ∈ D koji

zadovoƩavaju nejednaqinu
6x2 − 3x− 3 > 0.

RexeƬa posledƬe kvadratne nejednaqine su iz skupa
(
−∞,− 1

2

)
∪ (1,+∞), pa je rexeƬe poqetne nejednaqine

skup (1, 4]. (Tangenta 63, str. 32, Pismeni zadaci, zadatak 2)

Neka je f(x) = kx2 + lx+m, za neke k, l, m ∈ R. Iz uslova zadatka sledi2.

k(a2 − b2) + l(a− b) = f(a)− f(b) = c(b− a) i k(a2 − c2) + l(a− c) = f(a)− f(c) = b(c− a).

Kako su a, b, c razliqiti, sledi a − b 6= 0, a − c 6= 0, pa deƩeƬem prve jednaqine sa a − b, a druge sa a − c,
dobijamo k(a+ b) + l + c = 0 = k(a + c) + l + b, odakle je k(b − c) = b − c. Kako je b − c 6= 0, sledi k = 1, pa je
l = −(a+ b+ c) i m = ab+ bc+ ca. Sledi f(a+ b+ c) = (a+ b+ c)2− (a+ b+ c)(a+ b+ c)+(ab+bc+ca) = ab+ bc+ ca,
xto je i trebalo dokazati.

Kako 4 | 2012, to za n > 2 imamo da 42 | 4n | 2012n. Zato je broj 2012n, za n > 1, deƩiv sa 8. Broj koji se3.



zavrxava sa 2012, nije deƩiv sa 8 poxto 8 ∤ 012 (prirodan broj pri deƩeƬu sa 8 daje isti ostatak kao i
broj sastavƩen od Ƭegove posledƬe tri cifre). Iz svega navedenog zakƩuqujemo da broj n sa navedenom
osobinom ne postoji.

4. Kako je ∢BAN = ∢NAC, to je BN = CN (kao tetive
opisane kruжnice trougla ABC koje odgovaraju ovim
uglovima). Tako�e, ∢BCN = ∢BAN (kao uglovi
nad tetivom BN), pa je ∢TCN = ∢CAN , a kako je
i ∢TNC = ∢CNA, to je △TCN ∼ △CAN . Iz ove

sliqnosti zakƩuqujemo da je
TN

CN
=

CN

AN
, pa kako je

BN = CN , to je BN2 = AN · TN , xto je i trebalo
dokazati. (Tangenta 64, str. 43, Pismeni zadaci,
zadatak 2)
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Ukoliko je na maskenbalu bila zastupƩena bela boja, tada crna nije, pa iz drugog uslova sledi da su bile5.

zastupƩene plava i zelena, a potom iz tre�eg i qetvrtog uslova sledi da nisu bile zastupƩene ni жuta,
ni crvena. Dakle, crna, жuta i crvena boja nisu bile zastupƩene.

Ukoliko, s druge strane, bela boja nije bila zastupƩena, tada crna jeste, pa iz drugog uslova sledi da
je bila zastupƩena ili plava ili zelena boja. Za prvu mogu�nost iz qetvrtog uslova sledi da ni crvena
boja nije bila zastupƩena (pa sveukupno: bela, zelena i crvena boja nisu bile zastupƩene), a za drugu
mogu�nost iz tre�eg uslova sledi da ni жuta boja nije bila zastupƩena (pa sveukupno: bela, plava i жuta
boja nisu bile zastupƩene).

Time smo pokazali da sigurno postoje bar tri boje koje nisu bile zastupƩene na maskenbalu, pa je
broj zastupƩenih boja najvixe n − 1. Prema Dirihleovom principu sledi da se mogu na�i dve osobe na
maskenbalu obuqene u kostime iste boje.

Tre�i razred , B kategorija

Korix�eƬem osnovnih osobina vektorskog, skalarnog i mexovitog proizvoda dobijamo1.

[(−→a +
−→
b
)

×
(−→
b +−→c

)]

· (−→c +−→a ) =
(−→a ×−→

b +
−→
b ×−→

b +−→a ×−→c +
−→
b ×−→c

)

· (−→c +−→a )

= [a, b, c] + [b, c, a] = 2[a, b, c]

= 2(−→a ×−→
b ) · −→c = 2−→c · (−→a ×−→

b ),

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 66, str. 38, Pismeni zadaci, zadatak 3)

Iz prve jednaqine je sinx = 1 i cos 2y = 1, ili sinx = −1 i cos 2y = −1. Tako�e, ukoliko je sinx = ±1, tada2.

je cosx = 0, pa ukoliko x i y zadovoƩavaju prvu jednaqinu, zadovoƩavaju i drugu. Kako je sinx = cos 2y = 1
akko je x = π

2
+ 2kπ, za neko k ∈ Z, i y = lπ, za neko l ∈ Z, a sinx = cos 2y = −1 akko je x = 3π

2
+ 2kπ, za neko

k ∈ Z, i y = π
2
+ lπ, za neko l ∈ Z, to su rexeƬa datog sistema jednaqina parovi

(
π
2
+ nπ, mπ

2

)
, gde su m, n

proizvoƩni celi brojevi iste parnosti. (Tangenta 58, str. 31, Pismeni zadaci, zadatak 2)

Potpun kvadrat se moжe zavrxavati ciframa 1, 4, 5, 6, 9. Potpun kvadrat se ne moжe zavrxavati sa 11,3.
55 ili 99, jer ti brojevi daju ostatak 3 pri deƩeƬu sa 4, a ni sa 66, jer je taj broj deƩiv sa 2, a nije sa
4. Dakle, dovoƩno je dokazati da se potpun kvadrat ne moжe zavrxavati sa bar qetiri broja 4.
Pretpostavimo da postoji potpun kvadrat koji se zavrxava sa bar qetiri broja 4, tj. neka je a2 = 10000k+
4444, za neke a, k ∈ N. Broj a je paran, pa je a = 2b, za neko b ∈ N, i samim tim b2 = 2500k+ 1111. Me�utim,
broj 2500k+ 1111 daje ostatak 3 pri deƩeƬu sa 4, pa ne moжe biti potpun kvadrat, kontradikcija.

4. Neka je ∢CAB = α, ∢ACD = β, ∢ABD = γ, ∢BDC =
δ. Primenom kosinusnih teorema na trouglove ABC,
ACD, ABD, BCD, redom dobijamo

AB2 +AC2 − 2 ·AB · AC · cosα = BC2,

CD2 +AC2 − 2 · CD · AC · cosβ = AD2,

AB2 +BD2 − 2 · AB · BD · cos γ = AD2,

CD2 +BD2 − 2 · CD · BD · cos δ = BC2.

Zamenom u dati izraz dobijamo

2 · AB ·AC · cosα
2 · CD · AC · cosβ =

2 ·AB · BD · cos γ
2 · CD ·BD · cos δ ⇔ cosα

cosβ
=

cos γ

cos δ
,

α γ

β

δ
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pa je cosα · cos δ = cosβ · cos γ. Primenom formule za pretvaraƬe proizvoda kosinusa u zbir, dobijamo
da je posledƬa jednakost ekvivalentna sa cos(α − δ) + cos(α + δ) = cos(β − γ) + cos(β + γ). Neka je taqka
O presek dijagonala qetvorougla ABCD. Tada iz trouglova AOB i COD nalazimo α + γ = β + δ, pa je
cos(α− δ) = cos(β − γ), odnosno cos(α+ δ) = cos(β + γ). Kako je α+ β + γ + δ = 360◦ −∢AOB −∢COD < 360◦, to
je iz prethodne jednakosti α+ δ = β + γ, pa je α = β, odnosno AB ‖ CD.

Ako se u jednoj vrsti nalazi bar 10 razliqitih brojeva, onda se u naredne dve pojavƩuje najvixe 6 novih5.

brojeva. Razbijmo tablicu na 50 parova uzastopnih vrsta. U prvom paru ima najvixe 16 razliqitih
brojeva, a u svakom od slede�ih 49 ima najvixe 6 novih brojeva, xto daje ukupno najvixe 16 + 49 · 6 = 310
razliqitih brojeva.
Primer tablice sa 310 razliqitih brojeva konstruixemo na slede�i naqin. Za k = 1, 2, . . . , 50, unesimo u
(2k − 1)-vu vrstu sve prirodne brojeve od 6k − 5 do 6k + 4, a u (2k)-tu vrstu sve prirodne brojeve od 6k + 1
do 6k + 10. Ova tablica ispuƬava uslove zadatka, a u Ƭoj se nalaze brojevi od 1 do 310.

Qetvrti razred , B kategorija

Koeficijent pravca prave koja prolazi kroz taqke A i B jednak je
4− 3

−1− 2
= −1

3
, pa je potrebno odrediti1.

taqku date funkcije u kojoj je koeficijent pravca tangente jednak −1

3
. Kako je koeficijent pravca tangente

u taqki x0 funkcije y = f(x) jednak f ′(x0), to je 1− 1

x0 + 1
= −1

3
, odnosno x0 = −1

4
. Dakle, traжena taqka je

(

−1

4
,−1

4
− ln

3

4

)

. (Tangenta 66, str. 38, Pismeni zadaci, zadatak 1)

Pretpostavimo da je funkcija f periodiqna i neka je T > 0 jedna Ƭena perioda (ne obavezno minimalna).2.

Kako je f(0) = f(T ), to je 0 = sinT 2, odakle je T 2 = kπ, za neko k ∈ N, odnosno T =
√
kπ. Neka je n

proizvoƩan prirodan broj. Iz f(
√
nπ) = f(

√
nπ + T ) imamo 0 = sin(

√
nπ + T )2, te kako je T =

√
kπ, dobijamo

(
√
nπ+

√
kπ)2 = lnπ, za neko ln ∈ Z. Odavde, sre�ivaƬem, nalazimo da je 2

√
kn = ln−k−l ∈ N. Dakle, za svaki

prirodan broj n vaжi da je 2
√
nk prirodan broj. Specijalno, za n = 1 i n = 2 imamo da su brojevi 2

√
k i

2
√
2k prirodni. Samim tim, Ƭihov koliqnik je racionalan broj, odnosno

2
√
2k

2
√
k

=
√
2 ∈ Q, kontradikcija.

Ovim smo dokazali da funkcija f nije periodiqna.

Kako je 2x > 2012, to je x > 11. Sada je 6y = 2x − 2012> 211 − 2012 = 36, pa je y > 2. Pri tome, ako je y = 2,3.
tada je x = 11 i ovo je jedno rexeƬe date jednaqine. Ukoliko je y > 3, tada je 6y deƩivo sa 8, a kako je
x> 11, to je i 2x deƩivo sa 8, pa je 2x − 6y deƩivo sa 8. Me�utim, 2012 nije deƩiv sa 8, pa je (x, y) = (11, 2)
jedino rexeƬe jednaqine.

4. Kako je ∢DAL = 90◦ − ∢ABC = ∢BCD, AD = CB i
∢ALD = ∢CDB = 90◦, to je po stavu USU △ADL ∼=
△CBD, pa je LD = DB. Samim tim, trougao DBL
je jednakokraki, pa je ∢DLB = ∢DBL. Sada je
180◦ = ∢LAB+∢ABL+∢BLA = 90◦−∢ABC+∢ABL+
90◦+∢ABL, pa je 2 ·∢ABL = ∢ABC, xto je i trebalo
dokazati. (Tangenta 66, str. 16, Nagradni zadaci,
M990)
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Neka su a1, a2, . . . , a2011 brojevi zapisani na karticama i neka je p traжeni broj pitaƬa. Za svaki od brojeva5.

ai, 16 i6n, moramo postaviti barem jedno pitaƬe vezano za proizvod tri broja me�u kojima je jedan ai, pa

je p>
2011

3
, odnosno p> 671. PostavƩaƬem pitaƬa vezana za proizvode a1a2a3, a1a4a5, a1a6a7 i a3l−1a3la3l+1,

za 36 l 6 670, moжemo saznati i proizvod svih brojeva, jer je

a1a2a3 · a1a4a5 · a1a6a7 ·
670∏

l=3

a3l−1a3la3l+1 = a21 ·
2011∏

i=1

ai =

2011∏

i=1

ai,

pa je p = 671.


