PEIMTEIHA 3AIJATARKA OKPYFRHOI' TAKMUNYEIHA U3
MATEMATHURE YJEHUKA CPEIILNX ITIKOJIA, 11.02.2012.

IIpBu pa3spen, A kareropuja

Heka je M cpemumre crpanune BC, a M’ npecek cume- A
tpaJtie crpanune BC u nysxu AK. Kako je M cpemumre
nywn HK mw MM’ || AH, 1o je MM’ cpenma snuamja
. 7 T .
tpoyraa AHK, na je 2- MM’ = HA. Axo je O nenrap
onmcane kpy:xuuie rpoyriaa ABC, rana je HA =2-MO,

na je mpema mperxomHoM O = M’ n camum tum AK
npevnuk onucane kpyskaune rpoyriaa ABC. (Tanrenta B c
66, crp. 40, Harpanuu 3ananu, M989) K

OK 2012, 1A — 1

IIpernocraBumo ma oBakso m € Z nocroju. Kako je g(m)=(m—1)-m-(m+1)+3,a (m—1)-m-(m+1) newuso
ca 3 ka0 HpoM3BOA TpU y3acTouHa Gpoja, To 3 | ¢(m), na 3| p(m). Camum TumM,

3| p(m) —q(m) =m?4+2m —1=3m+ (m? —m — 1),

tj. 3| m? —m—1. Karo je m? =1 (mod 3) xana m muje nemmso ca 3, a m?> —m—1=2 (mod 3) xkaza je m nemuBo
ca 3, o m? —m — 1 Huje meUBO ca 3, KOHTPAAUKIU]A.

Ilokazahemo ma mocToju GeCKOHAYHO MHOTO OpojeBa 1 TaKBUX na je T, HeJbUB ca 3, a na HUje IesbuB ca 9, omakie
he cnenuru TBpheme 3anarrka. Kako cBaku npuponan Opoj aaje ucTtu ocraTak Mo MOAyIy 9 Kao u 30Up HEeroBux
nudapa, TO je

nn+1)(2n+1)

r, =815+ S2H +...+ SN =12 +22+.. . +n?= 5 (mod 9),

n(n+1)2n+1)

rae cMmo ca S(m) ozuauniaun 36up nudapa npuponsor 6poja m. Crenujanano x, = (mod 3). Onabe-

6
1)(2 1 k(9k + 1)(18k + 1
puMo 6poj n y obaury n = 9k, k € N, rne 6poj k mHuje nemwus ca 3. Tana je nin + )6( ntl) = Sk(%k + {18k + 1)

neswuB ca 3, a HUje nemus ca 9, a tume 3 | x, u 91 x,. Iakne, 3a cBaku npuponan 6poj n = 9k, rue je k npuponan
Opoj Koju HUje mesmuB ca 3, OPOj X, HUje TMOTIYH CTemeH. Kako mpupomuux 6pojeBa k ca HaBemeHOM OCOOMHOM
nMa GECKOHAYHO MHOTO, TO je ITOKAa3 3aBpIICH.

Heka je O mnpecek mujaronana uyerBopoyriaa ABCD.
Be3 ymamema ONIITOCTH MPETIOCTABAMO nNa CE TadKa
P wmanasu y AABC. Kako je <APD = <BPC, 10 je
180° > <«APC = <APD + <«CPD = «BPC + <CPD, na
je Py NAOB un Basku <APC = <BPD. Kako je P na
cumerpaau nyxu AD to je AP = DP, a kaxo je P ma
cumerpaisu nyxu BC 1o je BP = CP, na cy Tpoyriosu
APC u DPB nonynapuun un Baxku AC = BD. Cana,
kako je CQ = DQ (jep je Q ma cumerpanu ny:xu CD)
u AQ = BQ (jep je Q ua cumerpamu nysku AB), To cy
u Tpoyraosu AQC n BQD nonynapuu.

ITpernocraBumo na ce rauka @ vanaszu y AAOB unun ACOD. Tana, raro je <AQC = <BQD, 1o je <AQD =
<BQC, na kako je AQ = BQ u DQ = CQ, 10 je NAQD = ABQC. Mebyrum, tana je <DAB = <DAQ+<QAB =
<CBQ + <QBA = <ABC, u ananoruo <ADC = <BCD, na je uerBopoyrao ABCD tpame3, KOHTpaAUKIM]a.
Harse, 6e3 yMamema ONIITOCTA MOKEMO MPETIOCTABUTA Aa je Tauka QQ vy AAOD, na je <AQB = <AQC—<BQC =
<BQD — <BQC = <CQD, mro je n Tpebajo HOKA3ATH.

OK 2012, 1A — 4

Hexka cy ai,aq9,...,a, OpojeBu 3anmucanu Ha KapTUIAMA U HEKA je p TPpasKeHW OPOj MuTama. 3a CBAKU OX OpojeBa
a;, 1 <i<n, Mopamo mocTaBuTH OapeM jemHo MUTAHmE BE3aHO 3a MPOM3BOL Tpu Opoja meDy kojuma je jeman a;,

. n .
na je p > 3 Pasmorpumo caemeha tpu cayuaja:

IIpsu caywaj. n = 3k, 3a vero k € N. Tana je p>k. IloctaBmameM nurama Be3aHa 3a IPOU3BOIE A3]+103]+203(+3, 38
0<I<k—1, nobujamo na je p =k (upousBon GpojeBa Ha KapTUIAMA JeIHAK je MPOU3BOLY OpojeBa Koje mobujamo
Ka0 OArOBOpE HA HMUTAHA).



pyeu cayuaj. n = 3k + 1, 3a weko k € N. Tazna je p >k + 1. IlocraBmamem nmurama Be3aHa 3a MPOU3BOIE
a1a2as3, 14405, A106a7 U a31—1031a31+1, 38 3 < | < k, mobujamo ma je p = k + 1, jep je mpousBoxm OpojeBa koje
mobujaMo Kao OArOBOpE HA MUTAma jeqHAK IPOM3BOLY OpojeBa Ha KapTUilama, Tj.

k

a1a2a3 - a10405 - aragar - | [ asi—1asasia = af - Haz Haz
=3 =1

Tpehu cayuwaj. n = 3k + 2, 3a Heko k € N. Tana je p > k + 1. IlocraBmamem nurama Be3aHa 3a IPOU3BOIE
a1a2a3, A1a204, Q10205 U A31431410314+2, 32 2 < [ <k, mobujamo ma je p < k + 2 (camyuo kao y mpsa ABa ciydaja).
IokaxuMmo na ce ca k + 1 nurama He MOKe NOOUTHU KeJbeHO. Y CYNPOTHOM, y TPOjKaMa 3a KOje Cy IOCTABJHEHA
nuTama yUIeCcTBYje YKyIHO n + 1 6pojeBa, ma Kako CBakM OpPOj MOpa Ma yYEeCTBYje y MOCTAB/LEHUM MUTAMUMA, 34,
jeman Opoj cy IOCTaBJ/bEHA TAYHO [Ba muTama. AKO je Taj Opoj x, a y U z HEKW OJ OpojeBa KOJU yUECTBY]Y Y
pPa3IMUUTUM TUTAKLUMA BE3aHUM 33 T, Tala UCTE OATOBOpe mobujamo u 3a OpojeBe —x, —Y, —2z, & OBOM 3aMEHOM
ce IPOU3BOJ CBUX OpOjeBa Mema, KOHTPAAUKIIN]A.

Ipyru pa3pen, A rareropuja

Axo je z = 0 HejemmakoCT Basku 3a cBako a. Axo je x # 0, mememenm ca 22 u yBohemem cumene t = x—i—% HejeTHAKOCT
IIoCTaje eKBUBAJIEHTHA Ca
fty=t*+at+a+1>0,

3at ¢ ( ,2) (jep BampaTHa jemmaumna 22 — tr + 1 = 0 WMa pemreme y CKyTy peajHUX OpPOjeBa ako M CaMO aKo
t & (-2, )) JluckpmvmmanTa tpuroma f(t) je D = a®? — 4a — 4. IlosomHo je pasmorputu cieneha msa ciaydaja.
IIpeu c.ﬂyuaj. Hexka je D <0, 1j. a € (2 —2v/2,2+2v/2). Tana mejemmaroct f(t) > 0 Bamu 3a CBAKO peaHo t, ma 1
st é (-2,2)
ﬂpyzu c,ﬂyuaj Heka je D >0, 1j. a € (—00,2 — 2v/2] U [2 + 2V/2, +00). Tana mejemmaxoct f(t) > 0 Baskm 3a cBe
t ¢ (—2,2) arro je f(2) >0, f( 2)>0 1/1 aKo ce Teme kBaapaTre Gynrmmje f(t) mamasmy (—2,2), 1j. —2 < —§ < 2.
OBe HejemHAKOCTH penoM najy a > —2, a < 5, 4 > a > —4, ma je TpamkeHU CKyI mapamMerapa y OBOM CJIyUajy
(_3’ _2\/_]

Ilakse, TpasKeHN CKYIl mapaMeTapa je a € (—§,2 +2V/2).

3’

IMpumerumo na 3a |z| < 1 Basku a > | — zi|, na MOKEMO IpeTnocTaBUTU Ha je a # —zi. Tana Baxku caenehu zus

€KBUBAJICHIIN] &
az —1

<1 az—i|<la+zi| & |az —i|* < |a + zi]*.

a+ zi

Kaxko je |az —i|?> = (az — i)(aZ + 1) = a®|z|?> —iaZ +iaz + 1 u |a + zi|? = (a + 2i)(a — Zi) = a® + iaz — iaZ + |2]?, TO je

laz —i* <la+zi? @ d®[2? +1<a® + |2 & (@ - )]z - 1) <0 & |2/ <1
wro je u tpebaso nokazaru. (Taurenra, crp. 33, [lucmenu 3azanu, 3anartak 2)

ITormyn kBampat ce moxke 3appmaBatu nuppama 1, 4, 5, 6, 9. Iloroyn kBamgpaT ce He MOke 3aBpmasaTtu ca 11,
55 mnm 99, jep Tu OpojeBu majy ocrarak 3 mpu nembemy ca 4, a Hu ca 66, jep je Taj 6poj memus ca 2, a HUjE ca
4. Ilakne, MOBOJBHO j€ MOKA3aTH [Oa Ce HOTIYH KBAaAPAT HE MOKe 3aBpIIaBaTy ca Oap derupu Opoja 4.
[IpeTnocTaBUMO Aa MOCTOjU MOTIYH KBAAPAT KOjU ce 3aBpmIaBa ca Gap uertupu 6Gpoja 4, Tj. meka je a® = 10000k +
4444, 3a mexe a, k € N. Bpoj a je napan, na je a = 2b, 3a mexo b € N, u camum tum b? = 2500k + 1111. MebhyTum,
6poj 2500k + 1111 maje ocrarak 3 mpu memewmy ca 4, ma He MOMKe OUTU MOTIYH KBAAPAT, KOHTPAIUKIN]A.

Oszunaunmo ca S(XYZ) nospummny tpoyria XY Z. Kako
je AM = MB u PM = M@, To ce nujaroHaje 4eTBO-
poyria APBQ nosose, na je ou napaJjgenorpam. Cana,
kako je EP | AQ, o je S(AEQ) = S(APQ), a raro
je PD || @B, To je S(QDB) = S(QPB), na rako je
S(APQ) = S(QPB), 1o je S(AEQ) = S(QDB). Kako je
AFE = BD, 1o cy Bucusne tpoyriaosa AQFE u BDQ xoje
OAroBapajy OBUM CTpaHUIAMa jeqHAKe, OMHOCHO TadvKa
Q@ je jemnako ynmasmena ox npasux AE u BD, wro je u
TpebaJso MOKa3aTH.

OK 2012, 2A — 4

Axo ce y jemnoj Bpctu Hasasu 6ap 10 pasznmuuuTux OpojeBa, OHAA Ce y HApeIHEe IBE MOjaBJbyje HajBuine 6 HOBUX
opojeBa. Paszbmjmo Tabanny wa 50 mapoBa y3acTONHUX BpcTa. & HOPBOM mapy mMa HajBume 16 pa3nmaumtux
OpojeBa, a y cBakoMm on cienehwux 49 mma majBume 6 HOBuX OpojeBa, mTo naje ykymeo HajBume 16 +49 -6 = 310
pa3anuyuTux O0pojesa.



IIpumep Tabaure ca 310 paszmuuurux 6pojeBa koHcTpyuinemo Ha cienehn maumu. 3a k= 1,2,...,50, ynmecumo y
(2k — 1)-By BpcTy cBe npuponse Gpojese ox 6k — 5 no 6k +4, a y (2k)-Ty BpcTy cBe npupoane 6pojese on 6k + 1
no 6k + 10. Oa Tabnuna ucoymaBa yCiaoBe 3alaTKa, a y m0oj ce Hajasze 6pojesu ox 1 mo 310.

Tpehu pazpen, A kareropuja

Y08 nepunncaHOCTH DATOT M3pasa je 2x+1 # 3 u ””33 > 3, omHOCHO T € (—00, —3)U(3,+00). Karo je 2% —16>0
akKko je T € [4,+00), a 9271 — 243 > 0 arko je x € [%,—i—oo), 10 je (y3 ycioB meduHUCAHOCTH) HaTU u3pa3 He Belin

on 0 akko je x € (3,4]. (Tamrenra 64, ctp. 37, [lucmenn 3anamm, 3anatax 15)

Mo medpuuunmju, nerepmuHanta je 36up n! cabupakra Koju mpenctasibajy (IO HA 3HAK) TPOU3BOJ N €JEeMeHATa,
IpU YeMy je M3 CBaKe BPCTE U CBaKe KOJIOHE onabpaH 1o TauvHO jenaH eneMeHT. JloBosmHO je pasmorpurtu cienelie
cIydJajese.

IIpeu caywaj. Hera je n > 4. IlocmarpajMo cBe KOJOHE OCUM IpBe U mocienme. VI3 oBux kosoHa Moryhe
je m3abpaTw HAJBUINE OBA HEHYJA €JIEMEHTa, jep Ce jeIuH!W HEeHyJa eJeMEHTU OBUX KOJIOHA HaJasze y MpPBOj U
mocJIe 0] BpeTt. Kako je oBux koJioHA GapeMm 3, TO je cBaku cabupak KOjU yUeCTBYyje V Pa3BOjy METEPMUHAHTE
jemuak 0, ma je u merepmuHanTta jenHaka 0.

Lpyeu cayuaj. 3a n = 3 merepMuHaHTa je jenHaka 16.

Tpehu cayuaj. 3a n =4 nerepmuHaHTa je jemHara 25.

Honyrmvo HU3 ca a_; = 0, Tako na peKypeHTHa penanmja ocraje Ha cHasu. llokazahemo na je mm3 {a,} me-
puoanvan mo momyiay 2011. Kako mocToju camMo KOHAYHO MHOIO mapoBa ocrtaraka mo momyiay 2011, To mocroje
npupomau 6pojesu m,n (m >n) raksu na je m =n (mod 2011) u a,, = a, (mod 2011). Kako je 2011 npoct Gpoj
Koju maje ocraTak 3 mo Momyiy 4, To k% + 1 muje memuso ca 2011 mu 3a jemmo k € Z, ma us

(m=12+1)am1—(m-1D=an=a,=((n—-12+1)-a,_1—(n—1) (mod 2011)

CIem Q-1 = ap—1 (mod 2011). Hacrasmajyhu osaj mocrynak, nobujaMo am,—n—1 = a—1 = 0 (mod 2011), nakie
2011 | @_p_1.

Y BeauMO KOMILJIEKCHY paBaH, TAKO na cy a, b, ¢, d, e, f n z, penom, KOMIJIEKCHU OPOjeBU KOjU OAroBapajy TauykaMa
A, B,C, D, E, Fu M. Ilatu yclioB eKBUBAJIEHTAH je Ca

le—aP +lz—cP+le—ef =z =t + |z —d + e - [ &

31z2 +lal? + ||+ |e* —z(@+c+e) —Z(a+c+e)=3|z>+ p> + |d?> + |f?—2(b+d+ f) —Z(b+d+ f).

U3 nocaenme jennaxoctu, ako je « =b+d+ f — (a + ¢+ ¢), umamo na 3a cBako z € C Baxku
za+za = b + |d? +[f* — (la]* +[cf* +|ef*).

Onasne, majupe omabupom z = 0, mobujamo [b|2 + |d|* + |f|? — (Ja|? + |¢|* + |e]?) = 0, a moTom omabupom z = 1 u
z =1, pexoM nmobujamo @+ a=0u @ —«a =0, omaocuo o = 0. OBuMm cMo nokazanu na je a+c+e=b+d+ f. Uz
OBe jemHaroCTU, UMajyhu Ha yMy aa Cy KOMIJIEKCHU OPOjeBU KOju OAroBapajy TEKUIITUMA HABEIEHUX TPOYTIOBA
a+c+e b+d+f
E:
JlokasKMMO MHIAYKOUOM & je TPaskeHu OpOoj MOACKymnoBa, y ozuamu f(n), jemnak 2n — 1. 3a n = 1 ounraenuo je
f(n) = 1. TpernocraBumo ma 3a cse k < n Bawu f(k) = 2k — 1. Hera je F MakcuManna (paMuianja HEIPa3HUX
IOICKYIIOBA CKyIla X OJl N eJleMeHATa Tako Ia Cy CBaka ABa WM AUC]YHKTHA WM je jeTaH O BUX HOJACKYI APYTOr.
Jenanm on mux je cam X, jep je y cynpornom FU{X } Beha pavmunmja ca mctum ceojeruma. Hera je Y € F takas na
OH HU]je MOJCKYyI HujenHor eixeMmenTta n3 F' ocum X, u Hexka Y uma k exemenara. Tana je cBaku eleMeHT (paMuiumje

, HETIOCpenHO ciaenu TBpheme 3amaTka.

F wim nmonckyn ckyna Y (TakBUX 1O MHIYKTUBHOj Xumore3u Moske 6utu Hajsume f(k) = 2k — 1), wam nucjyHrTan
ca Y, 1j. monckyn ckyma X \ Y (TakBuxX IO MHIYKTUBHO] XUOoTe3u Moske Outw mHajsume f(n — k) = 2n — 2k — 1)
nimm cam X . Haxrie, y pamunnju F moske 6utn majsume (2k — 1)+ (2n—2k —1) + 1 = 2n — 1 noackynosa. JacHo je
na je taj 6poj moryhe moctuhiu: mo MHIYKTUBHO] XUIOTE3Un MOKeMO m3abparu, 3a Heku Hempaszan Y C X, 2k — 1
nozxckymnosa ckyna Y, 2n — 2k — 1 moackynosa ckyna X \ 'Y u cam cryn X.

YerBpTu paspen, A xkareropuja

Hera je C(c? + 1,¢). Kopumhemenm ¢popmyse 3a TOBPIMHEY MOIMTOHA Ho6UjaMo ma je mospmuHa Tpoyria ABC
jemHAKA

(4+3)(2-1) N (c+4)((c*+1)—2) N (3—}—0)(1—(024—1))‘ _
2 2 2

—c+3
5 .



— ¢+ 3 mocTwke ce 3a ¢ = % U jeHAKA je 171 > 0, ma je MUHMMAJHA BPEITHOCT

%, %) (Tanrenta 63, ctp. 33, Tanrenrta, sanatak 4)

MuHnMaTHa BPeIHOCT U3pasa ¢

MIOBPIIVHE jeTHaKa %1 U DOCTUKE Ce 3a TaUKy C(

dynrnmja g(x) = f(z) - ctgx je mupepenmmjabunna wa (1,2), Henpexnana ma [1,2] u Baskn g(1) = g(%) =0, ma o
Posnosoj Teopemu nocroju ¢ € (1,2) rako ma je

0=¢(c) = 2s1112 o (f'(c)sin2c —2f(c)).
ITpema Tome, 3a npousBomHO f(x) (KOje 3an0BOmaBa yCIOBE 3a4aTKa), jeJHAUMHA UMa 0ap jeJHO pelleme.

Axo je f(x) =z —1, jemmaumna raacu 2(z—1) = sin2x. Axro je h:[1,2] —» R nedunucana ca h(x) = 2(x—1) —sin 2z,
6poj pemema jenHaunHe jemHak je 0pojy Hyaa ¢yaruuje h(x). Osa ¢yHrnumja je nupepenmumjabunna Ha [1,2] n
Bazku h'(x) = 2(1 — cos2z) > 0, ma h(x) crporo pacre. Cumemnu na h(r) Moske uMaTu HajBUMIE jemHy HYILy, & IO
IPETXOMHOM CJIEAN Na UMa TAYHO jeMHy HYILY.

Iakne, Hajmamu Moryhn Opoj pemema jeqHaduHe je jemas.

a) YKOIUKO Cy p U ¢ HemapHU OpPOjeBU BasKU
p?+2012pg+¢*=14+0+1=2 (mod 4),

na p? + 2012pq + ¢° Huje motnyn kBaxpart. Ilakme, GapeMm jeman on p u ¢ je mapad, ma je jemnak 2. Heka je (Ges
YMamema OMIITOCTH) p = 2. YKOJUKO je ¢ HemapaH Tana je

p?+2012pg + > =4+0+1=5 (mod 8),

ma p? +2012pq + ¢* omer Huje mOTHYH KBaApaT. YKOJIMKO je p = ¢ = 2, Tanxa je p> +2012pq + ¢* = 4-2014, mTo Huje
IOTIYH KBAIPAT.
6) [MocmaTpajMo jemnauumy

m? +2012mn + n® — t* = 0.

OBa jemmaumua WMa pemema y CKyIy TPUPOIHUX GpojeBa ako u caMo ako je (20122 — 4)n? + 4¢% noTmym kBaapar,
Tj. aKo je

1005 - 1007 - n? = s — t2,
3a mexo s € N. Heka cy 3aTo s u ¢t TakBu ma je s —t = 1005- 1007 u s +t = n?. Tana je

(n —1005)(n — 1007)
5 .

Yronuko je jom n menapan, sehu ox 1007 u yzajamuo npoct ca 1005 u 1007, rana je H3I (m,n) =1, tj. (m,n) je
map ca TpaskeHuM cBojcTBoM. OBakBUX OpojeBa n MMa GECKOHAUHO MHOTO, UMME je MOKAa3 y MOTIYHOCTU 3aBPIICH.

Kako je <BAA; = <BB1A; (ka0 yrioBu HaJ TETUBOM

BA)) u <AMB = <ByMA;, to je ANABM ~ AB;A; M. B1
Awnamorno mobujamo ma je ABCM ~ ACiB1M, D \\\\\\
ANCDM ~ AD1C1M u ADAM ~ NA1 DM, na je \\\ \\ ‘7 \ A,
AB _ BM BC _ BM SN
AB,  AM BC, OM’ DrY
CD DM DA DM N TP
CiDy ~ OiM’ DA, A M AN e
Cana je 7 / \
AB  CD  BM-DM _ BC DA A / B
AB, CiD;  AM-CiM — BC; DA’ Ci
na kako je AB = BC = CD = DA, Tto je 3aucra OK 2012, 4A — 4

AlBl . ClDl = A1D1 . BlCl.

-—m— 1.
—m —2} = AU B pasbujen ma 2 monckyna A n B:

Ilorkazahewmo nma je r(m) = m?
Hexka je ckym {1,2,...,m?

A={1,2,....m—2,(m -1 (m—-1)*+1,...,m* —m — 2} u B={m—1,m,...,(m—1)*-1}.
TTorasxumo na je cBaku on oBa 2 ckyna, A u B, caobodan-00-m-cyma, Tj. na jeaHavurHa
1+ 20+ ...+ 21 =T,

HeMa pemema Hn y A Hu y B.



Axko cy OpojeBu T1,T2,...,Tm_1 U3 {1,2,...,m — 2} oHmA Baku
1<+t <(m=—1)-(m—=2)<m-(m—-2)=(m-1)>-1,
Te je x1 +x3+ ...+ xm_1 € B.

Axo je meby GpojeBuma x1, 2, ..., Tm_1 6ap jemam uz {(m—1)%,(m—1)?>+1,...,m? —m —2}, Tana je majmama
voryhia BpeIHOCT CyMe Ha JIeBOj CTPAHW jeNHAUMHE jenHaKa

I+1+...+1+m—-1)=m?>-m—1
—_——

m—2

= ot aet... .+, €A

OBuMm cMmo mokazanu na je ckyn A cimoBomaH-o1-m-cyMa.
Axo cy OpojeBu x1,xa,..

s Tmo1 w3 B={m—1,m,...,(m—1)? — 1} ouza je majmama moryha BpemroCT cyMme
Ha JIEBOj CTPAHU jeTHAYUHE jeTHAKa

(m—1)+(m—1)4...+(m—1) = (m—1)?

m—1

= 1+ a9+ ...+ T € B.

OBuM cMO TIOKa3asiu na je u ckynm B cmoboman-om-m-cyma, ctora ciaemn aa je r(m) =m? —m — 1.
[TokasKMMO Ma BaskKM U CYNPOTHA HejemHakocT. Jlpyrum peumma cBako paszbujame ckyma {1,2,...,m? —m — 1}

Ha 2 moackyna A u B, canp:xu 6ap jeman MOACKYI KOJU HUje CJI0OO0MAH-0I-M-CYyMA.

IIpernocraBumo ma oBo TBpheme Huje Tauno. Be3 ymMamema ONMITOCTU MOKEMO MPETIocTaBuTu aa je 1 € A.
To moBnaun ma 1+1+...+1=m—1¢& A, T1j.
—_—

(m

m—1¢€ B. Ilame mmamo (m—1)+(m—1)+...+(m—1) =

m—1

m—1

—~1)2¢ B, 1j. (m—1)2 € A. Cana maamo 2 moryhuoctn 3a m, na je y ckymy A mwnm y ckymy B:

1° Axo je m € A omma umamo m +m + ... +m+1=m?—2m+1 = (m—1)2, nma ckyn A auje cr060maH-0-M-CyMa

m—2

2° Axko je m € B ouma 36or m+m+ ...+ m+m—1=m?

—m—1caemn nam?>—m—1¢ B, tj. m>—m—1¢€ A.
m—2
Hame mvmavo 1+ 1+ ...+ 1+ (m—1)2 =m? —m — 1, ma ckyn A Huje ca060maH-01-M-CyMa.
—_—

m—2

Tume ¢cMO 1OOUIM KOHTPA,IUKIN]Y Ca MOJA3HOM MPETIOCTABKOM, YAME CMO MOKA3aJIM Heje THAKOCT 7(m)<m.

2
—m—1.
s r(m)=m?—m—1ur(m)<m?—m—1 cremn na je r(m) = m?

—m — 1.



PEIMTEIHA 3AIJATARKA OKPYFRHOI' TAKMUNYEIHA U3
MATEMATHURE YJEHUKA CPEIILNX ITIKOJIA, 11.02.2012.

IIpBu pa3pen, b kareropuja

Kako je M cpemumre crpanune AB, a N cpenumre
crpanune BC tpoyraa ABC, To je MN cpenma nu-
Huja oBor Tpoyrua, na je MN | AC u camum Tum
<BMN = <BAC. Cmuuso, KN je cpenma JIuHU-
ja tpoyrma CDB, ma je KN || DB u camuMm TuM
<CKN = <«CDB. Yeropoyrao ABCD je TeruBan, ma
je <BAC = <CDB (rao yruosu Han terusoMm BC), a
camum ™M u <BMN = <CKN. (Taurenra 66, ctp.
40, Iucmenn 3amanu, 3agarak 2)

OK 2012, 1B - 1

Heka je Q(z) = 2® — 22 + 2 — 6. Karo je Q(2) =2 -224+2-6=8-4+2—-6=0, 10 je Q(x) memmso ca = — 2.
Ilememem nomuoma Q(x) ca z — 2 nobujamo Q(x) = (z — 2)(2? + = + 3). Iame, o ycioBy 3amaTka je

P(z)=Q(x)-R(z) +2®> —Tx+3= (2 —2) - (2> +2+3)- R(z) + 2® — Tz + 3, (1)

3a mern nommuoM R(r). Kako je ocrarak mpu mememy momunoma S(z) = 22 — 7z + 3 ca o — 2 mo BesyoBom crasy
jemnax S(2) = =7, To je upema (f) u ocrarak npu gemeny nonunoma P(z) ca x — 2 jennak —7.

Axo je x = 3, onza je y° = 19, ma y oBoM ciydajy jeqHaunmHa HeMa pemema. AKo je o # 3, KaKo je o TpocT 6poj
ciemu H3I1 (x,3) = 1, ma 22 naje ocratak 1 mpm mememy ca 3 u camum tuM je 222 +1 =0 (mod 3). Caemu 3 | °,
ma Kako je y mpoct 0poj cuemu y = 3, omakie je v = 11.

Haxkie, jequno pememe je (z,y) = (3,11).

Kako je AZ : AY = 2 : 1, 10 je Y cpeaumre ny:u 7
AZ, a rarxo je u YC || AB, 1o je YC cpenma nunuja
tpoyria ABZ, na je Y cpemumre nysxku CD. Heka je O
pecek AWjaroHaja naror mapaJesorpama. Tama je O D Y
cpenumre ny:xu AC, ma je tauka X TERUMITE TPOYTIA
ACD. Cavum tum, AX : XY =2 : 1, na kako je ay:xuna
nysxxu AY jemmaka 3, To je myskuHa myxku AX jemHara

9 A B

OK 2012, 15 - 4

Kako mBa majumarma 3anartka znoce 10 6omoBa, TO Tesku ox wux Hocu Gapem 6 6omosa (jep HOce paznuuur 6pPOJ
bomosa). Kako nsa majreska 3amaTka mHoce 18 GomoBa, TO Jakmu Ol HUX HOCU Hajsume 8 Gomosa (jep HOCE
pasnuuut 6poj Gomosa). Ilakme, Tpehim mo TeskmHM 3amaTak MOpa HOCUTH 7 0OIOBa, Ia 3aMaly YKYIHO HOCE
10+ 18 + 7 = 35 6omosa. (Tamrenta 59, crp. 24, Harpanuu 3amann, M856)

Ipyru pa3spen, B kareropuja

Ilatu uspas je mepunmCcaH ako u caMo axo je 4 + 7z — 222 > 0, omHOCHO ako u caMo ako je z € [—L 4] = D.
’ 29

Iame, kako je 3a x > —% JecHa CTpaHa JaTe HejeTHAYMHE HEeHEeTaTUBHA, TO je MOBOJBLHO OAPEeIuTH cBe x € D Koju

3a/10BOJbABAjYy HEjeTHAUNHY

622 — 3z —3> 0.

Pemema nocnenme KBaapaTHe HejeAHAYWHE CY U3 CKyIa (—oo7 —%) U (1, 4+00), ma je pelmeme IOYeTHE HEjeTHAUUHE
ckyn (1,4]. (Tanrenrta 63, crp. 32, ITucmenu 3ananu, 3amatak 2)

Heka je f(z) = kz? + lx + m, 3a mere k, [, m € R. V3 ycioBa 3amaTka ciaenu
E(a> = ") +1(a—0b) = f(a) — f(b)=cb—a) u k(a®>—c*) +1l(a—c)= f(a)— f(c) =blc—a).

Kako cy a,b, ¢ pazmuuntu, caemu a — b # 0, a — ¢ # 0, ma nememeM IpBe jemHauuwue ca a — b, a apyre ca a — ¢,
nobujamo k(a+b)+1l+c=0=k(a+c)+1+b, onakue je k(b—c¢) =b—c. Kako je b—c¢ # 0, caemu k = 1, na je
l=—(a+b+c)um=ab+bc+ca. Cnemn f(a+b+c)= (a+b+c)?—(a+b+c)(a+b+c)+(ab+be+ca) = ab+be+ ca,

mTo je m Tpebaso moKa3aTu.

Kako 4 | 2012, To 3a n > 2 mvamo ma 42 | 47 | 2012". 3ato je 6poj 20127, 3a n > 1, nemus ca 8. Bpoj koju ce



sappmasa ca 2012, uuje memus ca 8 momro 8 1 012 (mpupoman 6poj mpu mememy ca 8 maje UCTU OCTATAK Kao U
6poj cacraBibeH OJ H-EroBe mocientme Tpu mudpe). V3 cBera HaBeoeHOr 3akbydyjeMO Aa Opoj m ca HABEIECHOM
0COOUHOM HE TTOCTOjU.

Kako je <BAN = <NAC, 1o je BN = CN (kao Tetuse
onucane kpysxaune rpoyriaa ABC koje oarosapajy oBuM
yraosuma). Tarxobe, <BCN = <BAN (kao yriosu
wan retusoM BN), ma je <T'CN = <CAN, a rako je
u <I'NC = <CNA, 10 je ATCN ~ ACAN. W3 ose

. . TN CN )
CIMYHOCTH 3aKJ/bYUyjeMo ma je N = AN ma Kako je B o
BN = CN, 10 je BN? = AN - TN, mto je u Tpe6aJo
norkazaru. (Tamrenra 64, crp. 43, Iucmenu 3anamu, N
3amarak 2) OK 2012, 26 — 4

YKoIuKO je Ha MackeHOasy Ouia 3acTymibeHa Gesna 60ja, Tama IMpHA HUje, ITa U3 IPYTOT YCIOBa Cienu na cy ouie
3aCTYIJbEHE TJIaBa W 3eJieHa, a MOTOM u3 Tpelier u yerBpTOr yCiaoBa cienu Na HUCY OUIe 3aCTyIJbeHe HU KyTa,
Hu npBena. Jlakie, npHA, )KyTa 1 npBeHa 0oja HucCy Ouiie 3aCTyIJbeHE.

YKoamuKO, ¢ apyre crpane, 6ena 6oja Huje Ouia 3acTymnibeHa, Tamga IMPHA jecTe, Ma U3 APYror yCJIoBa CIead Ia
je Ouia 3aCTyIJbeHA WM IJIaBa MM 3ejeHa 0oja. 3a mpBy MOrynHOCT M3 YeTBPTOr yCJIOBA CJIEIU A HU [IPBEHA
6oja Huje Ouia 3acTymibeHa (ma CBEYKYIHO: Oeja, 3ejeHa W IpBeHa 0oja HUCY Ouie 3aCTyIJLeHe), a 3a APYTY
moryhuoct n3 Tpeher ycnosa ciaemm na Hu skyTa 60ja HUje Ouia 3acTyl/beHa (Ia CBEYKYIHO: Oeia, IIaBa U sKyTa
60ja Hucy Guie 3aCTyIJbEHE).

Twume cMO TOKa3aJy ma CUTYpPHO mocToje 6ap Tpu 60je Koje Hucy Oumiie 3acTym/beHe Ha MacKeHbasy, ma je
O6poj 3actymmenux Ooja majBume n — 1. Ilpema IupuxiaeoBoMm mpuHIUIY cienu na ce mory Hahwm mse ocobe Ha
MackeHOasy obydeHe y KocTuMe mcte 6oje.

Tpehu pazpen, b kareropuja
KopumhemeMm 0CHOBHIX 0COOMHA BEKTOPCKOT, CKAJAPHOT U MEIIOBUTOTr MIPOU3BOAA HOOUjaMO
- - - = = —
Ka@ b) x (b +?)} (P+7d) = (7x b+bxb+dxd+b x?).(?+7)

= Jla,b,c] + [b,c,a] = 2[a,b, ]|
— T x D) T =20 (T x D),

wro je u Tpebaso nokazatu. (Tamrenra 66, crp. 38, Ilucmenu 3amanu, 3anatak 3)

W3 npse jemnauwnme je sinx = 1 u cos2y = 1, num sinx = —1 u cos2y = —1. Tarobe, yronuko je sinxz = +1, Tana
je cosz = 0, ma yKOJMKO T " Yy 3a0BOJbABAjY IPBY jeIHAUMHY, 3810BOJbABAjy 1 APYTy. Kako je sinz = cos2y =1
arko je ¥ = § + 2km, 3a mexko k € Z, u y = Im, 3a wero | € Z, a sinx = cos2y = —1 akko je r = 37” + 2k, 3a HEKO

mm

ke€Z,my= % +In, 3a HeKO | € Z, TO Cy pemema JaTOr CUCTEMa jeJHAYNHA TapOBU (g +nm, 73 ), rme cy m, n
npousBoLHU Hesu Opojesu ucre napuoctu. (Tanrenra 58, crp. 31, Iucmenu 3amanu, 3anarak 2)

Ilormyn kBanpar ce moske 3appmasatu nudppama 1, 4, 5, 6, 9. Iloroys kBagpaT ce He MOke 3aBpmasaTu ca 11,
55 mnm 99, jep Tu OpojeBu majy ocrarak 3 npu nesemy ca 4, a Hu ca 66, jep je Taj 6poj memus ca 2, a Huje ca
4. Jlakmie, MOBOJLHO je MOKA3aTH Ma Ce MOTIIYH KBaApaT He MOKe 3aBpliaBaTu ca bap uverupu Opoja 4.
IIpeTmocTaBUMO Ia MOCTOjU IOTIVH KBAIPAT KOjU Ce 3aBpIIaBa ca 6ap yerupu 6poja 4, Tj. mexa je a? = 10000k +
4444, 3a meke a, k € N. Bpoj a je nmapan, na je a = 2b, 3a mexo b € N, u camum tum b? = 2500k + 1111. Mebhy T,
opoj 2500k + 1111 maje ocrarak 3 mpu mememy ca 4, ma He MO)Ke OUTU HOTIYH KBAAPAT, KOHTPAIUKINI]A.

Heka je <CAB = a, <ACD = 3, <ABD = ~, <BDC =
0. IIpumenom KocuHyCcHUX Teopema Ha Tpoyriose ABC,

ACD, ABD, BCD, penom mobujamo ¢
AB? + AC* —2-AB-AC -cosa = BC?, D
CD*+ AC? —2.CD-AC -cos3 = AD?
AB*+ BD?>—-2-AB-BD -cosy = AD? 5
CD?*+BD*>—-2.CD-BD-cosé6 = BC>

3aMeHOM y maTu u3pas modujaMo
2-AB-AC -cosa  2-AB-BD-cosy cosa  COSY A B

2-CD-AC'COSﬁ_2'CD-BD-COS(5<:>COSﬁ_ cosd’ OK 2012, 35 - 4




ma je cosa - cosd = cosf3 - cosy. Ilpumenom ¢opmyse 3a mpeTBapame MPOU3BOIA KOCHUHYCA y 36up, mobujamo
Ia je mocijenma jeIHAKOCT ekBuBajeHTHa ca cos(a — J) + cos(a + §) = cos(8 — ) + cos(S + 7). Hera je raura
O upecek mujaronaia yerBopoyria ABCD. Tana u3 tpoyrioBa AOB u COD manazumo « + v = 5+ 9, na je
cos(a— d) = cos(B — ), ommocuo cos(a+ ) = cos(B+7). Karo je a+ B+~ + 3§ =360°— <AOB — <COD < 360°, To
je u3 nperxonue jemuaxkoctu o+ = B+, ma je a = 3, onmocuo AB || CD.

Axo ce y jemnoj Bpctu Hasaszu 6ap 10 pasznmuuuTux OpojeBa, OHAA Ce y HApeIHEe IBe MOojaBibyje HajBuime 6 HOBUX
opojeBa. Paszbumjmo Tabanny wa 50 mapoBa y3acTONHUX BpcTa. & HOPBOM mapy mMa HajBume 16 pa3nmauTux
OpojeBa, a y cBakoMm on cienehwux 49 mma majBume 6 HOBuX OpojeBa, mTo naje ykymHo HajBume 16 +49 -6 = 310
pas3anuuTux O0pojesa.

ITpumep Tabaune ca 310 paszmuuurux 6pojeBa koHcTpyuineMo Ha cienehn wmaumu. 3a k= 1,2,...,50, ynmecumo y
(2k — 1)-By BpcTy cBe npuponre Gpojese ox 6k — 5 no 6k +4, a y (2k)-Ty BpcTy cBe mpupoane 6pojese on 6k + 1
no 6k + 10. Oa Tabauna ucoymaBa yCiaoBe 3alaTKa, a y m0oj ce Hajasze 6pojesu ox 1 mo 310.

YerspTu paspen, b kareropuja

. . . . 4-3 1 .
Koedunujent npasia npase kKoja mpoJsa3u kpo3 tauke A u B jennak je -5~ 3 ma je moTpedHO OnpenuTu
1
Ta4YKy naTe QyHKIVje y KOjO] je Koe(pUIMjeHT IpaBla TAaHI€HTE jeTHAK —3 Kako je roepunujent npasia TaHresTe
1 1 1
y Tauku ro Gpymrnuje y = f(z) jemmax f'(xg), TO je 1 — Top 1= 3 OAHOCHO Tg = —_. Jlakme, TpaskeHa Tauka je
xg

(—i, —i —1In Z) (Tanrenra 66, crp. 38, ITucmennu 3amanu, 3anatak 1)
IIpernocraBumo na je ¢yurnmja f nmepuonnuna u Heka je T > 0 jenna mena nepuoia (He 06aBE3HO MUHUMAJIHA).
Kako je f(0) = f(T), to je 0 = sinT?, omarne je T? = km, 3a mexo k € N, ommocuo T = vVkr. Hera je n
npousBoman npupoman 6poj. s f(y/nm) = f(y/nr +T) mmamo 0 = sin(y/n7 + T)?, te xako je T = Vkr, nobujamo
(v/nm+ \/ﬁ)2 = l,m, 3a HexKo l, € Z. Onmasne, cpebusamen, vamaszumo xa je 2vVkn = I, —k—1 € N. Jlakie, 3a cBaku
npuponan 6poj n BaKU ma je 2v/nk npuponau 6poj. Cmnenujanuo, 3a n =1 u n = 2 umamo na cy 6pojesu 2k n

2V/2k

2v/2k npuponuau. CaMuM TuUM, BUXOB KOJUYHUK je PAIUOHAJIAH OPOj, OIXHOCHO ﬁ = V2 € Q, xouTpaIMKIH]a.
OBuM cMO nokazanu na GyHEnUja [ HUje MeproandHA.

Kako je 2% > 2012, o je z > 11. Cama je 6Y = 2% — 2012 > 2! — 2012 = 36, nma je y > 2. IIpu Towme, ako je y = 2,
Tana je © = 11 m 0BO je jemHo pelmeme AaTe jeAHAYMHE. Y KOJUKO je y = 3, Tana je 6Y memmBo ca 8, a Kako je
x>11, To je u 2* memuso ca 8, ma je 2¥ — 6Y memuso ca 8. Mebyrum, 2012 vuje memus ca 8, na je (z,y) = (11,2)
jenUHO pelleme jeTqHaYunHeE.

Kako je <DAL = 90° — <ABC = «<BCD, AD = CB n

<ALD = <CDB = 90°, 1o je o craBy YCY AADL = <
ACBD, na je LD = DB. Camum tum, Tpoyrao DBL
je jemmakokpaku, ma je <DLB = <DBL. Cana je
180° = <LAB+<ABL+<BLA =90°—<ABC+<ABL+
90°+<ABL, na je 2-<ABL = <ABC, mito je u Tpebao
nokasaru. (Tanrenrta 66, ctp. 16, Harpamam 3ananm, A :
D B
M990)
OK 2012, 45 — 4
Heka cy a1, a9, ..., a11 OpojeBu 3anucanu Ha KapTUIlAMa U HEKA je p TpaKeHu Opoj muTarma. 3a CBaku o1 Opojesa
a;, 1 <i<n, MopaMo mocTaBuTH OGapeM jemqHO NMUTaH-e BE3aHO 3a Mpou3BOI Tpu Opoja meDy kojuma je jeman a;, ma
2011
je p= ——, omuocHo p > 671. IlocraBmameM nuTama Be3aHa 3a MIPOU3BOIE 1aG203, 4104045, A10607 U A3]—1a31G3]+1,

3
3a 3 <1 <670, MmoskeMO ca3zHATU W IPOM3BOJ CBUX OpojeBa, jep je

670 2011 2011

2
aija2a3 - 10405 - A1a6A7 - Ha3l—1a3la3l+1 =aj - H a; = H Qj,
=3 i=1 i=1

ma je p = 671.



