
DRUXTVO MATEMATIQARA SRBIJE

MATEMATIQKA TAKMIQEǋA

SREDǋOXKOLACA

2015/2016

Kraǉevo, 2016



Organizacioni odbor 58. Dr�avnog takmiqeǌa iz
matematike

1. Nenad Slavkovi�, rukovodilac XU Kraǉevo – predsednik

2. Dr Dragoǉub Danilovi�, predsednik XO Gimnazije Kraǉevo

3. Mr Aleksandar Seniqi�, profesor matematike u Gimnaziji Kraǉevo

4. Milorad Seni�, profesor matematike u Gimnaziji Kraǉevo

5. Smiǉka Glixovi� Prxi�, pomo�nik direktora Gimnazije Kraǉevo

6. Saǌa Milosavǉevi�, pedagog u Gimnaziji Kraǉevo

7. Taǌa ǈubisavǉevi�, bibliotekar Gimnazije Kraǉevo

8. Predrag Savi�, profesor fizike u Gimnaziji Kraǉevo

9. Vladan Pejovi�, profesor fizike u Gimnaziji Kraǉevo

10. Dr Vojislav Andri�, predsednik DMS

11. Dr Bojan Baxi�, PMF, Novi Sad, predsednik Dr�avne komisije

Organizaciju takmiqeǌa pomogli

1. Grad Kraǉevo

Redakcija i obrada: dr Bojan Baxi�



1

Kraǉevo kroz vekove

Prvi pomen naseǉa pod nazivom Rudo Poǉe sre�e se 1476. godine.
Nexto kasnije, oko 1540. godine, u upotrebi je dvojni naziv: Rudo
Poǉe i Karanovac. Prilikom posete kraǉa Milana Obrenovi�a Kara-
novcu, na zahtev gra�ana, 19. aprila 1882. naziv je promeǌen u Kra-
ǉevo. U kratkom posleratnom periodu (1949–1955) u upotrebi je naziv
Rankovi�evo, da bi se potom ponovo ustalio naziv Kraǉevo.

Stari Rim i Vizantija su ostavili tragove na ovom podruqju.
Od tada datiraju Janok, Rajanovac i u susedstvu Vrǌaqka Baǌa.
Najstariji pomen jednog mesta kraǉevaqkog kraja nalazimo u vizan-
tijskim izvorima iz 10. veka, koji pomiǌu gusto naseǉeni Janok, koji
se verovatno nalazio jugozapadno od Kraǉeva, na podruqju danaxǌeg
Konareva.

Ovi krajevi su u sastavu srpske dr�ave od ǌenog nastanka i igraju
va�nu ulogu u privrednom, druxtvenom i politiqkom �ivotu, ali je
ovde pre svega duhovni centar mlade srpske dr�ave. Krajem 12. veka
podignut je manastir Studenica, zadu�bina velikog �upana Stefana
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Nemaǌe, osnivaqa nezavisne srpske dr�ave i rodonaqelnika dinastije
Nemaǌi�a. Poqetkom 13. veka sagra�en je manastir �iqa, zadu�bina
Stefana Prvovenqanog, u kojem je on 1217. godine krunisan kao prvi
srpski kraǉ. Od 1219. godine manastir �iqa je sedixte autokefalne
srpske crkve i prvog srpskog arhiepiskopa Svetog Save.

Smatra se da Karanovac postaje znaqajnije naseǉe tek od 1718. go-
dine, posle potpisivaǌa Po�arevaqkog mira i uspostavǉaǌa austrij-
sko-turske granice du� Zapadne Morave.

Sledi ubrzan razvoj Karanovca uslovǉen pre svega geografskim
polo�ajem, trgovinom, zanatstvom i novosteqenom administrativno-
upravnom ulogom. Tokom 19. veka izrasta u znaqajno gradsko sredixte
Srbije. Izgradǌom crkve 1824. godine odre�en je novi pravac i pro-
stor za razvoj grada – prostor izme�u Stare qarxije i Pǉakinog
xanca. Prvi urbanistiqki plan Karanovca uradio je Laza Zuban 1832.
godine. Realizacija plana poqela je 1836. godine, kada su u varoxi
ustrojena tri glavna sokaka. Do kraja 19. veka prosecaǌem novih
sokaka stvorena je mre�a ulica sa do danas zadr�anom karakteris-
tikom pravilnog ukrxtaǌa koje polaze od centralnog kru�nog trga u
qetiri pravca.

Danas je Kraǉevo znaqajni kulturni centar Srbije u kome rade
Muzej, Arhiv, Zavod za zaxtitu spomenika kulture, Biblioteka, Po-
zorixte, Udru�eǌa kǌi�evnika i likovnih umetnika.

Gimnazija u Kraǉevu

U drugoj polovini devetnaestog i poqetkom dvadesetog veka javila
se potreba za osnivaǌem Gimnazije u Kraǉevu jer je vixe desetina,
ponekad i stotinak uqenika poha�alo nastavu u gimnazijama susednih
gradova. Na konferenciji 18 gra�ana, koja je odr�ana 28. juna 1909.
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godine doneta je rezolucija o otvaraǌu qetvororazredne mexovite gi-
mnazije u Kraǉevu. Ukazom kraǉa Petra I Kara�or�evi�a odobreno je
otvaraǌe Gimnazije, koja je poqela sa radom 1909. godine.

U prvi razred gimnazije upisano je te godine 47 uqenika, 29 deqaka
i 18 devojqica, a u drugi razred 10 deqaka i dve devojqice. Prvog
septembra 1909. godine po julijanskom kalendaru poqela je prva xkol-
ska godina Privatne gimnazije u Kraǉevu. Za vreme balkanskih ratova
i u prvoj godini svetskog rata u kraǉevaqkoj gimnaziji se odr�avala
nastava, ali je od 1915. do 1918. godine xkola morala da prekine sa
radom. Ve�ina xkolskih zgrada bila je oxte�ena, namextaj upropax-
�en a kǌige razgrabǉene.

Kraǉ Aleksandar I Kara�or�evi� Ujediniteǉ je 1. jula 1921. go-
dine potpisao ukaz po kojem je ni�a privatna gimnazija u Kraǉevu
pretvorena u Dr�avnu realnu gimnaziju. Uz Ni�u dr�avnu gimnaziju
postojala je od 1929. godine i Kraǉevska privatna gimnazija, a tokom
tridesetih godina dvadesetog veka uvedeni su i svi razredi Vixe gi-
mnazije.

Gimnazija je i u najte�im uslovima okupacije tokom II svetskog
rata pokazivala sposobnost da opstane i odr�i znatan broj uqenika, a
nastava se odr�avala uglavnom u privatnim ku�ama. U nemilosrdnoj
odmazdi nemaqkih okupacionih snaga u Kraǉevu je od 14. do 20. oktobra
1941. godine streǉan veliki broj ǉudi. Me�u ǌima 21 uqenik i 6 pro-
fesora gimnazije. Kraj Drugog svetskog rata oznaqava poqetak novog
poglavǉa u istoriji kraǉevaqke gimnazije. Nastava je, bez minimalnih
prostornih uslova za rad, obnovǉena u februaru 1945. godine.

Qeste promene u nazivu xkole bile su povezane sa reformama
u sistemu obrazovaǌa. Xkolske 1989–90. godine Gimnazija ,,Mirko
Lukovi�“ uxla je u sastav Obrazovnog centra ,,Danica Jasni� – Mirko
Lukovi�“, da bi tek 1990. godine ponovo dobila naziv Gimnazija.

Za vreme bombardovaǌa Savezne Republike Jugoslavije od strane
NATO alijanse, od 24. marta do 10. juna 1999. godine prekinuta je
nastava u Gimnaziji, ali je xkolska godina regularno zavrxena.

U katastrofalnom zemǉotresu koji je pogodio Kraǉevo 3. novembra
2010. godine u 01:56:56 qasova zgrada Gimnazije je priliqno oxte�ena.
Sam grad Kraǉevo je bio prekriven komadima stakla, betona i maltera.
Snimci naxih sigurnosnih kamera su obixle svet. Posebno je unixten
krov zgrade, koji je u narednim danima uz pomo� velikog broja vojnika
i radnika delom saniran. Prinu�eni smo da nastavu od 24. novembra
2010. do 15. septembra 2011. godine, zbog velikog broja uqenika, odvi-
jamo u dva objekta van grada u ote�anim uslovima.

Tokom svih ovih godina xkola je negovala talentovane i dobre
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uqenike. Za ǌihov uspexan rad sledile su nagrade i pohvale. Vukova
nagrada, najve�e priznaǌe u naxem obrazovnom sistemu, dodeǉena
je prvi put 1975. godine uqenici kraǉevaqke gimnazije Radovanki
Lukovi�. Najboǉi uqenici danas su istaknutu struqǌaci, profesori
na fakultetima u zemǉi i inostranstvu ali i u svojoj xkoli gimnaziji.

U Gimnaziji u Kraǉevu sada se stiqe opxte obrazovaǌe za daǉe
xkolovaǌe u trajaǌu od qetiri godine. Gimnazija ima pet smerova:
prirodno-matematiqki, opxti tip, druxtveno-jeziqki, odeǉeǌe matem-
atiqke i filoloxke gimnazije. Od xkolske 2014/15. godine upisano je
odeǉeǌe sedmog razreda uqenika nadarenih za matematiku, tako da od
xk. 2015/16. godine u Gimnaziji ima 34 odeǉeǌa, odnosno 886 uqenika.

U xkoli je zaposleno 73 profesora, jedan doktor nauka, osam ma-
gistara. Tako�e, izizetno je i da u xkoli rade qetiri profesora sa
zvaǌem pedagoxkog savetnika. Ostvaruje se intenzivna me�unarodna
saradǌa sa gimnazijama ,,Licee Bellevue“ i ,,Sant Marie“ iz Liona, koja je
uspostavǉena 2005. godine, i koja, pored me�usobnih poseta, od xkolske
2012/2013. godine podrazumeva da naxa qetiri uqenika provode mesec
dana u Lionu na usavrxavaǌu jezika i upoznavaǌu xkolskog sistema
i obiqaja Francuske. Tako�e, sa Gimnazijom ,,Sankt Mihael“ iz Alena
imamo me�usobne posete uqenika i profesora.

Za postignute rezultate u obrazovaǌu Gimnazija je 2005. godine
dobila presti�nu Vukovu nagradu. Po rezultatima naxih uqenika
na FON-u, ve� dugi niz godina na tom fakultetu naxu xkolu ubra-
jaju me�u prvih 10 u Srbiji, tako da je u decembru 2014. godine
stiglo zaslu�eno priznaǌe za izuzetno visoke rezultate naxih uqenika
postignute na prijemnim ispitima.

Uqenici i profesori Gimnazije u Kraǉevu svojim delovaǌem i uti-
cajem pro�imali su svakodnevni �ivot gra�ana, neguju�i kǌi�evni
jezik svog naroda, kulturne, nauqne i umetniqke vrednosti.



5

DR�AVNA KOMISIJA
za takmiqeǌa iz matematike uqenika sredǌih xkola,

xkolska godina 2015/2016.

1. Balti� dr Vladimir, Matematiqka gimnazija, Beograd

2. Baxi� dr Bojan, PMF, Novi Sad – predsednik komisije

3. Bo�in dr Vladimir, Matematiqki fakultet, Beograd

4. Varga B. Jo�ef, OX ,,Petar Koqi�“, Temerin

5. Gajovi� Stevan, Matematiqki fakultet, Beograd

6. Dugoxija dr �or�e, Matematiqki fakultet, Beograd

7. �iki� Marko, PMF, Nix

8. �uki� Duxan, Maxinski fakultet, Beograd

9. Ili� dr Aleksandar, PMF, Nix

10. Kne�evi� dr Miǉan, Matematiqki fakultet, Beograd

11. Luki� dr Milivoje, Univerzitet u Torontu, Kanada

12. Marinkovi� Rastko, Kǌa�evaqka gimnazija, Kǌa�evac

13. Markovi� dr Petar, PMF, Novi Sad

14. Mati� dr Ivan, Djuk, SAD

15. Milosavǉevi� Milox, Gimnazija ,,Svetozar Markovi�“, Nix

16. Petrovi� dr Nikola, Institut za fiziku, Beograd

17. Radovanovi� dr Marko, Matematiqki fakultet, Beograd

18. Seniqi� mr Aleksandar, Gimnazija, Kraǉevo

19. Stojakovi� dr Milox, PMF, Novi Sad

20. Tomi� Ivanka, Gimnazija, Vaǉevo

Prevod na ma�arski jezik:

1. Pei� dr Hajnalka, Gra�evinski fakultet, Subotica
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 12. 12. 2015.

Prvi razred – A kategorija

1. Neka su A, B i C konaqni skupovi za koje va�i

|A4C|+ |B4C| = |A4B|.

Dokazati da tada va�i

A ∩B ⊆ C ⊆ A ∪B.

(Za skupove X i Y oznaqili smo X4Y = (X \Y )∪ (Y \X), xto se naziva
simetriqna razlika skupova X i Y .)

2. U vrstu je pore�ano 2016 stolica. Na koliko naqina je mogu�e
obojiti svaku stolicu crvenom ili plavom bojom na takav naqin da
broj parova susednih stolica koje imaju istu boju bude paran?

3. Dat je 4ABC. Na stranici AB su odabrane taqke C1 i C2 takve
da va�i

AC1 =
2015
3015

AB i AC2 =
2015
3014

AB,

na stranici BC taqke A1 i A2 takve da va�i

BA1 =
1007
2015

BC i BA2 =
1008
2015

BC,

a na stranici AC taqke B1 i B2 takve da va�i

AB1 =
2015
3031

AC i AB2 =
2015
3030

AC.

Prava AA1 seqe prave B1C1 i B2C2 redom u taqkama M i N , a prava
AA2 seqe B1C1 i B2C2 redom u taqkama Q i P . Dokazati da se te�ixte
4ABC nalazi unutar qetvorougla MNPQ.

4. Odrediti najve�u mogu�u du�inu rastu�eg niza a1, a2, a3 . . .
prostih brojeva, uz uslov da razlika svaka dva uzastopna qlana tog
niza iznosi 2 ili 4.

5. Neka je ABCDE konveksan petougao qije su sve stranice jednake
du�ine. Ako se dve dijagonale tog petougla seku pod uglom od 60◦,
dokazati da su dve ǌegove stranice paralelne.
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Drugi razred – A kategorija

1. U uoqenom qetvorouglu sve stranice su du�ine maǌe od 20.
Dokazati da za bilo koju taqku unutar tog qetvorougla postoji neko
ǌegovo teme koje je od date taqke na udaǉenosti maǌoj od 15.

2. Dva igraqa, A i B, igraju slede�u igru. Data je tabla 3×n, n > 1,
koja je na poqetku igre prazna. Igraqi naizmeniqno odabiraju po jedno
prazno poǉe i oznaqavaju odabrano poǉe slovom X, uz uslov da svako
poǉe na rubu table, oznaqeno ili neoznaqeno, mo�e biti sused najvixe
jednom oznaqenom poǉu (susedna poǉa su ona poǉa koja imaju zajedniqku
stranicu). Pobednik je onaj igraq posle qijeg poteza naredni igraq
vixe ne mo�e odigrati potez. Igraq A igra prvi. Za koje n igraq A
ima pobedniqku strategiju, a za koje n ima igraq B?

3. Odrediti sve trojke prirodnih brojeva (x, y, z) za koje va�i

2x − 2y = 2016z.

4. Na�i sve parove pozitivnih realnih brojeva a i b za koje va�i

(1 + a)(8 + b)(a+ b) = 27ab.

5. Kru�nica upisana u 4ABC u kom va�i AB < AC dodiruje stra-
nice BC, CA i AB u taqkama D, E i F , redom. Simetrala ]BAC seqe
prave DE i DF u taqkama M i N , redom. Neka je K podno�je visine
iz temena A. Dokazati da je D centar upisane kru�nice u 4MNK.

Tre�i razred – A kategorija

1. Rexiti jednaqinu�
1 +

1
p1

��
1 +

1
p2

�
· · ·
�

1 +
1
pn

�
= q,

gde su nepoznate prirodan broj n i prosti brojevi p1, p2, . . . , pn i q.

2. Za date prirodne brojeve n i k, koliko ima neopadaju�ih nizova
du�ine k qiji su elementi iz skupa {1, 2, . . . , n} i qija svaka dva susedna
elementa imaju parnu razliku?

3. Neka su m i n uzajamno prosti prirodni brojevi. Dokazati da
postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva x takvih da je broj nx−xn
deǉiv sa m.
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4. Dve kru�nice polupreqnika r1 i r2 seku se u taqkama A i B, a
jedna ǌihova zajedniqka tangenta ih dodiruje u taqkama C i D. Neka
je N taqka preseka pravih AB i CD, pri qemu je B izme�u A i N .
Izraqunati odnos visina 4NAC i 4NAD spuxtenih iz taqke N .

5. Odrediti sve kompleksne brojeve z koji zadovoǉavaju slede�e dve
jednakosti:

z2015 + z2014 + |z| = 3;

3z2015 − |z|2014 − z = 1.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Neka su a i b prirodni brojevi, pri qemu va�i a > b. Dokazati
nejednakost

a3 + ab2 + b2 + b > 2a2b+ a2.

2. Dat je 4ABC0 i taqke D0 i E na du�ima AC0 i AB, redom. Za
zadate taqke Cn i Dn (gde n ∈ N0) taqke Cn+1 i Dn+1 definixemo na
slede�i naqin: Dn+1 je presek pravih CnE i BD0, a Cn+1 je presek

pravih ADn+1 i BC0. Oznaqimo x =
AD0

D0C0
i y =

AE

EB
. Na�i

AD2015

D2015C2015
u funkciji od x i y.

3. Koliko ima nizova du�ine 8 qiji su elementi iz skupa {1, 2, 3} i
koji nemaju dve uzastopne jedinice?

4. Data je funkcija f : R→ R takva da za sve x, y ∈ R va�i

f(xf(y)) = yf(x).

Dokazati da je funkcija f neparna.

5. Dokazati da se za svaki prirodan broj n mo�e odabrati prirodan
broj m takav da va�i ϕ(m) = n!.

Prvi razred – B kategorija

1. Neka su dati skupovi A, B i C. Koja od inkluzija ⊆, ⊇ mora
va�iti za skupove

A \ (B ∩ C) i (A \ (B \ C)) \ (B \ (C \A))?
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2. Na stranici CD kvadrata ABCD data je taqka L. Iz temena A i
C spuxtene su normale na pravu BL i seku je, redom, u taqkama P i Q.
Dokazati: CP ∼= DQ.

3. Dokazati da je xestocifreni broj ababab (gde su a i b cifre)
deǉiv sa 111, ali da nije deǉiv sa 107.

4. Dat je skup A = {1, 2, 3, 4, 5}. Na skupu A×A definisana je slede�a
relacija:

(x, y) ρ (z, t) ako i samo ako 3 | (x2 − z2)(y − t).

Ispitati da li je relacija ρ refleksivna, simetriqna i tranzitivna,
i da li je to relacija ekvivalencije.

5. Dato je 2015 jednakih plavih i 3 jednake bele kuglice. Na koliko
naqina ih mo�emo pore�ati u niz od 2018 kuglica uz uslov da prva i
posledǌa kuglica u nizu budu iste boje?

Drugi razred – B kategorija

1. Odrediti sve parove prostih brojeva p, q takvih da p2 + q3 bude
potpun kvadrat.

2. Data je jednaqina 12x2 + 12x + 2015 = 0. Sastaviti kvadratnu
jednaqinu qija su rexeǌa

2x1 + 1
x1 − 2

i
2x2 + 1
x2 − 2

,

gde su x1 i x2 rexeǌa polazne jednaqine.

3. Majka je za izlet svojoj deci spremila tri vrste vo�a: kruxke,
jabuke i breskve. Svakom detetu je na neprozirnoj korpici koju je do-
bio zalepila i nalepnicu s ǌegovim imenom. Potom je deci saopxtila
da je �or�u spremila 2 kruxke i 3 jabuke, Rajku 3 jabuke i 1 breskvu, a
Peri 3 breskve. Dok se Pera kupao u reci, �or�e i Rajko su zamenili
nalepnice na korpama, pri qemu nijedna nalepnica nije ostala na svom
mestu. Koliko najmaǌe vo�a i iz kojih korpi treba da izvuqe Pera ne
zaviruju�i u korpe, kako bi mogao da nalepnice vrati na svoja mesta?
(Peri je poznata informacija da nakon �or�eve i Rajkove zvrqke ni-
jedna nalepnica nije ostala na svom mestu.)

4. Dat je 4ABC za qije stranice a, b i c va�i

a3 + b3 + c3 = ab(a+ b)− bc(b+ c) + ac(a+ c).
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Dokazati da je 4ABC pravougli.

5. Neka su A, B i C tri proizvoǉne taqke. Neka su A1 i C1 taqke
osnosimetriqne taqkama A i C u odnosu na prave BC i AB, redom.
Dokazati da su taqke C, A1 i C1 kolinearne ako i samo ako se prava
AB, simetrala du�i BC i normala na pravu AC u taqki C seku u jednoj
taqki.

Tre�i razred – B kategorija

1. Neka su realni brojevi a, b i c takvi da grafici funkcija y =
ax+ b, y = bx+ c i y = cx+ a imaju bar jednu zajedniqku taqku u prvom
kvadrantu. Dokazati: a = b = c.

2. Na koliko se naqina broj 2016 mo�e predstaviti kao proizvod
jednog jednocifrenog, jednog dvocifrenog i jednog trocifrenog broja,
pri qemu nije bitan poredak?

3. Rexiti nejednaqinu

6 sinx+
1
2

cos 2x− 11
2
> 0.

4. U tetraedru ABCD ivica AD je normalna na ravan ABC, a tako�e
su i ravni BCD i ABD me�usobno normalne. Dokazati da je sredixte
ivice CD centar opisane sfere oko tetraedra ABCD.

5. Odrediti koliko ima prirodnih brojeva n za koje va�i

n 6 2016 i 2016 | n9 − n3.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Ispitati da li postoje celi brojevi a, b i c takvi da va�i

a2 − 2015b2 − 8c = 14.

2. U vrstu je pore�ano 2016 stolica. Na koliko naqina je mogu�e
obojiti svaku stolicu crvenom ili plavom bojom na takav naqin da
broj plavih stolica bude paran?

3. Odrediti sve vrednosti parametra k za koje postoji konaqna
graniqna vrednost:

lim
x→π

2

�
x

ctg x
− k

sin 2x

�
.
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4. Za koje vrednosti parametra a jednaqina

1 + sin2 ax = cosx

ima jedinstveno rexeǌe?

5. Dve kru�nice polupreqnika r1 i r2 seku se u taqkama A i B, a
jedna ǌihova zajedniqka tangenta ih dodiruje u taqkama C i D, pri
qemu je taqka B bli�a pravoj CD od taqke A. Izraqunati polupreqnik
kru�nice opisane oko 4ACD.

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 23. 1. 2016.

Prvi razred – A kategorija

1. Na�i sve prirodne brojeve n za koje je 7 · 2n + 1 potpun kvadrat.

2. Dat je qetvorougao ABCD za koji va�i AD ∼= BC i ]A + ]B =
120◦. Dokazati da u ǌemu sredixta dijagonala i sredixte stranice
CD odre�uju jednakostraniqan trougao.

3. Ukrug je pore�ano 200 realnih brojeva. Zbir svih tih brojeva
iznosi 200. Zbir svaka tri uzastopna broja nije ve�i od 3. Da li je
mogu�e da ovi uslovi budu ispuǌeni ako je jedan od datih brojeva
jednak 3?

4. Da li je mogu�e tablicu formata n × n popuniti nulama i je-
dinicama, a da pritom za svako i, i ∈ {1, 2, . . . , n}, apsolutna vrednost
razlike broja jedinica u i-toj vrsti i i-toj koloni bude jednaka 1, za:

a) n = 2015;

b) n = 2016?

5. Neka je T te�ixte oxtrouglog 4ABC. Neka je A′ podno�je visine
iz taqke A na BC, a A′′ taqka du�i BC za koju va�i BA′ = A′′C. Oz-
naqimo sa M i N preseqne taqke polupravih AA′′ i TA′, respektivno,
s kru�nicom opisanom oko 4ABC. Dokazati: MN ‖ BC.
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Drugi razred – A kategorija

1. a) Dokazati:

È
a±
√
b =

Ê
a+
√
a2 − b
2

±

Ê
a−
√
a2 − b
2

za sve pozitivne realne brojeve a i b za koje va�i b < a2.
b) Da li je vrednost izraza

5 +
√

3
√

2 +
È

2 +
√

3
· 2√

6
+

5−
√

3
√

2 +
È

2−
√

3
· 1√

6

racionalan ili iracionalan broj?

2. Na�i sve prirodne brojeve n za koje je n!− 44 potpun kvadrat.

3. Na�i sve parove prirodnih brojeva a i b takve da svaka od
kvadratnih jednaqina

x2 + ax+ a+ b = 0

i
x2 + bx+ a+ b = 0

ima celobrojna rexeǌa.

4. U 4ABC va�i ]BAC = α < 90◦. Na stranicama AC i AB odabrane
su taqke D i E, redom, takve da va�i ]ABD = ]ACE = 45◦−α2 . Dokazati
da prava DE dodiruje kru�nicu upisanu u 4ABC ako i samo ako je
4ABC pravougli.

5. U razredu ima 16 uqenika. Jednog dana svaki uqenik je dao svoju
svesku nekom drugom uqeniku (isti uqenik mo�e da primi vixe od jedne
sveske). Dokazati da se mo�e izdvojiti grupa od 6 uqenika takvih da
nijedan uqenik iz te grupe nije dao svesku drugom uqeniku iz grupe.

Tre�i razred – A kategorija

1. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu

11x2 + 2016 = 11x2y + y2.

2. Odrediti broj parova prirodnih brojeva (a, b) takvih da va�i
a 6 2016, b 6 2016 i a 6≡ b (mod d) za svaki pravi delilac d broja 2016
(pravi delioci su svi delioci osim 1 i 2016).
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3. Posejdon, grqki vodeni bog, okupio je 2016 qam
ija i predlo�io
im slede�u igru. Na poqetku igre Posejdon �e izabrati dvojicu i
postaviti ih na dve lokacije na beskonaqno dugaqkoj reci. Qam
ije
potom treba da prona�u jedan drugog (tj. da se susretnu na reci). Ma-
ksimalna brzina ǌihovih qamaca iznosi 1 m

s , i mogu se kretati bilo
uzvodno, bilo nizvodno. Svaki qam
ija u svakom trenutku zna taqan
polo�aj svog qamca na reci u odnosu na svoju poqetnu poziciju, kao
i vreme proteklo od poqetka igre. Me�utim, nijedan od izabranih
qam
ija ne zna identitet drugog izabranog qam
ije. Qam
ije (svih
2016) imaju mogu�nost da zajedniqki osmisle strategiju pre poqetka
igre, ali kad igra poqne, nikakva komunikacija me�u qam
ijama nije
dozvoǉena. Dokazati da qam
ije mogu osmisliti strategiju koja �e im
garantovati uspeh bez obzira na to koja dvojica su izabrana i bez
obzira na ǌihove poqetne polo�aje na reci.

4. Neka je dat 4ABC. Neka je taqka D sredixte stranice BC. Kru-
�nica γ1 prolazi kroz D i dodiruje pravu AB u taqki B, a kru�nica
γ2 prolazi kroz D i dodiruje pravu AC u taqki C. Kru�nice γ1 i γ2

se seku u taqki M , M 6≡ D. Dokazati da taqka simetriqna taqki M u
odnosu na pravu BC le�i na pravoj AD.

5. Funkcija f : N0 → N0 je zadata uslovima:

• f(1) = 1,

• f(2n) = 2f(n) i

• f(4n+ 1) = f(4n+ 3) = f(2n) + f(2n+ 1) za sve n ∈ N0.

Dokazati da za sve n va�i f(n) > n
3 . Kada se dosti�e jednakost?

Qetvrti razred – A kategorija

1. Na�i sve prirodne brojeve n za koje je polinom (x + 1)n − xn − 1
deǉiv polinomom

a) x2 + x+ 1;

b) (x2 + x+ 1)2.

2. Odrediti sve trojke (p, q, r) razliqitih prostih brojeva za koje
je

1
p

+
2

p+ q
+

101
p+ q + r



15

prirodan broj.

3. Dat je jediniqni kvadrat ABCD. Neka d(U, V W ) oznaqava rasto-
jaǌe taqke U od prave VW . Odrediti za koju se taqku X iz ravni
kvadrata ABCD dosti�e minimalna vrednost izraza AX + BX +
d(X,CD), i izraqunati tu vrednost.

4. Neka je funkcija f : N→ N0 definisana na slede�i naqin: ako je
n = pα1

1 pα2
2 · · · p

αk
k kanoniqka faktorizacija broja n, tada va�i

f(n) = |{i 6 k : αi = 1}|.

(Na primer: f(2016) = f(25 ·32 ·71) = 1; f(100) = f(22 ·52) = 0.) Da li je za
svaki prirodan broj N mogu�e na�i N uzastopnih prirodnih brojeva
takvih da za svaki broj n u tom nizu va�i f(n) = 2016?

5. Dato je 10 novqi�a pore�anih u vrstu. Me�u ǌima su dva la�na, i
za ǌih je poznato da su susedni. U jednom pitaǌu dozvoǉeno je odabrati
skup novqi�a A i pitati koliko ima la�nih me�u ǌima. Mogu�e je
postaviti dva pitaǌa, pri qemu �e odgovori uslediti tek nakon xto
oba pitaǌa budu postavǉena.

a) Da li je na ovaj naqin mogu�e odrediti la�ne novqi�e?

b) Da li je na ovaj naqin mogu�e odrediti la�ne novqi�e, uz dodatno
ograniqeǌe da se skup A mora sastojati od nekoliko uzastopnih
novqi�a?

Prvi razred – B kategorija

1. Na jednom velikom matematiqkom takmiqeǌu uqestvuje 2016 uqe-
nika. Neki od ǌih su iz iste xkole, neki nisu. Dokazati da je mogu�e
izabrati 32 uqenika koji su svi iz razliqitih xkola, ili je mogu�e
izabrati 66 uqenika koji su svi iz iste xkole.

2. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je izraz n2 + (n + 1)2 +
(n+ 2)2 + (n+ 3)2 deǉiv sa 10.

3. Na�i sve trojke (x, y, z) prirodnih brojeva za koje va�i

xy2z3 = 384;

x2y3z = 1152.
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4. Neka je a fiksiran realan broj. Rexiti jednaqinu

|2x+ a| − ax = 2

(rexeǌe izraziti u zavisnosti od parametra a).

5. Dat je 4ABC sa stranicama BC = a, CA = b, AB = c. Taqke D i E
su date na stranicama AB i AC, redom, pri qemu je prava DE tangenta
na upisanu kru�nicu u 4ABC i va�i DE ‖ BC. Odrediti du�inu du�i
DE (odgovor izraziti u funkciji od stranica a, b i c).

Drugi razred – B kategorija

1. Da li je broj 2015 3
√

3 + 2016
√

2 racionalan ili iracionalan?

2. Odrediti parametar k takav da rexeǌa jednaqine

(k − 1)x2 − 2kx+ 4 = 0

mo�emo obele�iti sa x1 i x2 na takav naqin da va�i x2
1 − 3x2

2 = 4.

3. Neka su a i b prirodni brojevi. Dokazati da bar jedan od brojeva

a

b
+

2014
2015

i
b

a
+

2016
2015

nije prirodan broj.

4. Neka je dat pravougaonik ABCD i taqka M u ǌegovoj ravni. Ako
va�i AM = 40, BM = 5 i CM = 21, odrediti du�inu du�i DM .

5. Karte oznaqene brojevima 1, 2, 3, 4, 5, 6 i 7 postavǉene su na sto
u ovom poretku. Vlada prvi prilazi stolu i meǌa mesta nekim dvema
kartama, a potom stolu prilazi Voja te i on meǌa mesta nekim dvema
kartama. Koliko razliqitih rasporeda karata je na ovaj naqin mogu�e
dobiti?

Tre�i razred – B kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

sin 3x+ 2 cos 2x+ 3 sinx+ 4 = 0.

2. Da li je vrednost izraza

3

Ê
6 +

11
3

r
7
3

+
3

Ê
6− 11

3

r
7
3



17

prirodan broj?

3. Data je beskonaqna tabla qija su poǉa jediniqni kvadrati�i.
Svako poǉe obojeno je crnom ili belom bojom, pri qemu svaki pravougaonik
formata 2× 3 (ili 3× 2) sadr�i taqno dva crna poǉa.

a) Koliko sve crnih poǉa mo�e imati pravougaonik 1× 3?

b) Koliko sve crnih poǉa mo�e imati kvadrat 2016× 2016?

4. Dexifrovati sabiraǌe

OK R U�NO
+ DO B RO
+ DO B RO
+ B R A VO
+ B R A VO

DR� A V NO

ako je poznato da istim slovima odgovaraju iste a razliqitim slovima
razliqite cifre, i pritom je R neparna cifra a V je parna cifra.

5. Odrediti sve prirodne brojeve n > 5 takve da za pravilan n-
tougao A1A2 . . . An va�i�

A1A3

A1A2

�2

= 2 · A1A5

A1A3
+ 3 ·

�
A1A2

A1A4

�2

.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Izraqunati zapreminu prave qetvorostrane piramide ABCDE
ako je ǌena osnova pravougaonik qije du�ine stranica iznose AB = 32
i AD = 18, a povrxine boqnih strana nalaze se u razmeri P (4ABE) :
P (4ADE) = 4 : 3.

2. Neka uglovi α, β i γ nekog trougla zadovoǉavaju sistem:

sinα sinβ sin γ =
3−
√

3
8

;

sin 2α+ sin 2β =
3
2
.

Odrediti uglove tog trougla.
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3. Tetkica pixe po tabli slede�i broj: 23012301..., tj. prvo napixe
cifru 2, pa cifru 3, pa cifru 0, pa cifru 1 i tako ukrug. Mo�e se
zaustaviti u bilo kom trenutku. Da li ona na ovaj naqin mo�e na tabli
napisati broj deǉiv sa 2016?

4. Popuniti prazna poǉa u tablici tako da brojevi u svakoj vrsti
i svakoj koloni qine aritmetiqku progresiju. Koliko razliqitih re-
xeǌa postoji?

21
16

27

1

5. Neka je P (x) polinom sa realnim koeficijentima stepena n qije
su sve nule realne i ve�e od 1. Dokazati da P (x) ima nulu koja nije

maǌa od 1 + n

���� P (1)
P ′(1)

����.
DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE UQENIKA

SREDǋIH XKOLA, 5. 3. 2016.

Prvi razred – A kategorija

1. Neka je operacija ,,�“ na skupu G = {1, 2, 3, . . . , 2016} zadata doǌom
tablicom.

� 1 2 3 4 · · · 2016
1 5 5 5 5 · · · 5
2 1 2 5 5 · · · 5
3 4 3 5 5 · · · 5
4 5 5 5 5 · · · 5
...

...
...

...
...

. . .
...

2016 5 5 5 5 · · · 5

(Unutar tablice na svim mestima koja nisu eksplicitno navedena
nalazi se broj 5.) Ispitati da li je operacija ,,�“ asocijativna.

2. Dat je oxtrougli 4ABC u kom va�i AB < AC. Taqka D je sre-
dixte stranice BC, a p je prava simetriqna pravoj AD u odnosu na
simetralu ]BAC. Ako je P podno�je normale iz temena C na pravu p,
dokazati jednakost ]APD = ]BAC.
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3. Svaka taqka trodimenzionalnog prostora je obojena jednom od dve
boje: crvenom ili plavom. Pritom, ako su tri taqke A, B i C obojene
istom bojom i va�i AB = AC, onda je i sredixte du�i BC obojeno
istom tom bojom. Dokazati da postoji kvadar qija su sva temena obojena
istom bojom.

4. Proizvod binomnog koeficijenta
�64
21

�
i nepoznatog neparnog broja

iznosi
5∗ 6∗0 ∗8∗ 862 ∗1∗ 7∗7 ∗4∗ 4∗5 12∗ 9∗∗.

Odrediti cifre oznaqene zvezdicom.

Drugi razred – A kategorija

1. Odrediti broj preslikavaǌa f : {1, 2, 3, 4} × {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4}
koja zadovoǉavaju:

• f(x, x) = x za sve x ∈ {1, 2, 3, 4} i

• f(x, f(x, y)) = f(x, y) za sve x ∈ {1, 2, 3, 4}.

2. Na�i sve funkcije f : R→ R takve da va�i

f(x)f(x− y) + f(y)f(x+ y) = x2 + f(y)2 za sve x, y ∈ R.

3. Na�i sva rexeǌa (p, a, b,m) jednaqine

p2 + 4a9b = m2,

gde je p prost broj i a, b,m ∈ N0.

4. Dat je 4ABC. Neka je D sredixte du�i BC. Neka je k kru�nica
opisana oko 4ABD. Na luku ÷AB kom ne pripada taqka D uoqimo taqku
E takvu da va�i ]EDB = ]DAC. Neka normala iz A na AD seqe pravu
BC u taqki F . Neka je G druga preseqna taqka prave FE sa k; izuzetno,
ako je FE tangenta na k, tada definiximo G ≡ E. Dokazati: DG = DB.

Tre�i razred – A kategorija

1. Dat je 4ABC. Simetrala ]BAC seqe stranicu BC u taqki D.
Neka je M sredixte du�i BD. Uoqimo kru�nicu k koja prolazi kroz
taqku A, dodiruje stranicu BC u taqki D, i seqe du�i AM i AC u
taqkama P i Q, redom (P,Q 6≡ A). Dokazati da su taqke B, P i Q koli-
nearne.



20

2. Da li postoji prirodan broj n takav da su n−2015 i
n

2015
prirodni

brojevi koji imaju taqno 2015 delilaca?

3. U toku je veliki skup n mudraca koji sede za okruglim stolom.
Svaki mudrac ili uvek la�e ili uvek govori istinu. Mesta na kojima
mudraci sede su numerisana od 1 do n poqevxi od nekog mesta i idu�i
redom u smeru kazaǉke na satu gledano odozgo. Novinar, �ele�i da
utvrdi koji su mudraci la�ǉivci, ixao je redom oko stola i inter-
vjuisao mudrace, i za svako k, k = 1, 2, . . . , n, mudrac na k-tom mestu mu
je rekao da su slede�ih k mudraca od ǌega u smeru kazaǉke na satu
gledano odozgo svi la�ǉivci.

a) Za koje vrednosti n je mogu�e da mudraci daju ovaj skup izjava?

b) Za koje vrednosti n (me�u onim vrednostima za koje je ovakav skup
izjava mogu�) novinar i daǉe ne�e biti u staǌu da utvrdi za
svakog mudraca da li je la�ǉivac ili istinoǉubac?

c) Za n = 2016 odrediti na kojim mestima sede mudraci istinoǉupci.

4. Neka je data funkcija f : R → R koja nije konstantna takva da
va�i

f(x)f(x− y) + f(y)f(x+ y) = f(x)2 + f(y)2 za sve x, y ∈ R.

Dokazati: f(x+ y) = f(x) + f(y) za sve x, y ∈ R.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Oznaqimo sa A′, B′ i C ′, redom, podno�ja visina iz temena A, B
i C u 4ABC. Neka su IA, IB i IC centri upisanih kru�nica u 4AB′C ′,
4BA′C ′ i 4CA′B′, redom. Dokazati da je ortocentar 4IAIBIC ujedno i
centar upisane kru�nice u 4ABC.

2. Neka su x1, x2, . . . , xn realni brojevi. Poznato je da za svako i,
i ∈ {1, . . . , n}, postoji prirodan broj k takav da va�i xi + xi+1 + · · · +
xi+k−1 > 0 (gde indekse posmatramo cikliqno po modulu n). Dokazati:
x1 + x2 + · · ·+ xn > 0.

3. Dat je prirodan broj n. Dokazati da za svaki neparan broj x
postoji prirodan broj y takav da va�i yy ≡ x (mod 2n).

4. Ka�emo da se mnogougao M0 u ravni mo�e obmotati sa n kopija
ako postoje mnogouglovi M1,M2, . . . ,Mn podudarni s mnogouglom M0

takvi da va�i:
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1◦ svaka dva mnogougla Mi i Mj, 0 6 i < j 6 n, imaju disjunktne
unutraxǌosti;

2◦ svaki od mnogouglova M1,M2, . . . ,Mn ima bar jednu zajedniqku
rubnu taqku s mnogouglom M0;

3◦
Sn
i=0 Mi je mnogougao takav da je strogo u ǌegovoj unutraxǌosti

sadr�an mnogougao M0.

Da li postoji mnogougao kojim se ne mo�e poploqati ravan, a koji
se mo�e obmotati sa 8 kopija?

Prvi razred – B kategorija

1. a) Polinom x8 + x4 + 1 predstaviti kao proizvod tri polinoma
stepena bar 1.

b) Racionalisati imenilac razlomka
1

1 + 4
√

3 +
√

3
.

2. Posmatrajmo broj

122333 . . . 99 . . . 9| {z }
9 puta

1010 . . . 10| {z }
10 puta

. . . 2020 . . . 20| {z }
20 puta

(dakle, posmatrani broj dobijen je nadovezivaǌem broja 1 zapisanog
jednom, broja 2 zapisanog dva puta, broja 3 zapisanog tri puta itd. do
broja 20 zapisanog dvadeset puta). Ispitati da li je posmatrani broj:

a) deǉiv sa 9;

b) deǉiv sa 11;

c) potpun kvadrat;

d) deǉiv sa 16.

3. Da li postoji permutacija (a1, a2, a3, a4, a5) brojeva 1, 2, 3, 4, 5 takva
da va�i

(a1+a2)(a2+a3)(a3+a4)(a4+a5)(a5+a1) = (a1+a3)(a3+a5)(a5+a2)(a2+a4)(a4+a1)?

4. U jednakokrakom 4ABC, AB = BC, taqka M je podno�je visine iz
temena B, a simetrala ]BAC seqe stranicu BC u taqki K. Ako va�i
2BM = AK, odrediti uglove tog trougla.

5. Dat je konveksan qetvorougao ABCD. Konstruisati pravu koja
prolazi kroz teme A i deli taj qetvorougao na dva dela jednakih povr-
xina.
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Drugi razred – B kategorija

1. Rexiti nejednaqinu

log2− 1
5x

(x2 − 4x+ 4) < 2.

2. Rexiti sistem jednaqina

3x2 + 2xy + 6y2 = 24;

x4 + 4y4 = 64.

3. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je

1 + 2 · 3n + 10n + 19n

potpun kvadrat prirodnog broja.

4. Posmatrajmo sistem jednaqina

y1 + y2 + · · ·+ y1000 = 2016;

yn = x22n

n za n = 1, 2, 3, . . . , 1000.

(Dakle, sistem ima 1001 jednaqinu i ukupno 2000 nepoznatih.) Koliko
rexeǌa (x1, x2, . . . , x1000, y1, y2, . . . , y1000) ima posmatrani sistem u skupu
nenegativnih celih brojeva?

5. Dat je oxtrougli 4ABC. Konstruisati normalu na stranicu AB
koja deli 4ABC na dva dela jednakih povrxina.

Tre�i razred – B kategorija

1. Dati su vektori ~a = (−3,−2, 1) i ~b = (1, 1, 3). Odrediti, ako posto-
ji, realan broj r takav da vektor (1, r,−2) gradi ugao od 60◦ sa vektorom
~a× (~b− ~a).

2. Data je traka 2015 × 1 podeǉena na jediniqne kvadrati�e. Dva
igraqa naizmeniqno upisuju X u proizvoǉan kvadrati�, pod uslovom
da on nije ve� popuǌen. Dobija prvi igraq koji postigne da nakon ǌe-
govog poteza postoje bar 3 uzastopna kvadrati�a obele�ena slovom X.
Dokazati da prvi igraq ima pobedniqku strategiju.

3. Prirodni brojevi a, b i c su takvi da je broj a+b+c prost i va�i

ab+ bc+ ac | a2 + b2 + c2.
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Dokazati: a = b = c = 1.

4. U pravouglom trouglu te�ixne linije koje odgovaraju katetama

zaklapaju ugao ϕ za koji va�i tgϕ =
3
4
. Na�i uglove tog trougla.

5. Za pozitivne realne brojeve a i b oznaqimo

S(a, b) = min
�
a, b,

1
a

+
1
b

�
.

Na�i najve�u mogu�u vrednost za S(a, b) i za koje a i b se ta vrednost
dosti�e.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Dat je polinom

P (x) = 3x5 + ax4 − 35x3 + bx2 + 32x+ c

qije su dve nule x1 = 1 i x2 = 2, i va�i x3x4x5 = 2. Na�i koeficijente
a, b i c i preostale nule.

2. Tetkica s Okru�nog takmiqeǌa ponovo pixe po tabli, ovaj put
po slede�em obrascu. Na poqetku je na tabli napisana promenǉiva x.
U jednom koraku tetkica bira proizvoǉna dva izraza koja postoje na
tabli (ukǉuquju�i mogu�nost da uzme isti izraz dva puta) i na tablu
dopisuje ǌihov proizvod. Koliko najmaǌe koraka je potrebno da bi se
na tabli dobio izraz x1025?

3. Prirodan broj n ima slede�u osobinu: za svako k iz intervala
2 6 k 6 m (gde je m unapred fiksiran prirodan broj) broj kn je potpun
k-ti stepen (drugim reqima, 2n je potpun kvadrat, 3n je potpun kub, ...,
mn je potpun m-ti stepen). Odrediti najve�i prirodan broj m za koji
postoji takav prirodan broj n.

4. Za koje vrednosti realnih parametara a i b sistem

xyz + z = a;

xyz2 + z = b;

x2 + y2 + z2 = 4

ima jedinstveno rexeǌe u skupu realnih brojeva?

5. Tetraedar ABCD ima du�ine ivica AB = 1 i BD = 2, a ]BAD
i ]ABC su pravi. Sfera dodiruje pǉosni ABD i BCD u taqkama A i
C, redom. Na�i polupreqnik te sfere.
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REXEǋA ZADATAKA SA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 12. 12. 2015.

Op 2015 1A 1

1. Oznaqimo sa p, q, r, s, t, u i
v kardinalnosti odgovaraju�ih delova
Venovog dijagrama kao na slici. Tada
imamo |A4C| = p + q + u + v, |B4C| =
q+ r+s+v i |A4B| = p+s+ r+u. Dakle,
jednakost iz postavke prevodi se na

p+ 2q + r + s+ u+ 2v = p+ s+ r + u,

xto se svodi na 2q + 2v = 0, a odavde
dobijamo q = v = 0. No, q = 0 daje upravo
A∩B ⊆ C, a v = 0 daje C ⊆ A∪B, xto je
i trebalo dokazati.

2. Obojimo prvih 2015 stolica pro-
izvoǉno. U taqno jednom od dva mogu�a
bojeǌa preostale stolice broj posma-
tranih parova bi�e paran. Zato je tra�eni broj 22015.

Op 2015 1A 3

3. Ako je taqka
A3 sredixte du�i
A1A2, lako se vidi
da je ona istovre-
meno sredixte stra-
nice BC. Stoga se
u 4ABC ǌegovo te-
�ixte T nalazi na
du�i AA3, pa ako
su K i L preseci
AA3 sa du�ima MQ
i NP , dovoǉno je
dokazati da se T
nalazi izme�u K i
L (poxto je qetvo-
rougao MNPQ oqi-
to konveksan). Ozna-
qimo

−−→
AB = −→x i−→

AC = −→y . Kako se
taqka K nalazi na
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du�i B1C1, va�i

−−→
AK = m

−−→
AC1 + (1−m)

−−→
AB1 =

2015m
3015

−→x +
2015(1−m)

3031
−→y

za neko m ∈ (0, 1). S druge strane, poxto je vektor
−−→
AK kolinearan sa

−−→
AA3, va�i −−→

AK = q
−−→
AA3 =

q

2
−−→
AB +

q

2
−→
AC =

q

2
−→x +

q

2
−→y

za neko q ∈ (0, 1). Izjednaqavaǌem −→x i −→y komponente dobijamo sistem
2015m
3015 = q

2 i 2015(1−m)
3031 = q

2 , odakle dobijamo q = 4030
6046 , to jest

−−→
AK =

4030
6046

−−→
AA3.

Sliqno, za
−→
AL imamo

−→
AL = n

−−→
AC2 + (1− n)

−−→
AB2 =

2015n
3014

−→x +
2015(1− n)

3030
−→y

za neko n ∈ (0, 1), a tako�e i

−→
AL = p

−−→
AA3 =

p

2
−→x +

p

2
−→y

za neko p ∈ (0, 1), pa dobijemo sistem 2015n
3014 = p

2 i 2015(1−n)
3030 = p

2 , odakle
sledi p = 4030

6044 , to jest
−→
AL =

4030
6044

−−→
AA3.

Najzad, iz jednakosti
−→
AT = 2

3

−−→
AA3 i nejednakosti 4030

6046 <
2
3 = 4030

6045 <
4030
6044

sledi da je T izme�u K i L, pa samim tim i unutar qetvorouglaMNPQ.

4. Pretpostavimo prvo a1 > 5. To znaqi da u posmatranom nizu ne
mo�emo imati tri uzastopna qlana koja se razlikuju za po 2 (tj. k,
k + 2, k + 4) i isto za 4 (tj. k, k + 4, k + 8), jer je jedan od ta tri
broja deǉiv sa 3, a kako su svi qlanovi niza ve�i od 3, on ne bi mogao
biti prost. Zato, ako je slede�i qlan niza za 2 ve�i od prethodnog,
onda qlan nakon ǌega mora biti ve�i za 4 i obratno. Dakle, imamo
dva sluqaja: u prvom sluqaju posmatrani niz poqiǌe brojevima a1, a1 +
2, a1 + 6, a1 + 8, a1 + 12, a1 + 14 . . . , a u drugom sluqaju poqiǌe brojevima
a1, a1 +4, a1 +6, a1 +10, a1 +12, a1 +16, a1 +18 . . . . U prvom sluqaju qlanovi
a1, a1 + 2, a1 + 6, a1 + 8, a1 + 14 daju me�usobno razliqite ostatke pri
deǉeǌu sa 5, a kako su svi ve�i od 5, me�u ǌima bar jedan nije prost;
u drugom sluqaju qlanovi a1, a1 +4, a1 +6, a1 +12, a1 +18 daju me�usobno
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razliqite ostatke pri deǉeǌu sa 5, pa ponovo bar jedan me�u ǌima
nije prost. Prema tome, u prvom sluqaju niz mo�e imati najvixe 5, a
u drugom najvixe 6 elemenata.

Ostaje jox da ispitamo sluqaj a1 6 5. Tada imamo a1 = 3 ili a1 = 5.
Ukoliko va�i a1 = 5, dodavaǌem broja 3 na poqetak niza postavǉeni
uslovi se ne remete a niz se produ�ava za jedan element; dakle, do-
voǉno je razmatrati sluqaj a1 = 3. Tada va�i a2 = 5 ili a2 = 7.
Ukoliko bi va�ilo a2 = 7, dodavaǌem broja 5 na drugo mesto u nizu
dobijamo du�i niz; dakle, dovoǉno je razmatrati sluqaj a2 = 5. Sada
se ispostavǉa da se naredni qlanovi niza mogu jednoznaqno odrediti
na osnovu uslova iz postavke, te dobijamo niz 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, pri
qemu slede�i qlan vixe ne mo�emo odabrati prema postavǉenom pra-
vilu. Na osnovu izvedenih zakǉuqaka prime�ujemo da je ovaj niz ujedno
i maksimalne mogu�e du�ine, pa tra�ena maksimalna du�ina iznosi 8.

Op 2015 1A 5

5. Neka se dijagonale
AC i BD seku u taqki X
pod uglom od 60◦. Prime-
timo da ne mo�e va�iti
]BXC = 60◦. Zaista,
tada bismo imali 120◦ =
]XBC + ]XCB = (90◦ −
]BCD

2 ) + (90◦ − ]ABC
2 ), pa

sledi ]ABC + ]BCD =
120◦, xto je u kontradik-
ciji sa ]XBC + ]XCB =
120◦. Prema tome, ]BXC =
120◦. Sada imamo (90◦ −
]BCD

2 ) + (90◦ − ]ABC
2 ) = 60◦, tj. ]ABC + ]BCD = 240◦. Ako je E′ taqka

takva da je4ABE′ jednakostraniqan, onda imamo BE′ ‖ CD i BE′ ∼= CD,

Op 2015 2A 1

pa je BCDE′ paralelogram i AE′ =
DE′ = BC. Ukoliko va�i E′ ≡ E,
odmah dobijamo DE ‖ BC; ukoliko va�i
E′ 6≡ E, tada je AE′DE paralelogram, pa
sledi AE ‖ DE′ ‖ BC, xto opet zavrxava
dokaz.

Drugi razred – A kategorija

1. Neka je uoqena taqka O u unu-
traxǌosti qetvorougla ABCD kao u
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postavci. Tada je bar jedan od ]AOB, ]BOC, ]COD ili ]DOA prav
ili tup. Bez umaǌeǌa opxtosti, uzmimo ]AOB > 90◦. Oznaqimo du�ine
OA = x, OB = y, AB = a. Pretpostavimo suprotno: nijedna od du�i OA,
OB, OC, OD nije du�ine maǌe od 15; specijalno, x > 15 i y > 15. Sada
imamo niz nejednakosti

400 > a2 > x2 + y2 > 152 + 152 = 450,

qime smo dobili kontradikciju koja zavrxava dokaz.

2. A ima pobedniqku strategiju za sve neparne n. U prvom potezu on
odabira sredixǌe poǉe, a u svakom slede�em potezu upisuje X u poǉe
centralnosimetriqno poǉu koje je neposredno pre toga odabrao igraq
B (na taj naqin, ukoliko B mo�e da odigra potez prema pravilima
igre, to �e mo�i i igraq A posle ǌega). Sliqno, B ima pobedniqku
strategiju za sve parne n, tako xto na svaki potez igraqa A igraq B
odgovara odabirom poǉa centralnosimetriqnog poǉu koje je igraq A
upravo odabrao (centralnu simetriju posmatramo u odnosu na sredinu
table).

3. Jasno je da va�i x > y, pa napiximo postavǉenu jednaqinu u
obliku 2y(2x−y − 1) = 25z32z7z. Poxto je 2x−y − 1 neparan broj, mora
va�iti y = 5z. Zamenom x− 5z = n ∈ N dobijamo jednaqinu 2n − 1 = 63z.
Ako bi z bilo parno, tada bi sledilo 63z+1 ≡ 2 (mod 4), tj. 2n = 2, xto
povlaqi n = 1 i onda z = 0, xto nije u skupu prirodnih brojeva. Prema
tome, z je neparno, pa mo�emo rastaviti 2n = 63z + 1 = (63 + 1)(63z−1 −
63z−2 + ... + 1). Me�utim, kako je broj 63z−1 − 63z−2 + ... + 1 neparan a
pritom deli 2n, ovo je mogu�e samo ukoliko je taj broj jednak 1, a xto
je ispuǌeno samo za z = 1. Odatle dobijamo n = 6, na osnovu qega
nalazimo jedino rexeǌe postavǉene jednaqine: (x, y, z) = (11, 5, 1).

4. Po nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine
imamo

1 + a = 1 +
a

2
+
a

2
> 3 3

r
a2

4
,

a+ b = a+
b

2
+
b

2
> 3 3

r
ab2

4
i

8 + b = b+ 4 + 4 > 3 3
√

16b.

Mno�eǌem dobijamo (1+a)(a+b)(b+8)>27ab. Dakle, jednakost iz postavke
va�i samo kada u sve tri primene nejednakosti izme�u aritmetiqke i



28

Op 2015 2A 5

geometrijske sredine va�i jedna-
kost, a xto daje jedino rexeǌe
(a, b) = (2, 4).

5. Oznaqimo sa I centar kru-
�nice upisane u 4ABC. Doka�imo
najpre da va�i ]AMB = 90◦: za-
ista, ]IMD = ]MAE + ]MEA =
α
2 + (90◦ + γ

2 ) = 180◦ − β
2 = 180◦ −

]DBI, pa je qetvorougao IMDB
tetivan i ]IMB = ]IDB =
90◦. Sliqno imamo ]ANC = 90◦.
Qetvorouglovi AMKB i AKNC
su sada tetivni, pa sledi ]KMN =
]KBA = β = 2 ]AME = 2 ]DMN ;
na isti naqin imamo ]KNM =
2 ]DNM , odakle sledi tvr�eǌe.

Tre�i razred – A kategorija

1. Datu jednaqinu mo�emo zapisati u obliku

p1 + 1
p1

· p2 + 1
p2

· · · pn + 1
pn

= q.

Da bi na levoj strani bio prirodan broj, svaki od prostih qini-
laca p1, p2, . . . , pn iz imenilaca mora deliti neki brojilac. Zatim, da
bi nakon izvrxenih svih takvih skra�ivaǌa na levoj strani ostao
prost broj (tj. q), svi brojioci moraju biti prosti, osim jednog, koji
mora biti proizvod taqno dva prosta broja. Dakle, svi brojioci sem
tog jednog (neka je taj pn + 1) moraju biti jednaki 3 (jer je 3 jedini
prost broj koji se mo�e dobiti uve�avaǌem nekog prostog broja za
1). Prema tome, imamo p1 = p2 = · · · = pn−1 = 2. Jednaqina se svodi
na 3n−1(pn+1)

2n−1pn
= q. Odatle dobijamo pn = 3 (nijedan drugi prost broj na

mestu pn ne bi se mogao skratiti ni sa qim iz brojioca). Primetimo jox
da va�i n > 2 (jer u suprotnom broj na levoj strani ne bi bio priro-
dan). Nakon skra�ivaǌa ostaje 3n−2·2

2n−2 = q. Za n > 4 leva strana nije
prirodan broj. U sluqaju n = 2 leva strana iznosi 2, pa time dobijamo
rexeǌe (p1, p2, q) = (2, 3, 2), kao i ǌegovu permutaciju (p1, p2, q) = (3, 2, 2).
U sluqaju n = 3 leva strana iznosi 3, pa time dobijamo rexeǌe
(p1, p2, p3, q) = (2, 2, 3, 2), kao i ǌegove permutacije (p1, p2, p3, q) = (2, 3, 2, 2)
i (p1, p2, p3, q) = (3, 2, 2, 2). Ukupno, dakle, posmatrana jednaqina ima pet
rexeǌa.
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2. Primetimo da u nekom nizu prirodnih brojeva svaka dva susedna
elementa imaju parnu razliku ako i samo ako su svi elementi iste
parnosti. Stoga �emo posebno prebrojati nizove qiji su svi elementi
parni a posebno nizove qiji su svi elementi neparni. Kako u skupu
{1, 2, . . . , n} parnih brojeva ima

�
n
2

�
, broj neopadaju�ih nizova du�ine

k qiji su svi elementi parni iznosi
�bn2 c+k−1

k

�
. Sliqno, nizova sa svim

neparnim qlanovima ima
�bn+1

2 c+k−1
k

�
, pa tra�eni ukupan broj nizova

iznosi
�bn2 c+k−1

k

�
+
�bn+1

2 c+k−1
k

�
.

3. Za x = n imamo nx − xn = nn − nn = 0, pa m | nx − xn. Dakle,
dovoǉno je na�i beskonaqno mnogo vrednosti x takvih da va�i xn ≡ nn
(mod m) i nx ≡ nn (mod m). Prva kongruencija je ispuǌena kad god
va�i x = n+ km za proizvoǉno k ∈ Z. Druga kongruencija je ispuǌena
kad god va�i x = n + lϕ(m) za proizvoǉno l ∈ N0: zaista, tada imamo
nx = nn+lϕ(m) = nn · (nϕ(m))l ≡ nn · 1l = nn (mod m). Dakle, za ma koje
d ∈ N0, broj n+ dmϕ(m) ispuǌava tra�ene uslove, qime je pokazano da
ih ima beskonaqno mnogo.

Op 2015 3A 4

4. Oznaqimo kru-
�nicu iz postavke
s polupreqnikom r1
sa k1 (C ∈ k1),
i neka je ǌen cen-
tar taqka O1; drugu
kru�nicu oznaqimo
sa k2 (D ∈ k2) i
neka je ǌen centar
taqka O2. Oznaqimo
jox ]AO1C = 2α i
]AO2D = 2β. Tada
va�i ]ACD = α i
]ADC = β. Iz si-
nusne teoreme pri-
meǌene na 4ACD
dobijamo AC

sin β = AD
sinα

= 2r, a iz jednako-
krakih 4AO1C i 4AO2D imamo AC = 2r1 sinα i AD = 2r2 sinβ. Iz svega
toga dobijamo

r2
r1

=
AD

2 sin β

AC
2 sinα

=
AD

AC

sinα
sinβ

=
sin2 α

sin2 β
,

tj.
È

r2
r1

= sinα
sin β . Daǉe, neka su visine iz N na AC i AD, redom, h1 i h2.
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Va�i h1 = CN sinα i h2 = DN sinβ. Posmatraju�i potenciju iz taqke
N dobijamo jednakost CN2 = NB ·NA = DN2, tj. CN = DN . Sada lako
izraqunavamo h1

h2
= sinα

sin β =
È

r2
r1
.

5. Po nejednakosti trougla imamo

3 = |z2015 + z2014 + |z|| 6 |z|2015 + |z|2014 + |z|.

Ako bi va�ilo |z| < 1, imali bismo |z|2015 < 1 i |z|2014 < 1, tj. |z|2015 +
|z|2014 + |z| < 3, xto nije mogu�e. Dakle, |z| > 1.

Primenimo nejednakost trougla i na drugu jednakost. Va�i

3|z|2015 = |1 + z + |z|2014| 6 1 + |z|+ |z|2014.

Ako bi va�ilo |z| > 1, imali bismo |z|2015 > |z| i |z|2015 > |z|2014, tj.
3|z|2015 > |z|2014 + |z| + 1, xto nije mogu�e. Dakle, iz prethodnog i ovog
zakǉuqka dobijamo |z| = 1.

Primetimo da su za |z| = 1 leva i desna strana obe primeǌene ne-
jednakosti me�usobno jednake, tj. dosti�e se sluqaj jednakosti. Kako
je |z| pozitivan realan broj, u prvoj nejednakosti trougla jednakost se
mo�e dosti�i samo ukoliko su i z2015 i z2014 pozitivni realni brojevi.
No, tada je i z2015

z2014 pozitivan realan broj, tj. z je pozitivan realan broj,
pa sada iz |z| = 1 sledi da je jedino rexeǌe z = 1.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Prvo rexeǌe. Va�i

S = a3 + ab2 + b2 + b− 2a2b− a2

= a3 − a2b− a2 − a2b+ ab2 + ab− ab+ b2 + b = (a2 − ab− b)(a− b− 1).

Treba dokazati S > 0. Iz a > b i a, b ∈ N sledi a−b−1 > 0 i a2−ab−b =
a(a− b)− b > a− b > 0, qime je zadatak rexen.

Drugo rexeǌe. Zapiximo a = b + k (k ∈ N). Uvrxtavaǌem ovoga u
postavǉenu nejednakost i sre�ivaǌem dobijenih izraza ustanovǉavamo
da preostaje jox dokazati nejednakost k3 + bk2 + b − k2 − 2bk > 0. Ona
sledi iz nejednakosti k3−k2 = k2(k−1) > 0 i bk2−2bk+ b = b(k−1)2 > 0,
qime je zadatak rexen.

2. Doka�imo najpre slede�u lemu.
Lema. Neka je dat 4PQR i taqke R1, P1 i Q1 na stranicama PQ, QR

i PR, redom, takve da se prave PP1, QQ1 i RR1 seku u taqki X. Tada
va�i PX

XP1
= PR1

R1Q
+ PQ1

Q1R
.
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Op 2015 4A 2

Dokaz. Primenom Menelajeve teoreme na 4PQP1 i pravu RR1 do-
bijamo P1R

RQ = XP1
PX ·

PR1
R1Q

, a primenom na 4PRP1 i pravu QQ1 dobijamo
P1Q
RQ = XP1

PX ·
PQ1
Q1R

. Sabiraǌem ove dve jednakosti, korix�eǌem qiǌenice
P1R+ P1Q = RQ i sre�ivaǌem dokazujemo lemu.

Sada uzastopnim primeǌivaǌem ove leme na 4ABCn za n = 0, 1, 2 . . .
indukcijom direktno pokazujemo ADn

DnCn
= x+ny; odatle imamo AD2015

D2015C2015
=

x+ 2015y.

3. Oznaqimo sa Sn skup nizova du�ine n qiji su elementi iz skupa
{1, 2, 3} i koji nemaju dve uzastopne jedinice. Ako dva razliqita niza
iz Sn poqiǌu dvojkom, jasno je da preostalih n−1 elemenata tih nizova
qine dva razliqita niza iz Sn−1. Obratno, ako uzmemo dva razliqita
niza iz Sn−1 i dodamo im dvojku na poqetak, dobijamo dva razliqita
niza iz Sn koji poqiǌu dvojkom. Prema tome, nizova iz Sn koji poqiǌu
dvojkom ima |Sn−1|. Na sliqan naqin dobijamo i da nizova iz Sn koji
poqiǌu trojkom ima |Sn−1|.

Ako niz iz Sn poqiǌe jedinicom, drugi element niza mora biti dvoj-
ka ili trojka. Sliqnim zakǉuqivaǌem kao u prethodnim sluqajevima
konstatujemo da nizova iz Sn koji poqiǌu jedinicom ima 2|Sn−2|. Prema
tome, dobijamo |Sn| = 2(|Sn−1|+ |Sn−2|). Sada poqev od |S1| = 3 i |S2| = 8
direktno izraqunavamo |S8| = 3344.

4. Ako va�i f ≡ 0, tvr�eǌe je trivijalno. Pretpostavimo sada
f 6≡ 0, tj. f(a) 6= 0 za neko a. Primetimo da iz f(x1) = f(x2) sledi
x1f(a) = f(af(x1)) = f(af(x2)) = x2f(a), tj. x1 = x2; dakle, funkcija
f je iǌektivna. Daǉe imamo f(f(x)) = f(1 · f(x)) = xf(1); odavde za
x = 1 dobijamo f(f(1)) = f(1), pa zbog iǌektivnosti sledi f(1) = 1 i
onda f(f(x)) = x. Sada imamo f(xy) = f(yf(f(x))) = f(x)f(y), pa odatle
f(−1)2 = f((−1)2) = 1, ali zbog f(−1) 6= f(1) = 1 mora biti f(−1) = −1.
Najzad, f(−x) = f(−1)f(x) = −f(x), qime je zadatak rexen.

5. Definiximo niz (an)∞n=1 rekurzivno na slede�i naqin: a1 = 2 i,
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za n > 2,

an =

8<: (n+ 1)an−1, ako je n+ 1 prost broj;

nan−1, inaqe.

Tvrdimo da za sve n ∈ N va�i ϕ(an) = n!. Dokaz sprovodimo induk-
cijom. Za n = 1 i n = 2 tvr�eǌe oqigledno va�i (ϕ(a1) = ϕ(2) = 1 = 1!
i ϕ(a2) = ϕ(6) = 2 = 2!). Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sve brojeve
maǌe od datog n, n > 3. Ako je n prost broj, tada imamo an = nan−1 =
n2an−2, pri qemu prost broj n ne deli an−2 (zaista, iz definicije po-
smatranog niza oqito je da se prost faktor n prvi put pojavǉuje tek u
an−1); odatle, preko ϕ(n2) = n(n − 1) (jer je n prost broj) i ϕ(an−2) =
(n−2)! (po induktivnoj hipotezi), imamo ϕ(an) = ϕ(n2)ϕ(an−2) = n!. Neka
je sada n slo�en broj. Ukoliko je n+ 1 prost broj, jox lakxe nego ma-
lopre dobijamo ϕ(an) = ϕ((n+1)an−1) = ϕ(n+1)ϕ(an−1) = n · (n− 1)! = n!.
Preostao je sluqaj kada je i n+1 slo�en broj. Neka je n = pα1

1 pα2
2 · · · p

αk
k

prosta faktorizacija broja n. Primetimo da svaki od ovih faktora
pi deli an−1 (ovo sledi iz pi | api−1 i au | av za sve u 6 v). Prema
tome, mo�emo zapisati an = nan−1 = pβ1

1 pβ2
2 · · · p

βk
k q

γ1
1 qγ22 · · · q

γl
l , gde za sve

i, 1 6 i 6 k, va�i βi > αi+1, a sa q1, q2, . . . , ql oznaqeni su prosti faktori
koji dele an−1 ali ne dele n. Najzad izraqunavamo:

ϕ(an) = ϕ(pβ1
1 pβ2

2 · · · p
βk
k q

γ1
1 qγ22 · · · q

γl
l )

= pβ1−1
1 (p1 − 1)pβ2−1

2 (p2 − 1) · · · pβk−1
k (pk − 1)

· qγ1−1
1 (q1 − 1)qγ2−1

2 (q2 − 1) · · · qγl−1
l (ql − 1)

= npβ1−α1−1
1 (p1 − 1)pβ2−α2−1

2 (p2 − 1) · · · pβk−αk−1
k (pk − 1)

· qγ1−1
1 (q1 − 1)qγ2−1

2 (q2 − 1) · · · qγl−1
l (ql − 1)

= nϕ(pβ1−α1
1 pβ2−α2

2 · · · pβk−αkk qγ11 qγ22 · · · q
γl
l ) = nϕ(an−1) = n · (n− 1)!

= n!,

qime je dokaz zavrxen.

Prvi razred – B kategorija

1. Neka je U neki skup takav da su A, B i C ǌegovi podskupovi (na
primer, U = A∪B ∪C). Sa A, B i C oznaqava�emo komplement skupova
A, B i C u odnosu na skup U (tj. A = U \ A i sliqno za B i C). Sada
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imamo:

(A \ (B \ C)) \ (B \ (C \A)) = (A \ (B ∩ C)) \ (B \ (C ∩A))

= (A ∩ (B ∩ C)) \ (B ∩ (C ∩A))

= (A ∩ (B ∩ C)) ∩ (B ∩ (C ∩A))

= (A ∩ (B ∪ C)) ∩ (B ∪ (C ∩A))

= (A ∩ (B ∪ C) ∩B) ∪ (A ∩ (B ∪ C) ∩ C ∩A)

= (A ∩B) ∪ (∅ ∩ (B ∪ C) ∩ C) = (A ∩B) ∪∅

= A ∩B = A \B.

Dakle, poxto va�i B ∩ C ⊆ B, dobijamo A \ (B ∩ C) ⊇ A \B, tj.

A \ (B ∩ C) ⊇ (A \ (B \ C)) \ (B \ (C \A)).

Op 2015 1B 2

2. Za 4ABP i 4BCQ va�i AB ∼= BC,
]APB = ]BQC = 90◦ i ]BAP = 90◦−]ABP =
]CBQ, pa dobijamo 4ABP ∼= 4BCQ; odatle
sledi BP ∼= CQ. Sada za 4BCP i 4CDQ va�i
BC ∼= CD, BP ∼= CQ i ]CBP = 90◦ − ]BCQ =
]DCQ, pa dobijamo 4BCP ∼= 4CDQ. Iz ovoga
sledi CP ∼= DQ, xto je i trebalo dokazati.

3. Primetimo da va�i

ababab = ab0000 + ab00 + ab

= ab · 10000 + ab · 100 + ab = ab · 10101.

Iz 10101 = 91·111 sledi da je broj ababab deǉiv
sa 111. S druge strane, 107 je prost broj koji

ne deli ni 10101, ni ab (zbog ab < 107), pa 107 ne deli ni ababab.

4. Za sve (x, y) ∈ A×A va�i (x, y) ρ (x, y), jer imamo (x2−x2)(y−y) = 0
i 3 | 0. Dakle, relacija ρ jeste refleksivna. Daǉe, za sve (x, y), (z, t) ∈
A×A va�i

(x2 − z2)(y − t) = (−(z2 − x2))(−(t− y)) = (z2 − x2)(t− y),

odakle lako vidimo da va�i (x, y) ρ (z, t) ako i samo ako va�i (z, t) ρ
(x, y), pa dobijamo da relacija ρ jeste simetriqna. Najzad, relacija ρ
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nije tranzitivna: na primer, va�i (1, 2) ρ (3, 2) (jer 3 | (12−32)(2−2) = 0)
i (3, 2) ρ (3, 3) (jer 3 | (32 − 32)(2− 3) = 0), ali (1, 2) nije u relaciji ρ sa
(3, 3) (jer 3 - (12− 32)(22− 32) = 40). Kako ova relacija nije tranzitivna,
ona nije relacija ekvivalencije.

5. Razlikujemo 2 sluqaja. Ako su prva i posledǌa kuglica u nizu
plave, od preostalih 2016 pozicija u nizu treba odabrati 3 na ko-
jima �emo rasporediti bele kuglice (dok na ostalim pozicijama ras-
pore�ujemo plave), xto je mogu�e na

�2016
3

�
= 2016!

3!·2013! = 2016·2015·2014
3! =

336·2015·2014 naqina. U drugom sluqaju, ako su prva i posledǌa kuglica
u nizu bele, na preostalih 2016 mesta imamo taqno jox jednu belu
kuglicu, a ǌu je mogu�e rasporediti na 2016 naqina. Dakle, rexeǌe
zadatka je

336 · 2015 · 2014 + 2016.

Drugi razred – B kategorija

1. Ako va�i p2 + q3 = x2, tj. q3 = x2 − p2 = (x − p)(x + p), onda zbog
x−p < x+p sledi (x−p, x+p) = (1, q3) ili (x−p, x+p) = (q, q2). U prvom
sluqaju dobijamo 2p = q3 − 1 = (q− 1)(q2 + q+ 1), a jedina dva naqina da
se leva strana prika�e kao proizvod dva qinioca su 1 · 2p i 2 · p, xto
vodi do q − 1 ∈ {1, 2}, tj. q ∈ {2, 3}; za q = 2 imamo 2p = 23 − 1 = 7, xto
je nemogu�e, a za q = 3 imamo 2p = 33 − 1 = 26, odakle dobijamo rexeǌe
(p, q) = (13, 3). U drugom sluqaju dobijamo 2p = q2 − q = (q − 1)q, te opet
sledi q = 2 ili q = 3, i ponovo otpada mogu�nost q = 2, dok za q = 3
dobijamo 2p = 32 − 3, pa dobijamo rexeǌe (p, q) = (3, 3). Dakle, imamo
dva rexeǌa: (p, q) ∈ {(13, 3), (3, 3)}.

2. Iz Vijetovih formula za poqetnu jednaqinu va�i x1 + x2 = −1 i
x1x2 = 2015

12 . Sastavi�emo kvadratnu jednaqinu y2 +py+ q = 0 qija rexe-
ǌa zadovoǉavaju y1 = 2x1+1

x1−2 i y2 = 2x2+1
x2−2 . Iz Vijetovih formula za ovu

jednaqinu ima�emo −p = y1 + y2 = 2x1+1
x1−2 + 2x2+1

x2−2 = 4x1x2−3(x1+x2)−4
x1x2−2(x1+x2)+4 =

4· 201512 −3·(−1)−4
2015
12 −2·(−1)+4

= 8048
2087 , tj. p = − 8048

2087 , i q = y1y2 = 2x1+1
x1−2 ·

2x2+1
x2−2 =

4x1x2+2(x1+x2)+1
x1x2−2(x1+x2)+4 = 4· 201512 +2·(−1)+1

2015
12 −2·(−1)+4

= 8048
2087 . Dakle, tra�ena kvadratna je-

dnaqina (jedna od vixe mogu�ih) glasi:

y2 − 8048
2087

y +
8048
2087

= 0.

3. Pera �e iz korpe na kojoj pixe Rajko izvu�i samo jednu vo�ku. Ta
korpa je ili �or�eva (u ǌoj su tada 2 kruxke i 3 jabuke) ili Perina (u
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ǌoj su tada 3 breskve). Ako je Pera izvukao kruxku ili jabuku, jasno je
da je ta korpa �or�eva; tada korpa na kojoj pixe Pera pripada Rajku, a
korpa na kojoj pixe �or�e pripada Peri. Ako je Pera izvukao breskvu,
ta korpa je ǌegova, pa je korpa na kojoj pixe Pera u stvari �or�eva,
a korpa na kojoj pixe �or�e pripada Rajku.

4. Iz jednakosti date u postavci dobijamo:

0 = a3 + b3 + c3 − a2b− ab2 + b2c+ bc2 − a2c− ac2

= a(a2 − b2 − c2) + b(b2 − a2 + c2) + c(c2 + b2 − a2)

= (a− b− c)(a2 − b2 − c2).

Kako su a, b i c stranice trougla, va�i a−b−c < 0. Odatle, da bi gorǌa
jednakost bila ispuǌena, mora va�iti a2 − b2 − c2 = 0, tj. a2 = b2 + c2,
a ovo upravo znaqi da je 4ABC pravougli sa hipotenuzom a.

Op 2015 2B 5

5. Obele�imo uglove u 4ABC sa α,
β i γ. Razmotrimo prvo sluqaj kada se
taqke A1 i C nalaze sa iste strane prave
AB. U tom sluqaju va�i α + β < 90◦, tj.
γ je tup ugao.

Taqke C, A1 i C1 su kolinearne ako
i samo je prava A1C normalna na pravu
AB, tj. ako i samo ako va�i ]ACA1 −
]CAB = 90◦, xto se svodi na 90◦ = (α +
β) + (α+ β)− α = α+ 2β.

Prava AB, simetrala du�i BC i
normala na pravu AC u taqki C seku u
jednoj taqki ako i samo ako je trougao
koji obrazuju prava AB, prava BC i nor-
mala na pravu AC u taqki C jednakokra-
ki s osnovicom BC. Ovo va�i ako i samo
ako va�i γ−90◦ = β, tj. 180◦ = α+β+γ =
α+ β+ β+ 90◦, xto se svodi na 90◦ = α+ 2β. Kako je isti ovaj potreban
i dovoǉan uslov dobijen i u prethodnom pasusu, time je zadatak rexen
u sluqaju kada se taqke A1 i C nalaze sa iste strane prave AB.

Sluqaj kada se taqke A1 i C nalaze sa raznih strana prave AB
rexava se na sliqan naqin.
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Tre�i razred – B kategorija

1. Prvo rexeǌe. Neka je taqka (x0, y0) zajedniqka za posmatrane
grafike, gde va�i x0, y0 > 0. Tada imamo y0 = ax0 + b, y0 = bx0 + c i
y0 = cx0 + a. U sluqaju da va�i a = b, iz ax0 + b = y0 = bx0 + c dobijamo
b = c, tj. a = b = c, xto je i trebalo dokazati. Pretpostavimo sada a 6= b.
Razmotrimo najpre sluqaj a < b. Tada iz ax0 < bx0 i ax0+b = y0 = bx0+c
dobijamo b > c, a potom iz bx0 > cx0 i bx0 + c = y0 = cx0 + a dobijamo
c < a, tj. sve zajedno c < a < b, no sada iz y0 = cx0 + a < ax0 + b = y0
imamo kontradikciju. Najzad, ako je ispuǌeno a > b, tada ponovo imamo
kontradikciju na potpuno analogan naqin, qime je zadatak rexen.

Drugo rexeǌe. Iz jednakosti ax0 + b = bx0 + c, bx0 + c = cx0 + a i
cx0+a = ax0+b dobijamo (a−b)x0 = c−b, (c−b)x0 = c−a i (c−a)x0 = b−a,
a odavde daǉe sledi b− a = (c− a)x0 = (c− b)x2

0 = (a− b)x3
0, xto se mo�e

zapisati i kao (a−b)(x3
0+1) = 0. Kako va�i x3

0+1 > 0, dobijamo a−b = 0,
tj. a = b. Analogno se dokazuje i b = c.

(Za zainteresovane uqenike, napomenimo da se zadatak mo�e rexiti
i bez uslova da taqka (x0, y0) pripada prvom kvadrantu. Naime, gorǌe
rexeǌe funkcionixe u svim sluqajevima osim u sluqaju x3

0 + 1 = 0,
tj. x0 = −1, ali tada se posmatrane jednakosti svode na y0 = −a + b,
y0 = −b+ c i y0 = −c+ a, a odavde opet lako sledi a = b = c.)

2. Zapiximo 2016 = abc, gde je a jednocifren, b dvocifren a c tro-
cifren broj. Pretpostavimo a > 2. Tada imamo bc 6 1008, no kako je na-
jmaǌi dvocifren delilac broja 2016 broj 12, sledi bc > 12 · 100 = 1200,
kontradikcija. Dakle a = 1. Prona�imo prvih nekoliko dvocifrenih
delilaca broja 2016: 12, 14, 16, 18, 21 . . . (oni se mogu dobiti iz proste
faktorizacije broja 2016: 2016 = 25 · 32 · 7). Za b = 12 imamo c = 168; za
b = 14 imamo c = 144; za b = 16 imamo 126; za b = 18 imamo c = 112. Time
smo naxli zasad 4 tra�ena predstavǉaǌa. Za b > 21 imamo c 6 2016

21 = 96,
tj. c nije vixe trocifren broj. Dakle, tra�eni broj naqina iznosi 4.

Op 2015 3B 4

3. Koriste�i formulu cos 2x =
1 − 2 sin2 x, naxa nejednaqina postaje
− sin2 x + 6 sinx − 5 > 0. Uvo�eǌem smene
t = sinx i rexavaǌem po t dobijamo rex-
eǌe t ∈ (1, 5). No, kako imamo ograniqeǌe
−1 6 sinx 6 1, jasno da ni za koje x ne
dobijamo sinx u tra�enom intervalu, pa
poqetna nejednaqina nema rexeǌa.

4. Dovoǉno je dokazati da su 4ACD
i 4BCD pravougli sa hipotenuzom CD
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(zaista, tada sfera s centrom u sredixtu du�i CD i preqnikom CD
prolazi kroz taqke A i B, xto je i trebalo dokazati). Kako je ivica
AD normalna na ravan ABC, dobijamo AD ⊥ AC, odakle je 4ACD za-
ista pravougli. Daǉe, ponovo iz ortogonalnosti du�i AD na ravan
ABC dobijamo i da su ravni ABD i ABC me�usobno normalne, xto uz
ortogonalnost ravni BCD i ABD (datu u postavci) vodi do zakǉuqka
da je ivica BC normalna na ravan ABD (ovo sledi jer se ravni ABC
i BCD seku po pravoj BC). No, odavde imamo BC ⊥ BD, pa je i 4BCD
pravougli, qime je dokaz zavrxen.

5. Rastavimo n9 − n3 = n3(n3 − 1)(n3 + 1). Kubovi celih brojeva pri
deǉeǌu sa 7 mogu davati slede�e ostatke: 03 = 0, (±1)3 = ±1, (±2)3 =
±8 ≡ ±1 (mod 7) ili (±3)3 = ±27 ≡ ∓1 (mod 7), tj. 0, 1 ili −1, odakle
sledi da je broj n3(n3 − 1)(n3 + 1) uvek deǉiv sa 7. Sliqno utvr�ujemo
da kubovi celih brojeva pri deǉeǌu sa 9 mogu davati samo ostatke 0, 1
ili −1, odakle sledi da je broj n3(n3−1)(n3+1) uvek deǉiv sa 9. Dakle,
da bi taj broj bio deǉiv sa 2016, dovoǉno je ispitati kada je deǉiv sa
2016
7·9 , tj. sa 32.
Ako je n paran broj, tada su n3−1 i n3 +1 neparni, pa je posmatrani

broj deǉiv sa 32 ako i samo ako 32 | n3, a xto je ispuǌeno ako i samo ako
4 | n. Ako je n neparan broj, tada su n3−1 i n3+1 parni, od qega je jedan
deǉiv sa 2 ali ne i sa 4, pa drugi onda mora biti deǉiv sa 16 (da bismo
imali �eǉenu deǉivost sa 32), a rastavǉaǌem n3−1 = (n−1)(n2 +n+1)
i n3 + 1 = (n + 1)(n2 − n + 1) i uoqavaǌem da su n2 + n + 1 i n2 − n + 1
neparni brojevi, dolazimo do uslova 16 | n−1 ili 16 | n+1. Sve zajedno,
posmatrani broj je deǉiv sa 32 ako i samo ako pri deǉeǌu sa 16 daje
neki od ostataka 0, 4, 8, 12, 1 ili −1. Odatle, na svakih 16 uzastopnih
prirodnih brojeva imamo taqno 6 za koje va�i 32 | n9 − n3 (a time i
2016 | n9 − n3), pa brojeva tra�enih u postavci ima 2016

16 · 6 = 756.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Kvadrati celih brojeva pri deǉeǌu sa 8 mogu davati slede�e
ostatke: 02 = 0, (±1)2 = 1, (±2)2 = 4, (±3)2 = 9 ≡ 1 (mod 8) ili 42 =
16 ≡ 0 (mod 8), tj. 0, 1 ili 4. Ako bi tra�eni brojevi postojali, iz
a2−2015b2−8c ≡ a2 +b2 (mod 8) i 14 ≡ 6 (mod 8) dobili bismo a2 +b2 ≡ 6
(mod 8), ali ovo nije mogu�e posti�i ukoliko a2 i b2 uzimaju vrednosti
0, 1 ili 4 (po modulu 8). Dakle, tra�eni brojevi ne postoje.

2. Obojimo prvih 2015 stolica proizvoǉno. U taqno jednom od dva
mogu�a bojeǌa preostale stolice broj plavih stolica bi�e paran. Zato
je tra�eni broj 22015.
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3. Primetimo prvo:

x

ctg x
− k

sin 2x
=

x
cos x
sin x

− k

sin 2x
=
x sinx
cosx

− k

sin 2x
=

2x sin2 x

2 sin cosx
− k

sin 2x

=
2x sin2 x− k

sin 2x
.

Kada x→ π
2 , imenilac ovog razlomka te�i 0, a za k 6= π brojilac ne te�i

0, pa izraz tada ne mo�e imati konaqnu graniqnu vrednost. Ostaje da
proverimo sluqaj k = π. Ispuǌeni su uslovi za primenu Lopitalovog
pravila, pa tada imamo:

lim
x→π

2

2x sin2 x− π
sin 2x

= lim
x→π

2

2 sin2 x+ 4x sinx cosx
2 cos 2x

=
2 + 0
−2

= −1.

Dakle k = π je jedina vrednost parametra k za koju je ova graniqna
vrednost konaqna.

4. Oqito je leva strana > 1, a desna 6 1, pa da bi va�ila jednakost,
mora biti sin ax = 0 i cosx = 1. Odatle sledi ax = mπ i x = 2kπ za
neke m, k ∈ Z. Jedno rexeǌe je uvek x = 0. Da ne bi postojalo nijedno
drugo, ne sme va�iti jednakost m = 2ak ni za koje cele brojeve m i
k, k 6= 0. Ako bi parametar a bio racionalan, broj 2ak �e biti ceo za
neko k, pa tada posmatrana jednaqina ima vixe rexeǌa. Ako je broj a

Op 2015 4B 5

iracionalan, tada
je i broj 2ak ira-
cionalan za svaki
ceo broj k 6= 0, pa
ne mo�e biti ceo,
xto smo i �eleli da
postignemo. Dakle,
posmatrana jednaqi-
na ima jedinstveno
rexeǌe ako i samo
ako je a iraciona-
lan broj.

5. Neka je r tra-
�eni polupreqnik.
Oznaqimo kru�nicu
iz postavke s polu-
preqnikom r1 sa k1
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(C ∈ k1), i neka je ǌen centar taqka O1; drugu kru�nicu oznaqimo sa
k2 (D ∈ k2) i neka je ǌen centar taqka O2. Oznaqimo jox ]AO1C = 2α
i ]AO2D = 2β. Tada va�i ]ACD = α i ]ADC = β. Iz sinusne teo-
reme primeǌene na 4ACD dobijamo AC

sin β = AD
sinα = 2r, a iz jednakokrakih

4AO1C i 4AO2D imamo AC = 2r1 sinα i AD = 2r2 sinβ. Iz svega toga
dobijamo

r2 =
AC

2 sinβ
· AD

2 sinα
=

2r1 sinα · 2r2 sinβ
4 sinβ sinα

= r1r2,

tj. r =
√
r1r2.

REXEǋA ZADATAKA SA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 23. 1. 2016.

Prvi razred – A kategorija

1. Jednakost 7·2n+1 = x2 transformixemo u oblik 7·2n = (x−1)(x+1).
Poxto su brojevi x − 1 i x + 1 iste parnosti i taqno jedan od ǌih je
deǉiv sa 4, dobijamo {x − 1, x + 1} = {2, 7 · 2n−1} ili {x − 1, x + 1} =
{2n−1, 14}. Kako oqigledno va�i 2 < 7 · 2n−1, u prvom sluqaju odmah
imamo x − 1 = 2, odakle daǉe dobijamo 4 = x + 1 = 7 · 2n−1, xto je
nemogu�e. U drugom sluqaju razlikujemo dve mogu�nosti. Ukoliko va�i
x+ 1 = 14, tada imamo 12 = x− 1 = 2n−1, xto je nemogu�e. Ukoliko pak
va�i x− 1 = 14, tada sledi 16 = x+ 1 = 2n−1, odakle direktno dobijamo
jedino rexeǌe n = 5.

Ok 2016 1A 2

2. Neka se prave AD i BC seku
u taqki Q. Neka je E sredixte
stranice CD a F i G sredixta di-
jagonala AC i BD, redom. Tada je
EF sredǌa linija 4ACD, pa va�i
EF ‖ AD i EF ∼= 1

2AD. Sliqno, EG
je sredǌa linija 4BCD, pa va�i
EG ‖ BC i EG ∼= 1

2BC. Sada imamo
EF ∼= 1

2AD
∼= 1

2BC
∼= EG i ]FEG =

]AQB = 180◦ − (]BAD + ]ABC) =
180◦ − 120◦ = 60◦, odakle sledi da
je 4EFG jednakostraniqan.

3. Oznaqimo date brojeve sa
x1, x2, x3, . . . , x200, redom po krugu, i
neka va�i x1 = 3. Iz nejednakosti
x1 +x2 +x3 6 3 i x199 +x200 +x1 6 3 dobijamo x2 +x3 6 0 i x199 +x200 6 0.
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Odatle sledi x4 + x5 + · · · + x197 + x198 > 197 (budu�i da je zbir svih
posmatranih brojeva jednak 200). S druge strane, imamo

x4 + x5 + · · ·+ x197 + x198 = (x4 + x5 + x6) + · · ·+ (x196 + x197 + x198)

6 3 + 3 + · · ·+ 3| {z }
65 puta

= 195.

Iz dobijene kontradikcije sledi da uslove iz postavke nije mogu�e
ispuniti.

4. a) Odgovor je ne. Kako je ukupan broj jedinica u svim kolonama
isti kao ukupan broj jedinica u svim vrstama, onih brojeva i za koje je
razlika broja jedinica u i-toj vrsti i i-toj koloni jednaka 1 ima isto
kao i onih brojeva i za koje je ova razlika jednaka −1; dakle, ne mo�e
ukupno biti 2015 vrednosti i koje zadovoǉavaju neki od ova dva uslova.

b) Odgovor je da. Popunimo tablicu na slede�i naqin: upixemo
jedinice u presek vrste 2j − 1 i kolone 2j za sve j, 1 6 j 6 1008, a
na sva ostala mesta upixemo nule. Zaista, tada za sve neparne i u
i-toj vrsti imamo jednu jedinicu a u i-toj koloni nemamo nijednu, pa
posmatrana razlika iznosi 1, a za sve parne i u i-toj vrsti nemamo
nijednu jedinicu a u i-toj koloni imamo jednu, pa posmatrana razlika
iznosi −1, tj. apsolutna vrednost je opet 1.

Ok 2016 1A 5

5. Oznaqimo sa A1 sredixte
du�i BC, a sa A′′1 sredixte du�i
AA′′. Iz uslova BA′ = A′′C za-
kǉuqujemo da je A1 ujedno i sre-
dixte du�i A′A′′, pa poxto T deli
du� AA1 u odnosu 2 : 1, sledi da
je T ujedno i te�ixte 4AA′A′′,
odakle dobijamo T ∈ A′A′′1 .

Prema tome, N je preseqna
taqka poluprave A′′1A

′ sa kru�ni-
com opisanom oko 4ABC. Prave
A′′1A

′ i A′′1A
′′ su simetriqne u

odnosu na A′′1A1. Taqke B i C su
tako�e simetriqne u odnosu na
pravu A′′1A1. Na osnovu toga za-
kǉuqujemo BM = NC i BMNC je
jednakokraki trapez, iz qega sledi
tra�eno tvr�eǌe.
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Drugi razred – A kategorija

1. a) Oqigledno su obe strane pozitivne, pa je dovoǉno proveriti
jednakost nakon kvadriraǌa. Nakon kvadriraǌa leva strana postaje
a±
√
b, a desnu transformixemo na slede�i naqin:

a+
√
a2 − b
2

± 2

Ê
a+
√
a2 − b
2

Ê
a−
√
a2 − b
2

+
a−
√
a2 − b
2

= a±
È
a2 − (a2 − b) = a±

√
b.

Time je jednakost dokazana.
b) Koriste�i rezultat pod a), izraz transformixemo na slede�i

naqin:

5 +
√

3
√

2 +
È

2 +
√

3
· 2√

6
+

5−
√

3
√

2 +
È

2−
√

3
· 1√

6

=
5 +
√

3
√

2 +
È

2+
√

22−3
2 +

È
2−
√

22−3
2

· 2√
6

+
5−
√

3
√

2 +
È

2+
√

22−3
2 −

È
2−
√

22−3
2

· 1√
6

=
5 +
√

3
√

2 +
È

3
2 +

È
1
2

· 2√
6

+
5−
√

3
√

2 +
È

3
2 −

È
1
2

· 1√
6

=
5 +
√

3
2 +
√

3 + 1
· 2√

3
+

5−
√

3
2 +
√

3− 1
· 1√

3

=
(5 +

√
3)(3−

√
3)

9− 3
· 2√

3
+

(5−
√

3)(1−
√

3)
1− 3

· 1√
3

=
12− 2

√
3

6
· 2√

3
− 8− 6

√
3

2
· 1√

3
=

12− 2
√

3− 3 · (4− 3
√

3)
3
√

3
=

7
√

3
3
√

3
=

7
3
.

Dakle, posmatrani broj je racionalan.

2. Prvo rexeǌe. Pri deǉeǌu sa 7 potpun kvadrat mo�e imati samo
ostatke 0, 1, 2 i 4. Ukoliko va�i n ≥ 7, tada n! − 44 daje ostatak 5
po modulu 7. Dakle, n! − 44 nije potpun kvadrat za n ≥ 7. Sada se
proverom jednostavno dobija da je n = 6 jedino rexeǌe (tada imamo
6!− 44 = 676 = 262).

Drugo rexeǌe. Za n> 8 va�i 25 | n!, tj. n! = 32m. Tada, ako je n!− 44
potpun kvadrat, onda je potpun kvadrat i n!−44

4 = 8m− 11 = 8(m− 2) + 5,
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ali ovo je nemogu�e jer potpun kvadrat ne mo�e davati ostatak 5 pri
deǉeǌu sa 8. Prema tome, mora va�iti n 6 7. Direktnim isprobavaǌem
nalazimo da je jedino rexeǌe n = 6.

3. Pretpostavimo, bez umaǌeǌa opxtosti, a>b. Diskriminanta prve
jednaqine iznosi a2 − 4a − 4b. Prema uslovu zadatka, ova vrednost je
potpun kvadrat, recimo d2

1. Primetimo da je d2
1 iste parnosti kao a2 i

da pritom va�i d2
1 < (a − 2)2, pa odatle dobijamo d2

1 6 (a − 4)2, xto se
svodi na a2 − 4a− 4b 6 (a− 4)2, a ovo je ekvivalentno sa a− b6 4. Sada
mo�emo razlikovati pet mogu�nosti. Pre ǌih, primetimo da va�i d2

1 =
a2−4a−4b = (a−4)2−4(4−a+b), odakle dobijamo (a−4−d1)(a−4+d1) =
4(4− (a− b)).
• U sluqaju a−b = 0 imamo (a−4−d1)(a−4+d1) = 16. Dakle, na levoj
strani je proizvod 2 · 8 ili 4 · 4 (ne mo�e biti 1 · 16 jer qinioci
moraju biti iste parnosti), pa dobijamo a = 9 (i b = 9) ili a = 8
(i b = 8).

• U sluqaju a − b = 1 imamo (a − 4 − d1)(a − 4 + d1) = 12. Dakle, na
levoj strani je proizvod 2 · 6, pa dobijamo a = 8, ali proveravamo
da par (a, b) = (8, 7) nije rexeǌe.

• U sluqaju a − b = 2 imamo (a − 4 − d1)(a − 4 + d1) = 8. Dakle, na
levoj strani je proizvod 2 · 4, pa dobijamo a = 7, ali proveravamo
da par (a, b) = (7, 5) nije rexeǌe.

• U sluqaju a − b = 3 imamo (a − 4 − d1)(a − 4 + d1) = 4. Dakle, na
levoj strani je proizvod 2 · 2, pa dobijamo a = 6, ali proveravamo
da par (a, b) = (6, 3) nije rexeǌe.

• U sluqaju a − b = 4 imamo (a − 4 − d1)(a − 4 + d1) = 0, xto ne
daje korisne zakǉuqke. Ako sa d2

2 oznaqimo diskriminantu druge
jednaqine (d2 ∈ Z), imamo d2

2 = b2− 4a− 4b = (a− 4)2− 4a− 4(a− 4) =
a2− 16a+32 = (a− 8)2 +32, odakle sledi (a− 8− d2)(a− 8+ d2) = 32.
Dakle, na levoj strani je proizvod 2·16 ili 4·8, pa dobijamo a = 17
(i b = 13) ili a = 14 (i b = 10).

Prema svemu do sada, skup rexeǌa je:

(a, b) ∈ {(8, 8), (9, 9), (10, 14), (14, 10), (13, 17), (17, 13)}.

4. Doka�imo prvo da su prave BD i CE normalne. Zaista, ako sa β
i γ oznaqimo uglove kod temena B i C u 4ABC, direktno izraqunavamo
]BCE + ]CBD = (γ − (45◦ − α

2 )) + (β − (45◦ − α
2 )) = α+ β + γ − 90◦ = 90◦,

odakle sledi tvr�eǌe.
Pretpostavimo da prava DE dodiruje kru�nicu upisanu u 4ABC.

Doka�imo da tada va�i BC = CD ili BC = BE. Pretpostavimo BC 6=
CD. Qetvorougao BCDE je tangentan, pa va�i BC+DE = BE+CD, tj.
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Ok 2016 2A 4

BC − CD = BE − DE. Daǉe,
iz BD⊥CE sledi BC2 + DE2 =
BE2 + CD2, xto je ekvivalentno
sa BC2 − CD2 = BE2 − DE2, tj.
(BC − CD)(BC + CD) = (BE −
DE)(BE + DE), pa kako po pret-
postavci imamo BC 6= CD, na
osnovu ove i prethodne jednakosti
nakon skra�ivaǌa ostaje BC +
CD = BE +DE. Sabiraǌem ovoga
sa BC − CD = BE − DE dobijamo
2BC = 2BE, tj. BC = BE, qime je
tvr�eǌe pokazano. Prema tome, ukoliko va�i, bez umaǌeǌa opxtosti,
BC = BE, tada je BD simetrala ]EBC (jer je to visina jednakokrakog
trougla), pa imamo β = 2]ABD = 2(45◦ − α

2 ) = 90◦ − α, tj. γ = 90◦, xto
je i trebalo pokazati.

Pretpostavimo sada da je 4ABC pravougli. Ne umaǌuju�i opxtost,
uzmimo γ = 90◦. Tada imamo ]CBD = 90◦ − ]CDB = 90◦ − (]BAD +
]ABD) = 90◦ − (α + (45◦ − α

2 )) = 45◦ − α
2 = ]ABD, tj. BD je simetrala

]ABC. Iz BD⊥CE sledi da su taqke C i E simetriqne u odnosu na
pravu BD. Odatle su i prave DC i DE simetriqne u odnosu na BD, pa
kako DC dodiruje upisanu kru�nicu, sledi da i DE dodiruje upisanu
kru�nicu.

5. Posmatrajmo najve�u takvu grupu uqenika G. Poxto se vixe ni-
jedan uqenik ne mo�e ubaciti u tu grupu, svi ostali su ili primili
svesku od nekog iz G (skup takvih uqenika zovemo A), ili dali svesku
nekome u G (skup takvih uqenika zovemo B). Pritom, naravno, skupovi
A i B ne moraju biti disjunktni.

Oqigledno va�i |A|6 |G|. S druge strane, u grupi B nijedan uqenik
nije dao svesku drugome unutar iste grupe, pa zbog maksimalnosti
grupe G mora va�iti |B| 6 |G|. Prema tome, 16 6 |G| + |A| + |B| 6 3|G|,
odakle sledi |G|> 6.

Tre�i razred – A kategorija

1. Prvo rexeǌe. Za x = 1 postavǉena jednakost se svodi na y2 + 11y−
2027 = 0. Diskriminanta ove kvadratne jednaqine iznosi 112 +4 · 2027 =
8229, xto nije potpun kvadrat (broj 8229 je deǉiv sa 3, ali nije sa 9).
Nadaǉe pretpostavǉamo x > 2.

Va�i

2015 = 11x2y+y2−11x2−1 = 11x2y−11x2+y2−y+y−1 = (11x2+y+1)(y−1).
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Iz x > 2 sledi 11x2+y+1 > 46, tj. y−1 6 43. Poxto y−1 | 2015, dobijamo
y − 1 ∈ {1, 5, 13, 31}. Za y − 1 = 1 imamo 2015 = 11x2 + y + 1 = 11x2 + 3, pa
ovde nema rexeǌa. Za y−1 = 5 imamo 403 = 11x2+y+1 = 11x2+7, pa ovde
dobijamo rexeǌe (x, y) = (6, 6). Za y − 1 = 13 imamo 155 = 11x2 + y + 1 =
11x2 + 15, pa ovde nema rexeǌa. Za y − 1 = 31 imamo 65 = 11x2 + y + 1 =
11x2 + 33, pa ovde nema rexeǌa.

Dakle, jedino rexeǌe zadatka je par (x, y) = (6, 6).

Drugo rexeǌe. Kako oqigledno va�i 11x2y>11x2, na osnovu jednakosti
iz postavke dobijamo y2 6 2016, tj. y 6 44. Tako�e imamo y2 ≡ 2016 ≡
3 (mod 11), odakle sledi y ≡ ±5 (mod 11) (xto nalazimo direktnom
proverom mogu�ih ostataka po modulu 11). Poxto iz polazne jednakosti

imamo x =
q

2016−y2

11(y−1) , pravolinijskim isprobavaǌem mogu�ih vrednosti

y ∈ {5, 6, 16, 17, 27, 28, 38, 39} nalazimo da je x ceo broj jedino za y = 6,
naime x = 6. Dakle, (x, y) = (6, 6) je jedino rexeǌe.

2. Prvo rexeǌe. Doka�imo najpre da je uslov iz zadatka dovoǉno
proveravati samo za d ∈ {2, 3, 7}. Na osnovu faktorizacije 2016 = 25 ·
32 · 7 prime�ujemo da mora va�iti a 6≡ b (mod 2), a 6≡ b (mod 3) i a 6≡ b
(mod 7), ali to je i dovoǉno, budu�i da je svaki pravi delilac d broja
2016 oblika 2x3y7z pri qemu je bar jedan od brojeva x, y, z ve�i od 0, pa
onda dobijamo a 6≡ b (mod 2x3y7z). Prvo broj a mo�emo izabrati na 2016
naqina, a daǉe raqunamo broj brojeva b izme�u 1 i 2016 za koje va�i bar
jedna od kongruencija a ≡ b (mod 2), a ≡ b (mod 3) ili a ≡ b (mod 7). Ovo
radimo primenom principa ukǉuqeǌa-iskǉuqeǌa, i dobijamo rezultat

2016
2

+
2016

3
+

2016
7
− 2016

6
− 2016

14
− 2016

21
+

2016
42

= 1440.

Dakle, broj brojeva b za koje ne va�i nijedna od ovih kongruencija (pri
qemu je a fiksiran) iznosi 2016−1440 = 576, pa je broj parova tra�enih
u postavci jednak 2016 · 576.

Drugo rexeǌe. Broj naqina za odabir broja b (nakon xto odaberemo
broj a) mo�e se izraqunati i drugaqije. Naime, uslovi a 6≡ b (mod 2),
a 6≡ b (mod 3) i a 6≡ b (mod 7) ekvivalentni su sa NZD(a − b, 2016) = 1.
Kako razlike a − 1, a − 2, . . . , a − 2016 qine potpun sistem ostataka po
modulu 2016, me�u ǌima ima taqno ϕ(2016) = 2016(1− 1

2 )(1− 1
3 )(1− 1

7 ) = 576
onih koje ispuǌavaju tra�eni uslov. Sledi da se b mo�e odabrati na
576 naqina (za dato a), pa je broj tra�enih parova jednak 2016 · 576.

3. Qam
ije treba da se dogovore na slede�i naqin: svaki qam
ija
ima�e odre�enu svoju brzinu kretaǌa, pri qemu su svake dve brzine
me�usobno razliqite (npr. brzine mogu biti 1

2016
m
s ,

2
2016

m
s ,

3
2016

m
s , . . . ,
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1 m
s ). Qam
ije koje budu izabrane potom treba da se kre�u po slede�em

obrascu: najpre idu 1 sekund uzvodno, potom 2 sekunda nizvodno, onda 3
sekunda opet uzvodno, zatim 4 sekunda nizvodno i tako daǉe (naravno,
svaki od ǌih kre�e se ,,svojom“ brzinom, prema prethodnom dogovoru).
Doka�imo da �e se oni zaista susresti na ovaj naqin. Postavimo refe-
rentan sistem vezan za jednog od ǌih dvojice. Kako se qam
ije u svakom
trenutku kre�u u istom smeru (budu�i da obojica prate isti, opisani
obrazac kretaǌa) ali razliqitim, konstantnim brzinama, u postav-
ǉenom referentnom sistemu jedan qam
ija miruje (jer je referentni
sistem vezan za ǌega) a drugi se kre�e konstantnom brzinom, meǌaju-
�i smer kao u opisanom obrascu. Me�utim, primetimo da je opisani
obrazac kretaǌa tako koncipiran da �e qam
ija koji po ǌemu postupa,
ma kojom se brzinom kretao, sti�i do proizvoǉne taqke na reci nakon
konaqnog vremena. Prema tome, qam
ije �e se susresti nakon konaqnog
vremena.

Ok 2016 3A 4

4. Neka je taqka N si-
metriqna taqki M u odnosu
na pravu BC. Posmatra-
jmo taqku N ′ na polupravoj
DA za koju va�i DN ′ ·
DA = DB2 = DC2. Tada
imamo 4DBN ′ ∼ 4DAB i
4DCN ′ ∼ 4DAC. Sledi
]BN ′D = ]ABD = ]BMD =
]BND i sliqno ]CN ′D =
]CND, pa zakǉuqujemo N ′ ≡
N , xto zavrxava dokaz.

5. Za poqetak, iz drugog
uslova imamo f(0) = 2f(0),
xto daje f(0) = 0. Oznaqimo
g(n) = f(2n + 1) − f(2n). Iz

tre�eg uslova dobijamo f(4n + 1) − 2f(2n) = f(2n + 1) − f(2n); desna
strana iznosi g(n), a iz drugog uslova vidimo da je leva strana jedna-
ka f(4n+ 1)− f(4n), tj. g(2n), pa smo dobili jednakost

g(2n) = g(n).

Iz tre�eg uslova tako�e dobijamo f(4n+3)−2f(2n+1) = f(2n)−f(2n+1);
desna strana iznosi −g(n), a iz drugog uslova vidimo da je leva strana
jednaka f(4n+ 3)− f(4n+ 2), tj. g(2n+ 1), pa smo dobili jednakost

g(2n+ 1) = −g(n).
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Najzad, imamo i g(0) = f(1) − f(0) = 1 − 0 = 1. Prema svemu do sada
mo�emo lako uoqiti da va�i g(n) = (−1)e(n), gde je e(n) broj jedinica u
binarnom zapisu broja n.

Uzmimo sada n = 2i0 + 2i1 + · · ·+ 2ik , gde su i0 > i1 > · · · > ik > 0 celi
brojevi. Po prethodnom dobijamo

f(n) = 2ikf
� n

2ik

�
= 2ikf

� n

2ik
− 1
�

+ 2ik(−1)k = f(n− 2ik) + 2ik(−1)k.

Nastavǉaju�i ovaj postupak dobijamo

f(n) = 2i0 − 2i1 + 2i2 − · · ·+ 2ik(−1)k.

Iz nejednakosti 2i0 + 2i1 6 3(2i0 − 2i1), 2i2 + 2i3 6 3(2i2 − 2i3) itd. sabi-
raǌem odmah sledi tra�eno tvr�eǌe. Jednakost se dosti�e kad god je
ispuǌeno 2 - k i i0 − i1 = i2 − i3 = · · · = ik−1 − ik = 1, tj. kada su jedinice
u binarnom zapisu broja n grupisane u blokove parne du�ine.

Qetvrti razred – A kategorija

1. a) Oznaqimo P (x) = (x + 1)n − xn − 1. Neka je ε nula polinoma
x2 + x + 1. Primetimo da va�i ε3 − 1 = (ε − 1)(ε2 + ε + 1) = 0, tj. ε3 = 1.
Imamo

P (ε) = (ε+ 1)n − εn − 1 = (−ε2)n − εn − 1 = (−1)nε2n − εn − 1.

Dakle, poxto je za 3 | n ispuǌeno εn = 1, tada dobijamo P (ε) = (−1)n −
2 6= 0, pa u tom sluqaju x2 + x + 1 - P (x). S druge strane, za 3 - n
imamo {1, εn, ε2n} = {1, ε, ε2}, pa sledi P (ε) = (1 + (−1)n)ε2n − ε2n − εn −
1 = (1 + (−1)n)ε2n, xto je jednako 0 ako i samo ako 2 - n. Prema tome,
x2 + x+ 1 | P (x) ako i samo ako va�i n ≡ ±1 (mod 6).

b) Da bi tra�eni uslov bio ispuǌen, prema delu a) mora va�iti
n ≡ ±1 (mod 6). U tom sluqaju imamo P ′(ε) = n(ε + 1)n−1 − nεn−1 =
n(−ε2)n−1 − nεn−1 = nεn−1(εn−1 − 1), pa je ε dvostruka nula polinoma
P ako i samo ako va�i jox 3 | n − 1. Prema tome, ovde su odgovor svi
prirodni brojevi n za koje va�i n ≡ 1 (mod 6).

2. Va�i
1
p

+
2

p+ q
+

101
p+ q + r

=
(p+ q)(p+ q + r) + 2p(p+ q + r) + 101p(p+ q)

p(p+ q)(p+ q + r)
,

pa je tra�eni uslov ekvivalentan sa p(p+ q)(p+ q+ r) | (p+ q)(p+ q+ r)+
2p(p+q+r)+101p(p+q). Specijalno, va�i p+q | 2p(p+q+r) = 2p(p+q)+2pr,
pa i p + q | 2pr. Kako p - p + q (u suprotnom p | q, xto je nemogu�e),
zakǉuqujemo p + q | 2r, tj. p + q = r ili p + q = 2r. Razmotrimo ova dva
sluqaja.
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• p+ q = r:
Poqetna deǉivost se tada svodi na 2pr2 | 2r2 + 105pr, tj. 2pr |
2r + 105p. Odavde dobijamo p | 2r i r | 105p, pa sledi p = 2 i
r ∈ {5, 7}. Tako dobijamo trojke (p, q, r) ∈ {(2, 3, 5), (2, 5, 7)}, za koje
direktno proveravamo da jesu rexeǌa.

• p+ q = 2r:
Poqetna deǉivost se tada svodi na 6pr2 | 6r2 + 208pr, tj. 3pr |
3r + 104p. Odavde dobijamo p | 3r i r | 104p, pa sledi p = 3 i r = 13
(nemogu�e je r = 2). Tako dobijamo trojku (p, q, r) = (3, 23, 13), za
koju direktno proveravamo da jeste rexeǌe.

Dakle, ukupno imamo tri rexeǌa: (p, q, r) ∈ {(2, 3, 5), (2, 5, 7), (3, 23, 13)}.

Ok 2016 4A 3

3. Neka je sa spoǉne strane kvadrata
ABCD konstruisan jednakostraniqan 4ABE.
Iz Ptolomejeve nejednakosti imamo AX ·BE+
BX · AE > EX · AB, tj. AX + BX > EX, pri
qemu se jednakost dosti�e ako i samo ako je
AXBE tetivan qetvorougao, tj. ako i samo
ako je taqka E na kra�em luku ÷AB kru�nice
opisane oko 4ABC. Daǉe, oqigledno imamo
EX + d(X,CD) > EF , gde je F sredixte CD
(i ujedno podno�je normale iz E na CD), gde
se jednakost dosti�e ako i samo ako je X na
du�i EF . Sveukupno,

AX +BX + d(X,CD) > EX + d(X,CD)

> EF = 1 +
√

3
2
,

pri qemu se ova vrednost dosti�e kada je
taqka X sredixte kra�eg luka ÷AB.

4. Odgovor je negativan. Odaberimo N = p2
1p

2
2 · · · p2

2017, gde su
p1, p2, ..., p2017 razliqiti prosti brojevi (npr. prvih 2017). U bilo kom
nizu od N uzastopnih prirodnih brojeva pojavǉuju se svi ostaci po
modulu N , pa neki broj n me�u tih N daje ostatak p1p2 · · · p2017 pri
deǉeǌu sa N . No, tada za ǌega va�i f(n) > 2017 (svi prosti faktori
p1, p2, . . . , p2017 pojavǉuju se s eksponentom 1, jer je za sve te proste bro-
jeve n deǉiv sa pi ali nije sa p2

i ).

5. Oznaqimo sa x i x+1 pozicije la�nih novqi�a. Odgovor na pitaǌe
o skupu novqi�a A je broj |A ∩ {x, x + 1}|, koji mo�e da bude 0, 1 ili
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2. Dakle, pozicije novqi�a mo�emo odrediti ako i samo ako postoje
skupovi A1 i A2 takvi da su parovi px = (|A1∩{x, x+1}|, |A2∩{x, x+1}|)
me�usobno razliqiti za x = 1, 2, 3, . . . , 9.

a) Mogu�e je. To mo�emo posti�i npr. odabirom skupova A1 =
{1, 2, 3, 7, 8} i A2 = {1, 5, 6, 7, 8}.

b) Nije mogu�e. Mogu�ih parova px ima 9, pa za tra�eni pogodan
odabir skupova A1 i A2 svi ovi parovi moraju biti pokriveni (svaki
taqno po jednom). Me�utim, kako 5 od tih parova sadr�i broj 1, a za
svaki od skupova A1 i A2 postoje najvixe po dve vrednosti x za koje je
presek tog skupa sa {x, x+1} jednoelementan, sledi da je mogu�e pokriti
samo qetiri od uoqenih pet parova koje sadr�e broj 1, pa nije mogu�e
izvrxiti zadatak.

Prvi razred – B kategorija

1. Ukoliko su uqenici na tom takmiqeǌu doxli iz ukupno 32 ili
vixe razliqitih xkola, tada oqigledno mo�emo odabrati grupu od 32
uqenika koji su svi iz razliqitih xkola. Pretpostavimo sada da je
ukupan broj xkola iz kojih su doxli uqenici 31 ili maǌi. Ukoliko
bi iz svake xkole bilo ne vixe od 65 uqenika, tada bi ukupan broj
uqenika bio najvixe 31 · 65 = 2015, ali uqenika ima 2016; dakle, u ovom
sluqaju mora postojati grupa od 66 uqenika koji su svi iz iste xkole.

2. Primetimo da va�i

n2 + (n+ 1)2 + (n+ 2)2 + (n+ 3)2 = 4n2 + 12n+ 14 = (2n+ 3)2 + 5,

Da bi ovaj izraz bio deǉiv sa 10, potrebno je i dovoǉno da se (2n+3)5

zavrxava cifrom 5, tj. da se 2n+3 zavrxava cifrom 5. Drugim reqima,
2n+ 3 = 10k+ 5 za neko k, k ∈ N0, pa sledi n = 5k+ 1. Dakle, odgovor su
svi prirodni brojevi koji se zavrxavaju cifrom 1 ili 6.

3. Faktoriximo desne strane jednaqina na proste qinioce: 384 =
27 · 3, 1152 = 27 · 32. Kvadriraǌem prve jednaqine i potom deǉeǌem sa
drugom dobijamo yz5 = (xy2z3)2

x2y3z = 3842

1152 = 27 = 128 (deǉeǌe se mo�e lako
izvesti imaju�i u vidu uoqene faktorizacije). Odatle sledi z = 1 ili
z = 2. U sluqaju z = 1 imamo y = 128, ali to je u kontradikciji s obe
jednakosti iz postavke. Ostaje z = 2, i tada dobijamo y = 4 i najzad
x = 3. Dakle, jedino rexeǌe je trojka (x, y, z) = (3, 4, 2).

4. Razlikujemo dva sluqaja.
• 2x+ a > 0, tj. x > −a2 :
Postavǉena jednaqina se svodi na 2x + a − ax = 2, xto je ekviva-
lentno sa 2(x− 1) + a(1− x) = 0, tj. (2− a)(x− 1) = 0. Ukoliko va�i
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a = 2, rexeǌe su svi brojevi x koji ispuǌavaju uslov ovog sluqaja,
tj. x > − 2

2 = −1. Ukoliko va�i a 6= 2, tada je jedino mogu�e rexeǌe
x = 1, i pritom ovo rexeǌe postoji samo ukoliko va�i 1 > −a2 , tj.
a > −2.

• 2x+ a < 0, tj. x < −a2 :
Postavǉena jednaqina se svodi na −(2x+ a)− ax = 2, xto je ekvi-
valentno sa 2(1 + x) + a(1 + x) = 0, tj. (2 + a)(1 + x) = 0. Ukoliko
va�i a = −2, rexeǌe su svi brojevi x koji ispuǌavaju uslov ovog
sluqaja, tj. x < −−2

2 = 1. Ukoliko va�i a 6= −2, tada je jedino
mogu�e rexeǌe x = −1, i pritom ovo rexeǌe postoji samo uko-
liko va�i −1 < −a2 , tj. a < 2.

Dobijeni zakǉuqci objediǌeni su u doǌoj tabeli.

a < −2 a = −2 −2 < a < 2 a = 2 a > 2
x = −1 x ∈ (−∞, 1] x ∈ {−1, 1} x ∈ [−1,∞) x = 1

Ok 2016 1B 5

5. Iz Talesove teoreme imamo
AD
AB = AE

AC = DE
BC = k. Qetvorougao

DBCE je tangentan, pa sledi BC +
DE = BD + CE. No, kako imamo

BC +DE = BC + kBC

= (1 + k)BC = (1 + k)a

i

BD + CE = (AB −AD) + (AC −AE)

= AB − kAB +AC − kAC

= (1− k)(AB +AC)

= (1− k)(c+ b),

dobijamo (1+k)a = (1−k)(b+c), odakle izraqunavamo k = b+c−a
a+b+c i odatle

DE = kBC = a(b+c−a)
a+b+c .

Drugi razred – B kategorija

1. Oznaqimo posmatrani broj sa a. Ako bi on bio racionalan, tada
nakon podizaǌa na tre�i stepen jednakosti 2015 3

√
3 = a − 2016

√
2 dobi-

jamo 3 · 20153 = a3 − 6048a2
√

2 + 6 · 20162a− 2 · 20163
√

2, tj.

√
2 =

a3 + 6 · 20162a− 3 · 20153

6048a2 + 2 · 20163
∈ Q,
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kontradikcija. Dakle, broj a mora biti iracionalan.

2. Prvo rexeǌe. Prema Vijetovim formulama imamo x1 + x2 = 2k
k−1 i

x1x2 = 4
k−1 . Primetimo da va�i

4 = x2
1 − 3x2

2 = x2
1 + 2x1x2 + x2

2 − 2x1x2 − 4x2
2 = (x1 + x2)2 − 2x1x2 − 4x2

2

=
�

2k
k − 1

�2

− 8
k − 1

− 4x2
2 =

4k2 − 8k + 8
(k − 1)2

− 4x2
2 =

4(k − 1)2 + 4
(k − 1)2

− 4x2
2

= 4 +
4

(k − 1)2
− 4x2

2,

a ovo je daǉe ekvivalentno sa 0 = 1
(k−1)2 − x2

2 = ( 1
k−1 − x2)( 1

k−1 + x2).
Dakle, imamo dve mogu�nosti:
• x2 = 1

k−1 :
Poxto je x2 rexeǌe zadate jednaqine, sledi (k−1)( 1

k−1 )2− 2k
k−1 +4 =

0, xto se svodi na 1−2k+4k−4
k−1 = 0, tj. 2k − 3 = 0, odakle dobijamo

k = 3
2 . Daǉe izraqunavamo x2 = 1

3
2−1

= 2 i x1 = 2k
k−1 −x2 = 2· 32

3
2−1
−2 =

4, i direktno se proverava da su na ovaj naqin zaista zadovoǉeni
uslovi iz postavke.

• x2 = − 1
k−1 :

Sliqno, imamo (k − 1)(− 1
k−1 )2 + 2k

k−1 + 4 = 0, xto se svodi na
1+2k+4k−4

k−1 = 0, tj. 6k − 3 = 0, odakle dobijamo k = 1
2 . Daǉe izraqu-

navamo x2 = − 1
1
2−1

= 2 i x1 = 2k
k−1 − x2 = 2· 12

1
2−1
− 2 = −4, i direktno

se proverava da su na ovaj naqin zaista zadovoǉeni uslovi iz
postavke.

Dakle, odgovor je: k ∈ { 1
2 ,

3
2}.

Drugo rexeǌe. Reximo datu jednaqinu:

x1/2 =
2k ±

È
(2k)2 − 16(k − 1)

2(k − 1)
=

2k ±
√

4k2 − 16k + 16
2(k − 1)

=
2k ±

È
4(k − 2)2

2(k − 1)
=

2k ± 2(k − 2)
2(k − 1)

.

Dakle, jedno rexeǌe date jednaqine je 2k+2(k−2)
2(k−1) = 4k−4

2(k−1) = 2, a drugo
2k−2(k−2)

2(k−1) = 2
k−1 . Ako oznaqimo x1 = 2 i x2 = 2

k−1 , uslov x
2
1−3x2

2 = 4 svodi
se na 3x2

2 = 0, ali ovo je nemogu�e. Dakle, moramo oznaqiti x1 = 2
k−1 i
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x2 = 2. Tada se uslov x2
1 − 3x2

2 = 4 svodi na 4
(k−1)2 − 12 = 4, tj. 1

(k−1)2 = 4,

pa imamo k−1 = ±
È

1
4 = ± 1

2 . Sluqaj k−1 = 1
2 daje rexeǌe k = 3

2 , a sluqaj
k − 1 = − 1

2 daje rexeǌe k = 1
2 . Kao i u prethodnom rexeǌu, direktno

se proverava da obe ove vrednosti za k zaista zadovoǉavaju uslove iz
postavke.

3. Oznaqimo NZD(a, b) = d, te a = dp i b = dq. Tada su p i q uzajamno
prosti i va�i

N =
a

b
+

2014
2015

=
p

q
+

2014
2015

=
2015p+ 2014q

2015q

i

M =
b

a
+

2016
2015

=
q

p
+

2016
2015

=
2015q + 2016p

2015p
.

Pretpostavimo suprotno, da su i N i M prirodni brojevi. Kako je N
prirodan broj, to 2015q | 2015p+ 2014q, pa 5 | 2015p+ 2014q, a samim tim
i 5 | q. Sliqno, M je prirodan broj, pa 2015p | 2015q + 2016p, a samim
tim i 5 | 2015q+ 2016p, tj. 5 | p. Dakle, 5 je zajedniqi delilac brojeva p
i q, kontradikcija.

Ok 2016 2B 4

4. Neka su P , Q, R i S or-
togonalne projekcije taqke
M na prave AB, BC, CD
i DA, redom. Koriste�i
Pitagorinu teoremu dobi-
jamo jednakosti AM2 = SM2+
PM2, BM2 = QM2 + PM2,
CM2 = QM2 +RM2 i DM2 =
SM2+RM2. Sabiraǌem prve
i tre�e jednakosti dobijamo
AM2 + CM2 = SM2 + PM2 +
QM2 + RM2, a sabiraǌem
druge i qetvrte dobijamo
BM2 +DM2 = QM2 + PM2 +
SM2 + RM2. Odatle sledi AM2 + CM2 = BM2 + DM2, tj. 402 + 212 =
52 +DM2, pa dobijamo DM2 = 1600 + 441− 25 = 2016, tj. DM =

√
2016.

5. Neka Vlada meǌa mesta kartama na pozicijama a i b, a < b, a Voja
na pozicijama c i d, c < d. Razlikujemo tri mogu�nosti.
• a = c i b = d:
U ovom sluqaju rezultuju�i raspored je identiqan poqetnom.
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• Brojevi a, b, c i d su me�usobno razliqiti:
Brojeve a i b mo�emo odabrati na

�7
2

�
= 21 naqina, a zatim brojeve

c i d na
�5
2

�
= 10. Pri tome, ukoliko Vlada odabere a i b, a Voja

potom c i d, dobi�emo isti raspored kao i kada Vlada prvo oda-
bere c i d, a Voja potom a i b. Dakle, pri ovakvom brojaǌu svaki
raspored je uraqunat dva puta, pa ukupan broj rasporeda koji se
mogu dobiti na ovaj naqin iznosi 21·10

2 = 105.
• Skupovi {a, b} i {c, d} imaju jedan zajedniqki element:
Neka je x zajedniqki element ovih skupova, y preostali element
skupa {a, b}, a z preostali element skupa {c, d}. Element x mo�emo
odabrati na 7 naqina, element y zatim na 6, i najzad element z na 5
naqina. Posle premextaǌa karata, na poziciji x nalazi se karta
z, na poziciji y karta x, a na poziciji z karta y. Dakle, trojka
(x, y, z) odre�uje isti krajǌi raspored karata kao trojke (z, x, y) i
(y, z, x), tj. pri ovakvom brojaǌu svaki raspored je uraqunat tri
puta, pa ukupan broj rasporeda koji se mogu dobiti na ovaj naqin
iznosi 7·6·5

3 = 70.
Prema tome, ukupan broj rasporeda je 1 + 105 + 70 = 176.

Tre�i razred – B kategorija

1. Korix�eǌem adicionih formula dobijamo sin 3x = 3 sinx− 4 sin3 x
i cos 2x = 1− 2 sin2 x. Ako oznaqimo sinx = t, data jednaqina se svodi na

0 = 3t− 4t3 + 2− 4t2 + 3t+ 4 = −4t3 − 4t2 + 6t+ 6 = −2(t+ 1)(2t2 − 3).

Poxto va�i t2 6 1, imamo 2t2 − 3 6= 0, pa sledi t = −1, tj. sinx = −1.
Dakle, rexeǌa date jednaqine su svi brojevi oblika x = 3π

2 + 2kπ za
k ∈ Z.

2. Primetimo odmah da je posmatrani broj realan. Obele�imo x =
3

q
6 + 11

3

È
7
3 , y = 3

q
6− 11

3

È
7
3 i A = x+y. Tada imamo xy = 3

È
36− 121

9 ·
7
3 =

3
È

972−847
27 = 3

È
125
27 = 5

3 i x3 + y3 = 12. Iz identiteta (x+ y)3 = x3 + 3x2y+
3xy2 + y3 = x3 + y3 +3xy(x+ y) dobijamo A3 = 12+5A, tj. A3− 5A− 12 = 0.
Levu stranu mo�emo rastaviti na qinioce, qime dobijamo (A− 3)(A2 +
3A+4) = 0. Jedna mogu�nost je A = 3. Kako jednaqina A2+3A+4 = 0 ima
negativnu diskriminantu (32−4 ·4 = −7 < 0), ona nema realnih rexeǌa,
a poxto znamo da je A realan broj, zapravo je jedina mogu�nost A = 3.
Dakle, A je prirodan broj.
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Ok 2016 3B 3

3. a) Pravogaonik 1 × 3 ne mo�e
imati sva tri crna poǉa, jer bi onda
pravougaonik 2×3 saqiǌen od posmatra-
nog pravougaonika 1× 3 i ǌemu susednog
imao tri crna poǉa, kontradikcija.

Pretpostavimo sada da u nekom
pravougaoniku 1 × 3 imamo dva crna
poǉa. Tada su sva tri poǉa iznad
ovog pravougaonika bela (jer se u
pravougaoniku 2×3 saqiǌenom od posmatranog pravougaonika 1×3 i tri
poǉa iznad ǌega smeju nalaziti samo dva crna poǉa), i isto va�i za sva
tri poǉa ispod ovog pravougaonika. No, sada nalazimo pravougaonik
3×2 u kome imamo samo jedno crno poǉe (videti sliku, gde su razdvoje-
ne mogu�nosti kada su posmatrana dva crna poǉa susedna i kada nisu),
kontradikcija.

Najzad, pretpostavimo da u nekom pravougaoniku 1 × 3 nemamo ni-
jedno crno poǉe. Tada pravougaonik 1×3 neposredno iznad posmatranog
pravougaonika mora sadr�ati dva crna poǉa (kako bi pravougaonik 2×3
saqiǌen od ova dva pravougaonika imao dva crna poǉa), ali malopre
smo konstatovali da je ovo nemogu�e.

Prema tome, svaki pravougaonik 1×3 sadr�i taqno jedno crno poǉe.
b) Kvadrat 2016× 2016 mo�e se podeliti na 2016 · 672 pravougaonika

1× 3. Kako se u svakom takvom pravougaoniku nalazi taqno jedno crno
poǉe, zakǉuqujemo da svaki kvadrat 2016×2016 ima taqno 2016·672 crnih
poǉa.

Napomena. Primer jednog bojeǌa koje ispuǌava uslove zadatka
mo�emo dobiti ukoliko obojimo crno sva poǉa na svakoj tre�oj
,,jugoistoqno-severozapadnoj“ dijagonali.

4. Iz posledǌe kolone zakǉuqujemo da cifra O mo�e biti samo 0
ili 5, ali kako se O pojavǉuje i kao poqetna cifra broja, zakǉuqujemo
O = 5. Sada iz nejednakosti

5000000 < OKRU�NO + DOBRO + DOBRO + BRAVO + BRAVO

< 6000000 + 400000 = 6400000

i qiǌenice da su D i O razliqite cifre, tj. D 6= 5, dobijamo D = 6
(budu�i da je posmatrani zbir jednak DR�AVNO). Primetimo da iz
gorǌe nejednakosti sledi i R < 4, pa koriste�i to, uz jox uvrxtavaǌe
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poznatih cifara O i D, dobijamo

5KRU�N 5 + 65BR5 + 65BR5 + BRAV5 + BRAV5

< 5940000 + 2 · 70000 + 2 · 100000 = 6280000,

odakle sledi R 6 2. Kako je R neparna cifra, dobijamo R = 1. Imaju�i
ovo u vidu, posmatramo sada pretposledǌu kolonu (u kojoj, primetimo,
postoji i prenos 2 iz posledǌe kolone), pa dobijamo da se 2 + N + 1 +
1 +V +V zavrxava cifrom N , tj. 4 + 2V se zavrxava cifrom 0, odakle
sledi V = 3 ili V = 8; poxto je V parna cifra, ostaje V = 8.

Sada zbog nejednakosti

6100000 < DR�AVNO = 5K1U�N 5 + 65B15 + 65B15 + B1A85 + B1A85

< 5K20000 + 340000

mora va�iti K > 8, pa je zbog V 6= K jedina mogu�nost K = 9. Ovo znaqi
da u xestoj koloni zdesna imamo prenos 2 iz pete kolone, a kako u petoj
koloni imamo prenos ili 1 ili 2 iz qetvrte (budu�i da u qetvrtoj
koloni zasad imamo U+5+5+1+1 plus jox potencijalan prenos iz tre�e
kolone, xto sve zajedno ne mo�e premaxiti 29), slede nejednakosti 20 6
2 + 1 + 12 + 2B i 1 + 1 + 12 + 2B 6 29. Odatle zakǉuqujemo 3 6 B 6 7, a
poxto su cifre 5 i 6 ve� ,,zauzete“, dobijamo B ∈ {3, 4, 7}.

Iz druge kolone imamo prenos 2 (tamo imamo zbir N +1+1+8+8 plus
jox prenos iz prve kolone, xto je 2, te sve zajedno iznosi 20 + N ), pa
poxto na osnovu tre�e kolone vidimo da se zbir 2+�+2B+2A zavrxava
cifrom V , tj. 8, sledi da je cifra � parna. Prema tome, prenos iz
qetvrte kolone u petu mora biti neparan (jer taj prenos sabran sa 1+6+
6+2B daje rezultat koji se zavrxava sa � , tj. parnom cifrom), a kako
smo ranije konstatovali da je taj prenos 1 ili 2, sledi da on mora biti
1. Dakle, iz pete kolone sada dobijamo da se 14 + 2B zavrxava cifrom
� , pa zakǉuqujemo (B ,� ) ∈ {(3, 0), (4, 2), (7, 8)}. Posledǌa mogu�nost
otpada zbog toga xto ve� imamo V = 8. Pretpostavimo sada (B ,� ) =
(3, 0). Tada u tre�oj koloni imamo zbir izme�u 2+0+3+3+2A (podsetimo
se da je prenos iz druge kolone 2), tj. 8 + 2A, pa kako se ovo zavrxava
cifrom V , tj. 8, sledi A = 0 ili A = 5, ali obe cifre 0 i 5 su ve�
,,zauzete“, kontradikcija. Dakle, preostaje jedino (B ,� ) = (4, 2). Iz
tre�e kolone sledi da se zbir 2+2+4+4+2A, tj. 12+2A zavrxava cifrom
8, pa dobijamo A = 3 ili A = 8, a kako ve� imamo V = 8, preostaje A = 3.
Najzad, iz qetvrte kolone (uz prenos 1 iz tre�e kolone) imamo da se
zbir 13 + U mora zavrxavati cifrom 3, pa dobijamo U = 0, a onda
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ostaje N = 7 jer je 7 jedina ,,neiskorix�ena“ cifra. Dole prikazujemo
dexifrovano sabiraǌe.

5910275
+ 65415
+ 65415
+ 41385
+ 41385

6123875

Ok 2016 3B 5

5. Oznaqimo x = π
n ,

i neka je R polupreqnik
opisane kru�nice ovog n-
tougla. Tada po sinusnoj
teoremi imamo A1A2 =
2R sinx, A1A3 = 2R sin 2x,
A1A4 = 2R sin 3x i A1A5 =
2R sin 4x. Data jednakost
se, dakle, svodi na�

sin 2x
sinx

�2

= 2· sin 4x
sin 2x

+3·
�

sinx
sin 3x

�2

.

Na osnovu identiteta sin 2x
sin x =

2 cosx i sin 4x
sin 2x = 2 cos 2x = 2 cos2 x − 2 sin2 x posledǌa jednakost se svodi

na 4 sin2 x = 3 sin2 x
sin2 3x

. Kako va�i sinx 6= 0 i sin 3x > 0, ostaje sin 3x =
√

3
2 .

Odavde sledi 3x = π
3 ili 3x = 2π

3 , tj. n = 9 ili n = 9
2 . Kako je n prirodan

broj, jedina mogu�nost je n = 9.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Neka je O presek dijagonala pravougaonika ABCD (O je ujedno i
podno�je visine piramide iz vrha E). Neka su M i N sredixta du�i
AB i AD. Kako su 4ABE i 4ADE jednakokraki, sledi da su EM i EN
ǌihove visine, redom. Oznaqimo EM = h1, EN = h2 i EO = H.

Iz jednakosti

4
3

=
P (4ABE)
P (4ADE)

=
32h1

2
18h2

2

=
16h1

9h2

dobijamo h2 = 4h1
3 . Imamo OM = 9 i ON = 16, pa iz Pitagorine teoreme

primeǌene na 4EOM i 4EON dobijamo H2 + 92 = h2
1 i H2 + 162 = h2

2 =
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Ok 2016 4B 1

16h2
1

9 , pa oduzimaǌem prve jedna-

qine od druge ostaje 7h2
1

9 = 256−
81 = 175, tj. h1 =

È
175 · 9

7 =√
225 = 15. Sada izraqunavamo

H =
È
h2

1 − 92 =
√

225− 81 =√
144 = 12, pa tra�ena zapremi-

na iznosi 1
3 · 18 · 32 · 12 = 2304.

2. Koriste�i adicione for-
mule za pretvaraǌe zbira u
proizvod i obratno prva jedna-
qina postaje

(cos (α− β)−cos (α+ β)) sin γ =
3−
√

3
4

,

a druga

sin (α+ β) cos (α− β) =
3
4
.

Kako su u pitaǌu uglovi trougla, va�i cos (α+ β) = − cos γ i
sin (α+ β) = sin γ, pa oduzimaǌem gorǌih dveju jednaqina imamo
cos γ sin γ = −

√
3

4 , tj. sin 2γ = −
√

3
2 . Kako va�i 0 < 2γ < 360◦, imamo

dve mogu�nosti.
• 2γ = 240◦, tj. γ = 120◦:
Iz druge jednaqine dobijamo cos (α− β) =

√
3

2 , tj. |α − β| = 30◦, pa
su uglovi tog trougla 15◦, 45◦ i 120◦.

• 2γ = 300◦, tj. γ = 150◦:
Iz druge jednaqine dobijamo cos (α− β) = 3

2 , xto je nemogu�e, pa u
ovom sluqaju nema rexeǌa.

3. Prvo rexeǌe. Pretpostavimo da se u nekom trenutku pojavio broj
deǉiv sa 2016. Tada je taj broj deǉiv i sa 8, xto znaqi da mu i tro-
cifreni zavrxetak mora biti deǉiv sa 8. Me�utim, prema uslovima
zadatka, trocifreni zavrxetak tog broja mo�e biti samo neki od
slede�ih: 230, 301, 012 ili 123, a nijedan od ovih zavrxetaka nije deǉiv
sa 8. Dakle, odgovor na postavǉeno pitaǌe je negativan.

Drugo rexeǌe. Ako se broj n koji tetkica pixe sastoji od k kopija
2301 i onda se zavrxi cifrom 2, 3 ili 0, onda �e zbir cifara biti
6k + 2 ili 6k + 5, xto nije deǉivo sa 3, pa ni sa 2016. Prema tome,
preostaje jedino mogu�nost da se n sastoji od k kopija broja 2301. Ali
onda je posledǌa cifra 1, broj n nije paran, te ne mo�e ni biti deǉiv
sa 2016.
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4. Oznaqimo sa k, l, m i n elemente tablice na naznaqenim pozici-
jama.

k n 21
l 16 m

27

1

Neka je d1 korak aritmetiqke progresije u prvoj vrsti. Tada imamo
21 − k = 4d1. Sliqno, ako je d2 korak aritmetiqke progresije u prvoj
koloni, imamo 1−k = 4d2. Oduzimaǌem ove dve jednakosti dobijamo 4d1−
4d2 = 20, tj. d1−d2 = 5. Daǉe, iz prve vrste imamo jox n = 21−2d1, zatim
iz tre�e kolone m = n+27

2 = 21−2d1+27
2 = 24 − d1, potom iz druge vrste

16 = l+m
2 = l+24−d1

2 , tj. l = d1 + 8, a iz prve kolone dobijamo l = 1− 3d2;
posledǌe dve jednakosti zajedno daju d1+8 = 1−3d2, tj. d1+3d2 = −7. Iz
ovog i prethodno dobijenog d1− d2 = 5 izraqunavamo d1 = 2 i d2 = −3, a
odatle daǉe k = 21− 4d1 = 13. Sada se tablica lako popuǌava do kraja,
qime se dobija doǌi rezultat. Rexeǌe je jedinstveno.

13 15 17 19 21
10 16 22 28 34
7 17 27 37 47
4 18 32 46 60
1 19 37 55 73

5. Neka su x1, x2, . . . , xn nule posmatranog polinoma, i neka va�i,
bez umaǌeǌa opxtosti, x1 6 x2 6 · · · 6 xn (pri ovim oznakama, kako je
xn najve�a nula, treba dokazati nejednakost xn > 1 + n

�� P (1)
P ′(1)

��). Tada
mo�emo zapisati P (x) = c(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn). Imamo

P ′(x)
P (x)

=
�
c(x− x2)(x− x3) · · · (x− xn) + c(x− x1)(x− x3) · · · (x− xn) + · · ·

+ c(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn−1)
� 1
c(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn)

=
1

x− x1
+

1
x− x2

+ · · ·+ 1
x− xn

.

Odatle, uvrxtavaju�i x = 1, dobijamo

P ′(1)
P (1)

=
1

1− x1
+

1
1− x2

+ · · ·+ 1
1− xn

= −
�

1
x1 − 1

+
1

x2 − 1
+ · · ·+ 1

xn − 1

�
.
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Poxto su sve nule realne i ve�e od 1, svi sabirci u zagradi su pozi-
tivni, pa daǉe imamo

����P ′(1)
P (1)

���� = 1
x1 − 1

+
1

x2 − 1
+ · · ·+ 1

xn − 1

>
1

xn − 1
+

1
xn − 1

+ · · ·+ 1
xn − 1

=
n

xn − 1
.

Odavde sledi xn−1
n >

�� P (1)
P ′(1)

��, iz qega direktno zakǉuqujemo xn > 1 +

n
�� P (1)
P ′(1)

��, xto je i trebalo dokazati.

REXEǋA ZADATAKA SA DR�AVNOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 5. 3. 2016.

Prvi razred – A kategorija

1. Prvo rexeǌe. Dokazujemo: i. za sve g1, g2, g3 ∈ G me�u kojima je bar
jedan broj ve�i od 3 va�i (g1 � g2) � g3 = g1 � (g2 � g3); ii. za sve g, h ∈ G
va�i (g � h) � 3 = g � (h � 3) i (1 � g) � h = 1 � (g � h); iii. operacija ,,�“ je
asocijativna.

i. Kako se primenom operacije ,,�“ na bilo koja dva broja me�u kojima
je bar jedan ve�i od 3 uvek dobija rezultat 5, ako se broj ve�i od
3 nalazi me�u g1, g2, g3, rezultat oba izraza (g1�g2)�g3 i g1�(g2�g3)
iznosi�e 5 (bilo ve� prilikom prve primene operacije, bilo iz
dva ,,koraka“).

ii. Va�i (g � h) � 3 = 5 i g � (h � 3) = g � 5 = 5, kao i (1 � g) � h = 5 � h = 5
i 1 � (g � h) = 5.

iii. Dovoǉno je ispitati mogu�nosti koje nisu razmotrene pod i. i ii.,
a to su one u kojima je na prvom mestu 2 ili 3, na drugom 1, 2 ili
3, a na tre�em 1 ili 2.

(2 � 1) � 1 = 1 � 1 = 5; 2 � (1 � 1) = 2 � 5 = 5
(2 � 1) � 2 = 1 � 2 = 5; 2 � (1 � 2) = 2 � 5 = 5
(2 � 2) � 1 = 2 � 1 = 1; 2 � (2 � 1) = 2 � 1 = 1
(2 � 2) � 2 = 2 � 2 = 2; 2 � (2 � 2) = 2 � 2 = 2
(2 � 3) � 1 = 5 � 1 = 5; 2 � (3 � 1) = 2 � 4 = 5
(2 � 3) � 2 = 5 � 2 = 5; 2 � (3 � 2) = 2 � 3 = 5
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(3 � 1) � 1 = 4 � 1 = 5; 3 � (1 � 1) = 3 � 5 = 5
(3 � 1) � 2 = 4 � 2 = 5; 3 � (1 � 2) = 3 � 5 = 5
(3 � 2) � 1 = 3 � 1 = 4; 3 � (2 � 1) = 3 � 1 = 4
(3 � 2) � 2 = 3 � 2 = 3; 3 � (2 � 2) = 3 � 2 = 3
(3 � 3) � 1 = 5 � 1 = 5; 3 � (3 � 1) = 3 � 4 = 5
(3 � 3) � 2 = 5 � 2 = 5; 3 � (3 � 2) = 3 � 3 = 5

Drugo rexeǌe. Primetimo, ako x � y /∈ {2, 3}, tada (x � y) � z = 5 (xto
nam mo�e znatno olakxati daǉe ispitivaǌe), a suprotnu mogu�nost,
x � y ∈ {2, 3}, imamo samo u nekim sluqajevima kad va�i y = 2. Dakle,
time dolazimo do ideje da razdvojimo sluqajeve y 6= 2 i y = 2.

Pretpostavimo prvo y 6= 2. Tada, kao xto smo ve� primetili, imamo
(x � y) � z = 5. S druge strane, iz y 6= 2 sledi y � z ∈ {3, 4, 5}, a tada i
x � (y � z) = 5, xto je i trebalo dokazati.

Primetimo jox i slede�e: ukoliko x /∈ {2, 3}, tada va�i x�(y �z) = 5,
i tako�e x � y = 5 pa time i (x � y) � z = 5 � z = 5, xto je i trebalo
dokazati. Sliqno, ukoliko z /∈ {1, 2}, tada va�i (x � y) � z = 5, i tako�e
y � z = 5 pa time i x � (y � z) = x � 5 = 5, xto je i trebalo dokazati.

Prema svemu reqenom, preostaje jox samo ispitati sluqajeve u ko-
jima va�i x ∈ {2, 3}, y = 2 i z ∈ {1, 2}. Tada imamo x � y = x � 2 = x (ova
jednakost va�i za x ∈ {2, 3}), tj. (x�y)�z = x�z, i sliqno, y �z = 2�z = z
(ova jednakost va�i za z ∈ {1, 2}), tj. x � (y � z) = x � z, pa opet va�i
(x � y) � z = x � (y � z). Time je dokaz zavrxen.

Dr 2016 1A 2

2. Posmatrajmo sredixte E stra-
nice AC. Kako je E sredixte hipote-
nuze pravouglog 4APC, va�i PE =
AE = CE. Daǉe, sredǌa linija DE u
4ABC paralelna je stranici AB, pa
sledi ]EDA = ]BAD. Stoga imamo
]APE = ]PAE = ]BAD = ]ADE, pa
je qetvorougao APDE tetivan. Sledi
]APD = 180◦ − ]AED = ]BAC.

3. Prvo rexeǌe. Primetimo najpre
slede�e pomo�no tvr�eǌe: ukoliko
su temena jednakokrako-pravouglog
trougla iste boje, tada su i sredixta ǌegovih stranica te boje. Zaista,
ako posmatramo takav 4PQR, tada prvo uoqavamo da je i sredixte S
ǌegove hipotenuze QR iste boje, a zatim, primenom uslova na 4SPQ i
4SPR, dobijamo da su i sredixta kateta iste boje.

Doka�imo sada da postoji jednakokrako-pravougli trougao qija su
temena iste boje. Uzmimo 2 taqke, P i R, koje su obe, bez umaǌeǌa
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opxtosti, plave boje. Posmatrajmo taqke Q i S takve da je qetvorougao
PQRS kvadrat. Ukoliko je bar jedna od ǌih plave boje, imamo tra�eni
trougao. Ukoliko su obe crvene boje, tada posmatramo taqku T takvu da
PQRST qini pravu piramidu s visinom PR

2 ; bez obzira na boju taqke
T , mo�emo odabrati jedan od 4PRT ili 4QST .

Dr 2016 1A 3

Sada, posmatraju�i te-
me kod pravog ugla uoqe-
nog trougla i sredixta
stranica, dobijamo jedno-
bojni kvadrat; nazovimo
ga ABCD, i neka su
sva ǌegova temena, bez
umaǌeǌa opxtosti, plave
boje. Uoqimo sada prave
kroz A, B, C i D nor-
malne na ravan kvadrata
ABCD, i na tim pravi-
ma uoqimo taqke koje su
od A, B, C i D, respek-
tivno, udaǉene za du�inu
stranice kvadrata ABCD
(imamo ukupno 8 takvih
taqaka, na svakoj pravoj
po 2). Ako su sve ove taqke crvene, one formiraju kvadar s istoboj-
nim temenima. Pretpostavimo da je neka od tih taqaka plava, recimo
E, pri qemu je, bez umaǌeǌa opxtosti, E na pravoj kroz A. Neka su
taqke A1, D1, B1, F i G sredixta du�i EA, ED, EB, AB i DA, a taqke
H, I, J , H1, I1 i J1 sredixta du�i AF , FG, GA, A1B1, B1D1 i D1A1,
sve respektivno. Iz 4EAB, 4EAD i 4DAB nalazimo da su i taqke
A1, B1, D1, F i G plave, a zatim iz 4AFG i 4A1B1D1 dobijamo da
su i taqke H, I, J , H1, I1 i J1 plave. Time smo dobili plavi kvadar
AHIJA1H1I1J1.

Drugo rexeǌe. Iz uslova zadatka direktno dobijamo da, ako su temena
jednakostraniqnog trougla jedne boje, onda su i sredixta stranica tog
trougla iste boje.

Doka�imo prvo da postoji jednakostraniqan trougao s istobojnim
temenima. U tu svrhu, najpre �emo na�i tri istobojne taqke od kojih
je jedna sredixte du�i koje obrazuju preostale dve, xto qinimo na
slede�i naqin: uoqimo taqke A i C iste boje, recimo plave, i posma-
trajmo simetralu du�i AC; ukoliko je neka taqka na toj simetrali
plava, tada je i sredixte du�i AC plavo; u suprotnom, na toj sime-
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trali mo�emo uoqiti tri crvene taqke me�u kojima je jedna sredixte
du�i koje obrazuju preostale dve, kako smo i �eleli. Nazovimo dobi-
jenu trojku taqaka (recimo plavih) A, B i C, gde je B izme�u A i C.
Sada posmatrajmo taqke D, E i F koje sa du�ima AB, BC i AC, re-
spektivno, obrazuju jednakostraniqne trouglove sa iste strane prave
AB. Ako je neka od tih taqaka plava, onda ona sa odgovaraju�om du�i
formira jednakostraniqni trougao sa plavim temenima; s druge strane,
ako su sve crvene, tada je 4DEF tra�eni trougao.

Dakle, imamo jednakostraniqan 4PQR qija su sva temena, bez uma-
ǌeǌa opxtosti, plava, a tada su i sredixta ǌegovih stranica plava.
Sada �emo dokazati da postoji jednobojan pravilan tetraedar. Posma-
trajmo qetiri taqke koje sa 4PQR i tri trougla odre�ena po jednom
od taqaka P , Q ili R i sredixtima odgovaraju�ih stranica formiraju
pravilne tetraedre. Ako je neka od te qetiri taqke plave boje, imamo
tra�eni tetraedar (plave boje), a u suprotnom uoqene qetiri taqke
formiraju crveni pravilan tetraedar.

Sredixta ivica uoqenog istobojnog tetraedra tako�e su iste boje,
a ona qine pravilan oktaedar. I sredixta ivica ovog oktaedra su iste
boje, a me�u tim sredixtima mo�emo uoqiti osam (sredixta onih ivica
koja polaze iz dva naspramna temena oktaedra) takvih koja formiraju
kvadar. Time je dokaz zavrxen.

Tre�e rexeǌe. Uvedimo standardan Dekartov pravougli koordinatni
sistem u naxem prostoru. Prvo pretpostavimo da, za i = 1, 2, 3, postoji
du� AiBi qiji su krajevi iste boje a sredixte Ci suprotne boje, i da
je pritom A1B1 paralelna sa x-osom, A2B2 sa y-osom, a A3B3 sa z-osom.
Neka je αi ravan normalna na AiBi koja prolazi kroz Ci. Za svako i,
i = 1, 2, 3, sve taqke ravni αi me�usobno su iste boje (u suprotnom imamo
kontradikciju s uslovom zadatka). Kako su ravni α1, α2 i α3 me�usobno
normalne, sve imaju istu boju, recimo plavu. Ako postoji plava taqka
A koja nije u α1∪α2∪α3, tada lako nalazimo kvadar qija su sva temena
plave boje. S druge strane, ako su sve taqke van α1∪α2∪α3 crvene boje,
tada jox lakxe nalazimo crveni kvadar.

Sada mo�emo pretpostaviti da ne postoji prava paralelna sa, bez
umaǌeǌa opxtosti, x-osom, takva da na ǌoj mo�emo uoqiti tri taqke A,
B i C, gde je C sredixte du�i AB, pri qemu su A i B iste boje a C druge
boje. Od sada do kraja rexeǌa posmatramo samo taqke sa celobrojnim
koordinatama, osim kada je eksplicitno naglaxeno drugaqije.

Posmatrajmo proizvoǉnu pravu p paralelnu sa x-osom. Tvrdimo da
na p ne postoje dve taqke jedne boje takve da je neka taqka izme�u ǌih (ne
nu�no sredixte du�i) druge boje. Pretpostavimo suprotno. Odaberimo
dve takve taqke na najmaǌem rastojaǌu. Tada imamo npr. plave taqke sa
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x-koordinatama n i n+k, a sve taqke izme�u ǌih su crvene. Sluqaj k = 2
je nemogu� jer sredixte du�i s plavim krajevima mora tako�e biti
plavo. S druge strane, za k > 2, sredixte du�i (mo�da necelobrojno)
izme�u taqaka sa x-koordinatama n i n+ k mora biti plavo jer su ove
taqke plave, no to sredixte je ujedno i sredixte du�i izme�u taqaka sa
x-koordinatama n+ 1 i n+ k − 1, a ove taqke su crvene, kontradikcija.
Dakle, mo�emo zakǉuqiti slede�e: za svaku pravu p paralelnu sa x-
osom postoji n ∈ Z takvo da sve taqke sa x-koordinatom ve�om od n
imaju jednu boju, a sve ostale taqke drugu.

Sada posmatrajmo sve taqke s koordinatama oblika (x, bi, ci), gde
va�i x ∈ Z, 0 6 bi 6 6 i 0 6 ci 6 2. Primetimo da se ove taqke mogu
grupisati na 21 pravu paralelnu sa x-osom (svaki par (bi, ci) odre�uje
po jednu takvu pravu). Uoqimo broj m ∈ Z takav da na svakoj od tih 21
pravih sve taqke x-koordinatom ve�om od m imaju istu boju. Me�u po-
smatranim pravima imamo 7 onih na kojima le�e taqke s z-koordinatom
jednakom 0; prema Dirihleovom principu, na bar 4 od ǌih sve taqke sa
x-koordinatom ve�om od m imaju me�usobno istu boju, recimo plavu.
Iznad te 4 prave nalaze se jox 4 od naxih uoqenih pravih, p1, p2, p3

i p4, one na kojima le�e taqke sa z-koordinatom jednakom 1, i jox 4 od
naxih uoqenih pravih, q1, q2, q3 i q4, one na kojima le�e taqke sa z-
koordinatom jednakom 2. Ako neke dve od pravih pi imaju plave taqke sa
x-koordinatom ve�om od m, tada lako uoqavamo plavi kvadar. Sliqno,
ako neke dve od pravih qi imaju plave taqke sa x-koordinatom ve�om
od m, tada lako uoqavamo plavi kvadar. Najzad, ako tri od pravih pi
i tri od pravih qi imaju crvene taqke sa x-koordinatom ve�om od m,
tada postoje dve od te tri prave pi takve da su direktno iznad ǌih dve
od ove tri prave qi, i tada lako uoqavamo crveni kvadar.

4. Iz zapisa
�64
21

�
= 64!

21!·43! dobijamo da najve�i stepen broja 5 koji
deli

�64
21

�
jeste

5b
64
5 c+b

64
25 c−b

21
5 c−b

43
5 c−b

43
25 c = 512+2−4−8−1 = 5,

dok najve�i stepen broja 2 koji deli
�64
21

�
jeste

232+16+8+4+2+1−10−5−2−1−21−10−5−2−1 = 263−18−39 = 26.

Dakle, broj iz postavke deǉiv je sa 5, i deǉiv je sa 26 ali ne i sa
27. Odatle sledi da je ǌegova posledǌa cifra jednaka 0. Obele�imo
preostale nepoznate cifre na slede�i naqin:

5a 6b0 c8d 862 e1f 7g7h4i 4j5 12k 9l0. (1)
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Primetimo da zbog deǉivosti broja (1) sa 26 trocifreni zavrxetak
9l0 mora biti deǉiv sa 8, tj. 9l mora biti deǉivo sa 4, odakle do-
bijamo l ∈ {2, 6}. Najve�i stepeni brojeva 3 i 11 koji dele

�64
21

�
jesu

321+7+2−7−2−14−4−1 = 32 i 115−1−3 = 11. Odatle, broj (1) deǉiv je sa 9 i
sa 11, pa dobijamo

0 ≡ 5 + a+ 6 + b+ 0 + c+ 8 + d+ 8 + 6 + 2 + e+ 1 + f + 7 + g + 7

+ h+ 4 + i+ 4 + j + 5 + 1 + 2 + k + 9 + l + 0

= 75 + a+ b+ c+ d+ e+ f + g + h+ i+ j + k + l ≡ 3 + S (mod 9)

i

0 ≡ 5− a+ 6− b+ 0− c+ 8− d+ 8− 6 + 2− e+ 1− f + 7− g + 7

− h+ 4− i+ 4− j + 5− 1 + 2− k + 9− l + 0

= 61− S ≡ 6− S (mod 11),

gde smo sa S oznaqili sumu a+b+c+· · ·+l. Prethodne dve relacije svode
se na S ≡ 6 (mod 9) i S ≡ 6 (mod 11), tj. 99 | S − 6. Kako je S zbir 12
cifara i za cifru l imamo ograniqeǌe 2 6 l 6 6, sledi 2 6 S 6 105, pa iz
ovog i prethodnog zakǉuqka dobijamo S = 6 ili S = 105. Pretpostavimo
najpre S = 105. Ovo je mogu�e samo u sluqaju a = b = c = · · · = k = 9 i
l = 6. No, tada bi qetvorocifreni zavrxetak broja (1) iznosio k9l0 =
9960 i on bi morao da bude deǉiv sa 24 = 16, a xto nije taqno (jer 996
nije deǉivo sa 8). Prema tome, ostaje S = 6.

Podsetimo se, l ∈ {2, 6}. Razmotrimo prvo sluqaj l = 2. Kako mora
va�iti 23 | k9l = k92, sledi k = 1 ili k = 3 (ne mo�e biti k > 5
zbog S = 6). Mogu�nost k = 3 otpada jer mora va�iti 24 | 2k9l, ali
16 - 2392. Preostaje k = 1. Tada sedmocifreni zavrxetak broja (1)
iznosi 5 121 920; no, kako je ovo deǉivo sa 27 (xto se lako mo�e videti
prime�uju�i da 26 = 64 | 512192 zbog 64 | 512000 i 64 | 192), i broj (1)
bio bi deǉiv sa 27, ali ranije je konstatovano da je on deǉiv sa 26 ali
ne i sa 27, kontradikcija. Konaqno zakǉuqujemo l = 6. Sada iz S = 6
sledi a = b = c = · · · = k = 0. Posmatrani broj je

50 600 080 862 010 707 040 405 120 960.

Drugi razred – A kategorija

1. Obele�imo fi(x) = f(i, x) za i ∈ {1, 2, 3, 4}. Tada se prvi uslov
svodi na fi(i) = i za sve i ∈ {1, 2, 3, 4}, a drugi uslov svodi se na
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fi(fi(x)) = fi(x) za sve i ∈ {1, 2, 3, 4}. Dakle, f mo�emo ekvivalentno
predstaviti kao ure�enu qetvorku preslikavaǌa (f1, f2, f3, f4), gde svaki
fi zadovoǉava fi(fi(x)) = fi(x) i fi(i) = i. Daǉe, broj preslikavaǌa
h : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4} koja zadovoǉavaju h(h(x)) = h(x) i h(i) = i,
gde je i ∈ {2, 3, 4} neki fiksiran broj, jednak je broju preslikavaǌa
g : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4} koja zadovoǉavaju g(g(x)) = g(x) i g(1) = 1.

Dakle, iz pravila proizvoda sledi da je broj preslikavaǌa f koja
zadovoǉavaju uslov zadatka jednak qetvrtom stepenu broja preslika-
vaǌa g : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4} koja zadovoǉavaju g(g(x)) = g(x) i g(1) = 1.
Obele�imo

A = {g : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4} | g(g(x)) = g(x) i g(1) = 1}.

Neka je g preslikavaǌe skupa {1, 2, 3, 4} u samog sebe, i neka je S skup
slika funkcije g (S ⊆ {1, 2, 3, 4}). Lako prime�ujemo da va�i g ∈ A ako i
samo ako 1 ∈ S i restrikcija g na S je identiqko preslikavaǌe. Dakle,
da bismo jednoznaqno odredili g ∈ A, dovoǉno je odrediti skup slika
S takav da 1 ∈ S ⊆ {1, 2, 3, 4}, kao i restrikciju preslikavaǌa g koje
slika {1, 2, 3, 4}\S (tj. komplement od S) u skup S na proizvoǉan naqin.

Sada razdvajamo sluqajeve u zavisnosti od kardinalnosti skupa S.
Za |S| = 1 i |S| = 4 postoji jedinstveno preslikavaǌe g ∈ A, naime,
konstantno preslikavaǌe i identiqko preslikavaǌe, redom. Za |S| = 2
imamo 1 ∈ S i 3 izbora za drugi element skupa S, i 22 = 4 preslikavaǌa
za svaki izbor S, dakle ukupno 12 preslikavaǌa. Za |S| = 3 imamo 1 ∈ S i�3
2

�
= 3 izbora za preostala dva elementa skupa S, i 31 = 3 preslikavaǌa

za svaki izbor S, dakle ukupno 9 preslikavaǌa. Konaqno, |A| = 1 + 12 +
9 + 1 = 23, pa je tra�eni broj jednak |A|4 = 234.

2. Za x = y = 0 dobijamo f(0) = 0. Zatim uvrxtavaǌe y = 0 u polaznu
jednaqinu daje f(x)2 = x2. Ovim za svako x imamo f(x) = ±x.

Pretpostavimo da postoje x i z razliqiti od 0 takvi da va�i f(x) =
x i f(z) = −z. Za y = x− z polazna jednaqina svodi se na

−xz + f(x− z)f(2x− z) = x2 + (x− z)2,

tj.
−xz ± (2x2 − 3xz + z2) = 2x2 − 2xz + z2,

xto se daǉe svodi na

0 = (2x2−xz+z2)2−(2x2−3xz+z2)2 = 2xz(4x2−4xz+2z2) = 4xz(x2+(x−z)2).

Odavde sledi x = 0 ili z = 0, kontradikcija s pretpostavkom. Dakle,
mora va�iti ili f(x) = x za sve x, ili f(x) = −x za sve x. Direktno se
proverava da ove funkcije zaista zadovoǉavaju jednaqinu iz postavke.



65

3. Data jednaqina mo�e se zapisati u obliku p2 = (m−2a3b)(m+2a3b).
Kako je p prost broj, jedina mogu�nost je m + 2a3b = p2 i m − 2a3b = 1.
Oduzimaǌem ovih dveju relacija dobijamo 2a+13b = (p − 1)(p + 1). Kako
bar jedan od brojeva p− 1 i p+ 1 nije deǉiv sa 3, on mora biti oblika
2k za neko k ∈ N0. Poxto za p = 2 nema rexeǌa, va�i k > 0. Razlikujemo
dva sluqaja.
• p+1 = 2k: Tada imamo p−1 = 2k−2 = 2a+1−k3b, tj. 2k−2a+1−k3b = 2,
odakle sledi k = a i 2a− 2 · 3b = 2, tj. 2a−1 = 3b+1. Kako je ostatak
pri deǉeǌu sa 8 izraza 3b + 1 uvek 2 ili 4, dobijamo a = 2 (i
tada b = 0) ili a = 3 (i tada b = 1), xto daje rexeǌa (p, a, b,m) ∈
{(3, 2, 0, 5), (7, 3, 1, 25)}.

• p−1 = 2k: Tada imamo p+1 = 2k+2 = 2a+1−k3b, tj. 2a+1−k3b−2k = 2,
odakle sledi k = 1 ili k = a. U sluqaju k = 1 dobijamo a = 2, b = 0
i (p, a, b,m) = (3, 2, 0, 5), xto nije novo rexeǌe. Zato uzmimo k > 2.
Tada sledi k = a i 2 · 3b − 2a = 1, tj. 2a−1 = 3b − 1. Za a = 2 imamo
rexeǌe (p, a, b,m) = (5, 2, 1, 13). Za a > 3 dobijamo 4 | 3b − 1, pa b
mora biti parno, recimo b = 2b1. Sada iz 2a−1 = (3b1 + 1)(3b1 − 1)
zakǉuqujemo da su 3b1 − 1 i 3b1 +1 stepeni dvojke koji se razlikuju
za 2, a jedini takvi stepeni dvojke su 2 i 4. Dakle, b1 = 1 i odatle
b = 2, a = 4, xto nam daje rexeǌe (17, 4, 2, 145).

Dr 2016 2A 4

Dakle, postavǉena jednaqina ima qe-
tiri rexeǌa:

(p, a, b,m) ∈ {(3, 2, 0, 5), (5, 2, 1, 13),

(7, 3, 1, 25), (17, 4, 2, 145)}.

4. Primetimo da je ]BGC prav ako
i samo ako va�i DG = DB; dakle, ako
sa H oznaqimo drugi presek kru�nice
k i kru�nice k1 s preqnikom BC, sledi
da je dovoǉno dokazati da su taqke H,
E i F kolinearne (iz ovoga bi sledilo
H ≡ G). Primenimo inverziju u odnosu
na kru�nicu k1; neka se taqke A, E i F
preslikavaju u taqke A′, E′ i F ′, redom,
a primetimo jox da taqke B, C i H osta-
ju fiksne. Treba dokazati da su taqke
D, H, E′ i F ′ koncikliqne. Primetimo
slede�e qiǌenice: posmatranom inver-
zijom k se preslikava u pravu BA′, F ′ je
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podno�je visine iz A′ na BC, H je podno�je visine iz C na BA′ i najzad,
iz jednakosti ]E′DB = ]EDB = ]DAC = ]DCA′ sledi E′D ‖ A′C, a
poxto je E′ na du�i BA′, sledi da je E′ sredixte du�i BA′. Prema
tome, taqke D, H, E′ i F ′ pripadaju Ojlerovoj kru�nici za 4A′BC, te
su koncikliqne. Ovim je dokaz zavrxen.

Tre�i razred – A kategorija

Dr 2016 3A 1

1. Primetimo jednakost MP · MA =
MD2 = MB2. Odatle dobijamo 4MPD ∼
4MDA i 4MPB ∼ 4MBA, pa sledi
]BPD = 180◦ − ]PBD − ]PDB = 180◦ −
]PAB − ]PAD = 180◦ − ]CAD = 180◦ −
]QPD. Time je zadatak rexen.

2. Poxto je n
2015 prirodan broj koji

ima neparan broj delilaca, zakǉuqu-
jemo n = 2015a2 za neko a ∈ N. Sada
je i broj n − 2015 = 2015(a2 − 1) potpun
kvadrat koji ima 2015 delilaca. Iz fak-
torizacije 2015 = 5 · 13 · 31 i qiǌenice
da su nam ve� poznata 3 prosta faktora
broja 2015(a2− 1) (upravo 5, 13 i 31) sledi da broj a2− 1 ne mo�e imati
neke proste faktore razliqite od prostih faktora broja 2015 (naime,
broj delilaca broja 2015(a2 − 1) jednak je proizvodu eksponenata u ǌe-
govom kanoniqkom zapisu uve�anih za 1, a budu�i da ovaj proizvod
treba da iznosi 2015, i kako se broj 2015, kao proizvod tri prosta broja,
ne mo�e predstaviti kao proizvod qetiri prirodna broja ve�a od 1, za-
kǉuqak sledi). Odavde dobijamo a2−1 = (a−1)(a+1) = 52x+1132y+1312z+1

za neke x, y, z ∈ N0. Svaki od brojeva 5, 13 i 31 deli taqno jedan od bro-
jeva a − 1 i a + 1, odakle i qitavi posmatrani stepeni brojeva 5, 13 i
31 dele taqno jedan od ǌih. Primetimo da va�i 52x+1 ≡ ±5 (mod 13) i
312z+1 ≡ 52z+1 ≡ ±5 (mod 13). Ako 13 | a ± 1, tada imamo a ∓ 1 ≡ ∓2
(mod 13), ali kako broj a ∓ 1 mora biti nexto od 52x+1, 312z+1 ili
52x+1 ·312z+1, iz malopre�axǌeg zakǉuqka dobijamo da je on kongruentan
sa ±1 ili ±5 po modulu 13, kontradikcija. Dakle, tra�eni prirodan
broj ne postoji.

3. Poxto prvi mudrac oznaqava drugog kao la�ova, sledi da taqno
jedan od ǌih dvojice govori istinu. Nadaǉe, neka i-ti mudrac govori
istinu. Tada su svi mudraci na mestima od i + 1 do 2i la�ǉivci, ali
poxto mudrac na mestu i + 1 la�e, sledi da mudrac na nekom od mesta
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2i+1 ili 2i+2 govori istinu. Dakle, mo�emo rekurentno definisati niz
qiji qlanovi predstavǉaju pozicije istinoǉubivih mudraca, redom, na
slede�i naqin: a1 = 1 + e0 i ak+1 = 2ak + 1 + ek, gde e0, e1, e2 . . . ∈ {0, 1}.
Indukcijom direktno dobijamo ak = 2k − 1 + 2k−1e0 + 2k−2e1 + · · ·+ ek−1.
Da bismo dobili nekontradiktoran skup izjava, za neko k mora va�iti
ak = n + 1 + e0, te dobijamo n = 2k − 2 − e0 + 2k−1e0 + 2k−2e1 + · · · + ek−1.
Dakle, za sve vrednosti n od n = 2k−2 do n = 2k+1−4 postoji aran�man
mudraca (dat nizom ak) gde bi mudraci mogli dati navedene izjave.
Odgovorimo sada na sva tri dela zadatka.

a) Mudraci mogu dati ovakav skup izjava za sve prirodne brojeve n
koji nisu oblika 2k − 3, k ∈ N.

b) Za e0 = 0 prime�ujemo da n mo�e uzimati vrednosti od n = 2k − 2
do n = 2k +2k−1− 3, i pri tome se svaka od ǌih ostvaruje na jedinstven
naqin (xto sledi iz jednoznaqnosti binarnog zapisa), a za e0 = 1 imamo
raspon od n = 2k+2k−1−3 do n = 2k+1−4, tako�e ostvarene na jedinstven
naqin. Dakle, od svih vrednosti za n pomenutih pod a), jedino za n
oblika 2k+2k−1−3, k ∈ N, novinar ne�e biti u mogu�nosti da ustanovi
ko su istinoǉupci (jer postoji jedna mogu�nost sa e0 = 0 i jedna sa
e0 = 1).

c) Iz nejednakosti 1024 + 512 − 3 < 2016 < 2048 − 4, sledi e0 = 1 i
k = 10. Imamo 28e1 + · · ·+ e9 = 2016− (1024 + 512− 3) = 483, odakle sledi
e1 = e2 = e3 = e4 = e8 = e9 = 1 i e5 = e6 = e7 = 0. Sada se lako dobija da
istinoǉubivi mudraci sede na pozicijama: 2, 6, 14, 30, 62, 125, 251, 503
i 1008.

4. Transformiximo postavǉenu jednaqinu na slede�i naqin:

f(x)(f(x)− f(x− y)) = f(y)(f(x+ y)− f(y)).

Uvrxtavaǌem y = 0 dobijamo 0 = f(0)(f(x)−f(0)). Poxto nije mogu�e
da za svako x va�i f(x) = f(0) (jer f nije konstantna), sledi f(0) = 0.

Uvrxtavaǌem x = y, x = 2y i x = 3y u posmatranu jednaqinu dobi-
jamo redom jednakosti

f(y)(f(2y)− 2f(y)) = 0,

f(2y)(f(2y)− f(y)) = f(y)(f(3y)− f(y)),

f(3y)(f(3y)− f(2y)) = f(y)(f(4y)− f(y)).

Doka�imo da iz ovih jednakosti sledi

f(2y) = 2f(y) i f(3y) = 3f(y) za sve y ∈ R.
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Zaista, ukoliko va�i f(y) 6= 0, tada lako dobijamo �eǉeni zakǉuqak.
Ukoliko va�i f(y) = 0, tada sledi f(2y) = 0 i f(3y) = 0, pa i u tom
sluqaju zakǉuqak va�i. Sada uvrxtavaǌem y = 2x u posmatranu jed-
naqinu dobijamo f(x)2 = −f(x)f(−x), odakle sledi

f(−x) = −f(x) ili f(x) = 0 za svako x ∈ R.

Najzad, neka je y takvo da va�i f(y) 6= 0 (takvo y postoji jer f nije
konstantna). Uvrstimo −y umesto y u posmatranu jednaqinu, qime do-
bijamo (nakon sre�ivaǌa) f(x)f(x + y) − f(y)f(x − y) = f(x)2 + f(y)2.
Pomno�imo ovu jednakost sa f(x) i saberimo je s polaznom jednakox�u
pomno�enom sa f(y); time dobijamo

(f(x)2 + f(y)2) · (f(x) + f(y)− f(x+ y)) = 0.

Kako va�i f(y)2 > 0, ostaje f(x) + f(y)− f(x+ y) = 0.
Prema tome, f(x) + f(y) = f(x+ y) kad god je bar jedna od vrednosti

f(x), f(y) razliqita od nule. S druge strane, u sluqaju f(x) = f(y) = 0
zamenom x sa x + y u postavǉenoj jednaqini dobijamo f(x + y) = 0, tj.
�eǉena jednakost i tada va�i, xto zavrxava dokaz.

Qetvrti razred – A kategorija

Dr 2016 4A 1

1. Neka su α, β i γ uglovi
u 4ABC koji odgovaraju, redom,
temenima A, B i C. Neka je I cen-
tar upisane kru�nice u 4ABC a r
ǌen polupreqnik. Doka�imo prvo
jednakosti IIA ·IA = IIB ·IB = IIC ·
IC = 2r2. Iz sliqnosti 4AB′C ′ ∼
4ABC dobijamo AIA

AI = AB′

AB . Iz
toga sledi

IIA · IA = IA2 ·
�

1− AIA
AI

�
=
�

r

sin α
2

�2

·
�

1− AB′

AB

�
=

r2

sin2 α
2

· (1− cosα) = 2r2.

Analogno se dokazuju i druge dve jednakosti.
Na osnovu dokazanog, 4IIAIB i 4IBA su sliqni pa sledi ]IIAIB = β

2
i ]IIBIA = α

2 . Analogno pokazujemo ]IIAIC = γ
2 i ]IICIA = α

2 . Kako
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va�i ]IBIAIC + ]IICIA = α+β+γ
2 = 90◦, zakǉuqujemo ICI ⊥ IAIB, pa

sledi tra�eno tvr�eǌe.

2. Oznaqimo s = x1+· · ·+xn. Produ�imo niz periodiqno: xi+jn = xi za
j ∈ N. Definiximo a0 = 1 i, za k = 0, 1, 2, . . . , neka je ak+1 prirodan broj
takav da va�i ak+1 > ak i

Pak+1
i=ak+1 xi > 0. Me�u brojevima a0, a1, a2, . . .

postoje dva kongruentna po modulu n, recimo ap ≡ aq (mod n), q > p.
Tada iz aq = ap + jn (j ∈ N) imamo 0 6

Paq
i=ap+1 = js, odakle sledi s > 0.

3. Pisa�emo f(y) = yy. Dokazujemo indukcijom po n da skup
{f(1), f(3), . . . , f(2n − 1)} qini sveden sistem ostataka po modulu 2n. Za
n = 1 tvr�eǌe je trivijalno. Pretpostavimo n > 2 i da tvr�eǌe va�i
za n− 1.

Po Ojlerovoj teoremi imamo (y + 2n−1)2
n−1 ≡ 1 (mod 2n) za neparno

y, odakle sledi f(y + 2n−1) ≡ (y + 2n−1)y (mod 2n). S druge strane,

(y + 2n−1)y = yy +
�
y

1

�
yy−12n−1 +

�
y

2

�
yy−222n−2 + · · ·

≡ yy +
�
y

1

�
yy−12n−1 ≡ f(y) + 2n−1 (mod 2n).

Sledi f(y+2n−1) ≡ f(y)+2n−1 (mod 2n). Zato me�u f(1), f(3), . . . , f(2n−1)
nema brojeva me�usobno kongruentnih po modulu 2n, qime je induktivni
korak zavrxen.

Dr 2016 4A 4

4. Tra�eni mnogougao postoji.
Posmatrajmo jediniqni kvadrat i
konstruiximo dovoǉno male je-
dnakostraniqne trouglove (reci-
mo, stranice 1

100) nad tri ǌegove
stranice kao xto je prikazano na
slici levo.

Ovakvom konstrukcijom posma-
tranom kvadratu su dodata dva
,,xpica“ i jedan ,,usek“. Na slici
desno je prikazano da se tako dobijeni mnogougao zaista mo�e obmo-
tati sa 8 kopija. Doka�imo jox da se posmatranim mnogouglom ne mo�e
poploqati ravan.

Pretpostavimo suprotno: neka je ravan poploqana posmatranim mno-
gouglom. Jasno, ovakvo poploqavaǌe zapravo je regularno poploqavaǌe
ravni kvadratom, do na xpiceve i useke. Odaberimo jedan kvadrat 5×5
izdeǉen na 25 jediniqnih kvadrati�a. Ovim kvadrati�ima odgovara 25
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useka i 50 xpiceva, pa sledi da od tih 50 xpiceva postoji bar 25 onih
koji nisu upareni ni s jednim od tih 25 useka. Neupareni xpicevi se
moraju nalaziti na rubu posmatranog kvadrata 5 × 5; me�utim, obim
tog kvadrata iznosi svega 20, pa se na ǌemu mo�e nalaziti najvixe
20 xpiceva, kontradikcija. Prema tome, ravan nije mogu�e poploqati
opisanim mnogouglom.

Prvi razred – B kategorija

1. a) Rastavǉaǌe nalazimo na slede�i naqin:

x8 + x4 + 1 = x8 + 2x4 + 1− x4 = (x4 + 1)2 − (x2)2

= (x4 − x2 + 1)(x4 + x2 + 1)

= (x4 − x2 + 1)(x4 + 2x2 + 1− x2)

= (x4 − x2 + 1)((x2 + 1)2 − x2)

= (x4 − x2 + 1)(x2 − x+ 1)(x2 + x+ 1).

b) Koriste�i deo pod a) (za x = 4
√

3) vidimo da �e proxirivaǌem
razlomka sa (3−

√
3+1)(

√
3− 4
√

3+1) u imeniocu ostati (( 4
√

3)8+( 4
√

3)4+1),
tj. 13. Dakle, tra�eni oblik razlomka je

(4−
√

3)(
√

3− 4
√

3 + 1)
13

.

2. a) Zbir cifara posmatranog broja iznosi

1 · 1 + 2 · 2 + · · ·+ 9 · 9 + 10 · (1 + 0) + 11 · (1 + 1) + · · ·+ 20 · (2 + 0) = 1205.

Dakle, kako zbir cifara nije deǉiv sa 9, ni posmatrani broj nije deǉiv
sa 9.

b) Raqunamo razliku zbirova cifara na parnim, odnosno neparnim
pozicijama:

(1 · 1 + 1 · 2 + 1 · 3 + 2 · 4 + 3 · 5 + 3 · 6 + 3 · 7 + 4 · 8 + 5 · 9 + 11 · 1 + · · · + 19 · 9)

− (1 · 2 + 2 · 3 + 2 · 4 + 2 · 5 + 3 · 6 + 4 · 7 + 4 · 8 + 4 · 9 + (10 + · · · + 19) · 1 + 20 · 2)

= 880 − 325 = 555.

Kako ova razlika nije deǉiva sa 11, ni posmatrani broj nije deǉiv sa
11.
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c) Iz zbira izraqunatog pod a) vidimo da posmatrani broj daje
ostatak 2 pri deǉeǌu sa 3. Kako potpuni kvadrati mogu davati samo
ostatke 0 ili 1 po modulu 3, sledi da posmatrani broj nije potpun
kvadrat. (Drugaqije, mogu�e je primetiti i da, ako se kvadrat nekog
broja zavrxava cifrom 0, onda se i sam taj broj zavrxava cifrom 0, ali
onda se ǌegov kvadrat zavrxava ciframa 00; drugim reqima, potpuni
kvadrati koji se zavrxavaju cifrom 0 moraju se zavrxavati ciframa
00, a kako se posmatrani broj zavrxava ciframa 20, on ne mo�e biti
potpun kvadrat.)

d) Kako je trocifren zavrxetak posmatranog broja 020, xto nije
deǉivo sa 8, posmatrani broj nije deǉiv sa 8, pa nije deǉiv ni sa 16.

3. Ne postoji. Vidimo da je u zadatih 10 zagrada zastupǉeno svih
mogu�ih 10 parova brojeva, pa bez obzira na to koju permutaciju po-
smatramo, qinioci iz postavke su: 3, 4, 5, 5, 6, 6, 7, 7, 8 i 9. No kako god
ovi brojevi bili raspore�eni na levu i desnu stranu, ukupan stepen
prostog broja 3 u ovim qiniocima iznosi 5, pa ne mo�e na levoj i desnoj
strani biti jednak broj pojavǉivaǌa prostog qinioca 3 (mo�emo isto
zakǉuqiti i za prost qinilac 2).

Dr 2016 1B 4

4. Oznaqimo uglove ]BAC = ]BCA =
α i ]ABC = β (va�i 2α + β = 180◦).
Primetimo da va�i ]AKB = 3α

2 (spoǉa-
xǌi ugao za 4AKC). Neka je L taqka si-
metriqna taqki B u odnosu na pravu AC.
Imamo BL = 2BM = AK. Kako je BALC
romb, qetvorougao BALK je trapez; on
pritom ima jednake dijagonale (BL =
AK), pa je jednakokrak, a time i tetivan.
Sada iz ]ABL = ]AKL = β

2 i ]ABK =
]LKB zakǉuqujemo β = 3α

2 + β
2 , odakle

sledi β = 3α. Dobijamo 5α = 180◦, pa su
uglovi ovog trougla 36◦, 36◦ i 108◦.

5. Analiza. Povrxina qetvorougla ABCD jednaka je zbiru povrxina
4BAC i 4DAC. Neka su hB i hD visine spuxtene na AC u 4BAC i
4DAC, redom. Povrxina qetvorougla ABCD iznosi (hB+hD)AC

2 . Neka
su b i d prave kroz B i D, redom, paralelne sa AC. Prava m paralelna
ovim dvema pravima i jednako udaǉena od obe (za po hB+hD

2 ) se�i �e
bilo stranicu CB, bilo CD u nekoj taqki M (u zavisnosti od toga koja
od visina hB i hD je ve�a). Prava AM je tra�ena prava jer se lako
proverava da je zbir povrxina 4AMC i maǌeg od 4BAC ili 4DAC
jednaka polovini povrxine qetvorougla ABCD.
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Dr 2016 1B 5

Konstrukcija. Odredimo sredixte
dijagonale BD i zatim kroz ǌega
povuqemo pravu paralelnu sa prav-
ima b i d. U preseku povuqene prave
sa izlomǉenom linijom BCD dobi-
jamo taqku M . Prava AM je tra�ena
prava.

Dokaz. Sledi iz analize.
Diskusija. Rexeǌe je uvek jedin-

stveno.

Drugi razred – B kategorija

1. Uslovi su 0 < 2 − 1
5x 6= 1 i

x2 − 4x + 4 = (x − 2)2 > 0, xto se svodi na x < 10, x 6= 5 i x 6= 2.
Posmatranu nejednaqinu mo�emo zapisati u obliku log2− 1

5x
(x− 2)2 < 2,

tj. 2 log2− 1
5x
|x− 2| < 2, a ovo se svodi na log2− 1

5x
|x− 2| < 1.

U sluqaju kada je osnova logaritma maǌa od 1, tj. x > 5, dobijena
nejednaqina ekvivalentna je sa |x− 2| > 2− 1

5x, tj. (s obzirom na x > 5)
x − 2 > 2 − 1

5x, xto daje x > 10
3 , a ovo je nadskup uslova x > 5; u ovom

sluqaju, dakle, dobijamo rexeǌe x ∈ (5, 10) (imali smo u vidu i uslov
x < 10).

U sluqaju kada je osnova logaritma ve�a od 1, tj. x < 5, dobijena
nejednaqina ekvivalentna je sa |x−2| < 2− 1

5x. Pretpostavimo prvo x < 2.
Tada rexavamo nejednaqinu 2−x < 2− 1

5x, tj.
4
5x > 0, pa dobijamo rexeǌe

x ∈ (0, 2). Pretpostavimo sada x > 2. Tada rexavamo nejednaqinu x−2 <
2− 1

5x, tj.
6
5x < 4, pa dobijamo rexeǌe x ∈ (2, 10

3 ).
Sve skupa, rexeǌe je: x ∈ (0, 2) ∪ (2, 10

3 ) ∪ (5, 10).

2. Prvo rexeǌe. Primetimo da va�i x4+4y4 = x4+4x2y2+4y4−4x2y2 =
(x2 + 2y2)2 − (2xy)2 = (x2 − 2xy + 2y2)(x2 + 2xy + 2y2). Uvedimo smenu
u = x2−2xy+2y2, v = x2 +2xy+2y2. Tada se posmatrani sistem svodi na
u+2v = 24 i uv = 64. Odavde dobijamo (24−2v)v = 64, tj. v2−12v+32 = 0.
Rexavaǌem ove kvadratne jednaqine dobijamo

v1/2 =
12±

√
144− 128
2

=
12± 4

2
,

tj. v1 = 8 i v2 = 4. Ovim vrednostima odgovara u1 = 24 − 2 · 8 = 8 i
u2 = 24− 2 · 4 = 16.

U prvom sluqaju vra�aǌem smene dobijamo x2 − 2xy + 2y2 = 8 i x2 +
2xy + 2y2 = 8, xto se svodi na xy = 0 i x2 + 2y2 = 8. Odavde nalazimo
rexeǌa: (x, y) ∈ {(±2

√
2, 0), (0,±2)}.



73

U drugom sluqaju vra�aǌem smene dobijamo x2 − 2xy + 2y2 = 16 i
x2 + 2xy + 2y2 = 4, xto se svodi na xy = −3 i x2 + 2y2 = 10. Odavde
dobijamo x2 + 2(−3

x )2 = 10. Smenom t = x2 dobijena jednaqina svodi se
na t+ 18

t = 10, tj. t2 − 10t+ 18 = 0. ǋena rexeǌa su

t1/2 =
10±

√
100− 72
2

=
10± 2

√
7

2
= 5±

√
7.

Dakle, mogu�nosti su x = ±
È

5 +
√

7 i x = ±
È

5−
√

7.
Sve skupa, posmatrani sistem ima 8 rexeǌa:

(x, y) ∈

(
(±2
√

2, 0), (0,±2), 
±
È

5 +
√

7,∓ 3È
5 +
√

7

!
,

 
±
È

5−
√

7,∓ 3È
5−
√

7

!)
.

Drugo rexeǌe. Kvadriraǌem prve jednaqine i mno�eǌem s drugom
jednaqinom unakrsno (levu s desnom stranom a desnu s levom) dobijamo

242(x4 + 4y4) = 64(3x2 + 2xy + 6y2)2.

Posle uprox�avaǌa, ova jednaqina se svodi na

xy(3x2 + 10xy + 6y2) = 0.

Odavde dobijamo qetiri mogu�nosti: x = 0, y = 0, x = y · −5+
√

7
3 ili

x = y · −5−
√

7
3 . Ubacivaǌem ovih qetiri mogu�nosti u bilo koju od

polaznih jednaqina dobijamo od svake mogu�nosti po dva rexeǌa, xto
daje osam rexeǌa kao malopre.

3. Primetimo da n = 1 jeste rexeǌe jer dobijamo broj 36 = 62.
Pretpostavimo sada n > 2. Tada je sabirak 2 · 3n deǉiv sa 9, a poxto
brojevi 10 i 19 daju ostatak 1 pri deǉeǌu sa 9, tada i 10n i 19n daju
ostatak 1 pri deǉeǌu sa 9. Prema tome, za n > 2 broj zadat u postavci
daje ostatak 3 pri deǉeǌu sa 9, tj. on je deǉiv sa 3 a nije deǉiv sa 9,
pa ne mo�e biti potpun kvadrat.

4. Jasno, za svako n va�i yn 6 2016. S druge strane, za n > 2 va�i

yn = x22n

n > x222

n = x16
n , pa kako imamo 216 > 2016, zakǉuqujemo da za svako

n > 2 mora biti xn = 0 ili xn = 1, a time i yn = 0 ili yn = 1. Odavde
sledi 0 6 y2 + y3 + · · · + y1000 6 999, a sada iz prve jednaqine dobijamo
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1017 6 y1 6 2016. Me�utim, kako va�i y1 = x221

1 = x4
1, jedina mogu�nost je

x1 = 6 i y1 = 64 = 1296 (to je jedini qetvrti stepen koji upada u dobijeni
interval za y1). Prema tome, y2+y3+· · ·+y1000 = 2016−1296 = 720. Dakle,
taqno 720 brojeva od y2, y3, . . . , y1000 jednaki su 1, a preostali 0 (kao i
odgovaraju�i od x2, x3, . . . , x1000). Ovo je mogu�e posti�i na

�999
720

�
naqina,

xto je rexeǌe zadatka.

Dr 2016 2B 5

5. Analiza. Neka je C0

podno�je visine hC iz te-
mena C. Obele�imo x =
AC0, y = BC0. Povr-
xina 4ABC iznosi hC(x+y)

2 .
Pretpostavimo, bez umaǌe-
ǌa opxtosti, AC 6 BC.
Tada na du�i C0B treba
odabrati taqku D takvu da
normala u D na C0B deli
4ABC na dva dela qije
su povrxine hC(x+y)

4 . Jedan
od tih delova je trougao

homotetiqan sa 4C0BC, gde je centar homotetije teme B. Kako
imamo P (4C0BC) = hCy

2 , koeficijent posmatrane homotetije iznosir
hC (x+y)

4
hCy

2

=
È

x+y
2y . Prema tome, BD = BC0

È
x+y
2y = y

È
x+y
2y =

È
(x+y)y

2 ;

na ovaj naqin mo�emo konstruisati taqku D kao koren iz proizvoda
du�i x+y

2 i y.
Konstrukcija. Neka je M sredixte stranice AB. Uoqimo taqku E na

pravoj AB takvu da va�i A−B−E i BE ∼= C0B. Neka je k kru�nica nad
preqnikom ME, i neka normala u taqki B na pravu AB seqe kru�nicu
k u taqki F . Na du�i C0B uoqimo taqku D takvu da va�i BD ∼= BF .
Normala u taqki D na pravu AB je tra�ena normala.

Dokaz. Iz sliqnosti 4MBF ∼ 4FBE dobijamo BF
BM = BE

BF , tj. BF
2 =

BM ·BE = x+y
2 · y; drugim reqima, BD = BF =

È
(x+y)y

2 . Zakǉuqak sada
sledi iz razmatraǌa sprovedenog u analizi.

Diskusija. Rexeǌe je uvek jedinstveno.

Tre�i razred – B kategorija

1. Izraqunajmo prvo vektor ~a× (~b− ~a):
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~a×(~b−~a) = (−3,−2, 1)×(4, 3, 2) =

������
−3 4 ~ı
−2 3 ~

1 2 ~k

������ = −7~ı+10~−~k = (−7, 10,−1).

Skalarni proizvod vektora (1, r,−2) i (−7, 10,−1) iznosi 1 · (−7) + 10r+
(−2) · (−1) = 10r− 5. S druge strane, ukoliko ovi vektori grade ugao od
60◦, ǌihov skalarni proizvod treba da iznosiÈ

12 + r2 + (−2)2 ·
È

(−7)2 + 102 + (−1)2 · cos 60◦ =
p

5 + r2 · 5
√

6 · 1
2
.

Prema tome, dobijamo jednaqinu 10r− 5 =
√

5 + r2 · 5
√

6 · 12 , xto se svodi
na 4r − 2 =

√
30 + 6r2. Kvadriraǌem ove jednaqine, uz uslov 4r − 2 > 0,

tj. r > 1
2 , dobijamo 16r2 − 16r+ 4 = 30 + 6r2, tj. 5r2 − 8r− 13 = 0. Reximo

ovu jednaqinu:

r1/2 =
8±
√

64 + 260
10

=
8± 18

10
=

4± 9
5

,

tj. r1 = 13
5 i r2 = −1. Drugo rexeǌe odbacujemo jer ne ispuǌava uslov

r > 1
2 . Dakle, jedino rexeǌe zadatka je r = 13

5 .

2. Prvi igraq treba da prati slede�u strategiju. U prvom potezu on
upisuje X u centralni kvadrati�. U svakom slede�em potezu, ukoliko
postoje dva uzastopna kvadrati�a obele�ena slovom X, ili postoje dva
kvadrati�a obele�ena slovom X izme�u kojih je taqno jedan neoznaqen
kvadrati�, tada prvi igraq pravi niz od tri uzastopna obele�ena
kvadrati�a i pobe�uje, a u suprotnom igra simetriqno prethodnom
potezu drugog igraqa (simetriju posmatramo u odnosu na centralni
kvadrati�).

Doka�imo da prvi igraq zaista pobe�uje koriste�i ovu strate-
giju. Oqigledno, nakon bilo kog poteza prvog igraqa (osim posledǌeg)
nikada ne�e na tabli ostati dva susedna obele�ena poǉa (zaista, uko-
liko bi se takva situacija dogodila, tada bi, s obzirom na simetriqnu
igru prvog igraqa, i pre ǌegovog poteza morala postojati dva susedna
obele�ena kvadrati�a, ali tada bi prvi igraq mogao odmah da pobedi).
Sliqno, nakon bilo kog poteza prvog igraqa (osim posledǌeg) nikada
ne�e na tabli ostati dva obele�ena kvadrati�a izme�u kojih je taqno
jedan neobele�en. Prema tome, prvi igraq nakon svog poteza nikada
ne�e ostaviti drugom xansu da pobedi, xto zavrxava dokaz.

3. Iskoristi�emo identitet (a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2(ab+ bc+ ac).
Iz ǌega i pretpostavke a2 + b2 + c2 = k(ab + ac + bc), k ∈ N, sledi (k +
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2)(ab+ bc+ac) = (a+ b+ c)2. Budu�i da je a+ b+ c prost broj, recimo p, a
i k+2 i ab+ bc+ac su ve�i od 1, jedino je mogu�e k+2 = ab+ bc+ac = p.
No sada iz ab + bc + ac > a + b + c = p (na osnovu a, b, c > 1) sledi da
je jedina mogu�nost a = b = c = 1. Direktno se proverava da su tada
ispuǌeni svi uslovi zadatka.

Dr 2016 3B 4

4. Oznaqimo katete BC = a i
AC = b, hipotenuzu AB = c, i
neka su A1 i B1 sredixta stranica
BC i AC, T te�ixte, a te�ixne
du�i AA1 = ta i BB1 = tb. Iz
formule cos2 ϕ = 1

1+tg2 ϕ dobijamo
cosϕ = 4

5 . Primenom kosinusne teo-
reme na 4TA1B, 4TB1A i 4TAB
imamo: a2

4 = t2a
9 + 4t2b

9 −
4t2at

2
b cosϕ
9 ,

b2

4 = t2b
9 + 4t2a

9 −
4t2at

2
b cosϕ
9 i c2 =

4t2a
9 + 4t2b

9 + 8t2at
2
b cosϕ
9 (koristili smo

]A1TB = ]ATB1 = ϕ i ]ATB = 180◦ − ϕ). Sada iz Pitagorine teoreme

dobijamo 20t2b
9 + 20t2a

9 − 32t2at
2
b cosϕ
9 = 4t2b

9 + 4t2a
9 + 8t2at

2
b cosϕ
9 ; sre�uju�i ovaj

izraz, uz korix�eǌe jednakosti cosϕ = 4
5 , dobijamo

16
9 (ta − tb)2 = 0, tj.

ta = tb. Dakle, 4ABC je jednakokrak, pa su ǌegovi uglovi 45◦, 45◦ i 90◦.

5. Pretpostavimo, bez umaǌeǌa opxtosti, a > b. Tada imamo

S(a, b) = min
�
a, b,

1
a

+
1
b

�
= min

�
b,

1
a

+
1
b

�
6 min

�
b,

2
b

�
= S(b, b).

Dakle, maksimalna vrednost izraza S(a, b) dosti�e se za a = b. Daǉe,
S(b, b) = min(b, 2

b ) 6
È
b · 2

b =
√

2, pri qemu se jednakost dosti�e za b =
2
b =

√
2. Prema tome, najve�a mogu�a vrednost za S(a, b) iznosi

√
2 i

dosti�e se za a = b =
√

2.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Koristi�emo Vijetove formule. Iz − c
3 = x1x2x3x4x5 = 4 dobijamo

c = −12. Daǉe, kako va�i P (1) = 0 i P (2) = 0, dobijamo a + b − 12 = 0
i 16a + 4b − 132 = 0, odakle rexavaǌem sistema dobijamo a = 7 i b = 5.
Sada polinom P (x) mo�emo zapisati u obliku

P (x) = (x− 1)(x− 2)(3x3 + 16x2 + 7x− 6)

(ovo dobijamo dele�i polinom P (x) sa (x−1)(x−2), budu�i da znamo da
su 1 i 2 ǌegove nule). Kako va�i 3x3 + 16x2 + 7x− 6 = 3x3 + 3x2 + 13x2 +
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13x− 6x− 6 = (x+ 1)(3x2 + 13x− 6), jox jedna nula je x3 = −1. Posledǌe
dve nule nalazimo rexavaju�i preostalu kvadratnu jednaqinu:

x4/5 =
−13±

È
132 − 4 · 3 · (−6)

6
=
−13±

√
241

6
.

2. Tetkica mo�e dobiti izraz x1025 u 11 koraka tako xto dopixe,
redom, izraze x2, x4, x8, x16, . . . , x1024, x1025. Doka�imo da ona to ne mo�e
izvesti u maǌe od 11 koraka.

Zapravo, pokaza�emo opxtije tvr�eǌe: ako su uoqeni brojevi n i
k takvi da va�i n > 2k + 1, tetkici je potrebno bar k + 1 koraka da
bi dobila izraz xn. Tvr�eǌe dokazujemo indukcijom po k. Za k = 0
oqigledno je taqno (za izraz xn, gde va�i n > 2, potreban je bar jedan
korak). Pretpostavimo sada da tvr�eǌe va�i za broj k, i uzmimo n >
2k+1 + 1. Izraz xn dobija se mno�eǌem izraza xa i xb za neke a i b,
a, b > 1, a + b = n. Pretpostavimo, bez umaǌeǌa opxtosti, a 6 b. Tada
imamo b > n

2 = 2k+ 1
2 , ali kako je b prirodan broj, mora va�iti b > 2k+1.

Dakle, da bi tetkica dobila izraz xb, potreban joj je (po induktivnoj
hipotezi) bar k + 1 korak. Odatle, da bi dobila izraz xn potrebna su
joj bar k + 1 + 1 = k + 2 koraka.

U postavǉenom zadatku imamo 1025 = 210 + 1, pa po gorǌem tvr�eǌu
za dobijaǌe izraza x1025 potrebno je bar 11 koraka. Primer s poqetka
rexeǌa pokazuje da je 11 koraka i dovoǉno, qime je zadatak rexen.

3. Primetimo da je nemogu�e m > 4: zaista, u tom sluqaju bi,
prema postavǉenim uslovima, moralo va�iti 2n = a2 i 4n = b4 za neke
prirodne brojeve a i b, ali deǉeǌem ove dve jednakosti dobijamo 2 = b4

a2 ,
tj.
√

2 = b2

a , xto je nemogu�e jer
√

2 nije racionalan broj. Prema tome,
ostaje m 6 3. Poka�imo da za m = 3 postoji odgovaraju� broj n. Treba
da va�i 2n = a2 i 3n = b3 za neke a, b ∈ N. Prvi uslov mo�emo ispuniti
ukoliko n u svojoj prostoj faktorizaciji ima neparan eksponent dvojke,
i parne sve ostale eksponente; drugi uslov mo�emo ispuniti ukoliko n
u svojoj prostoj faktorizaciji ima eksponent trojke koji daje ostatak 2
pri deǉeǌu sa 3, i sve ostale eksponente deǉive sa 3. Jedna mogu�nost
da ovo postignemo je da odaberemo n = 23 · 32 = 72, qime je zadatak
rexen.

4. Primetimo: ukoliko je (x0, y0, z0) rexeǌe datog sistema, tada je i
(−x0,−y0, z0) rexeǌe tog sistema. Dakle, da bi sistem imao jedinstveno
rexeǌe, ono mora biti oblika (0, 0, c) za neko c ∈ R. Tada iz postavǉenog
sistema dobijamo c = a, c = b i c2 = 4. Sada razlikujemo dva sluqaja.
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Pretpostavimo prvo a = b = c = 2. Tada oduzimaǌem prve jednaqine
od druge dobijamo (z2 − z)xy = 0. Odavde vidimo da potencijalna pre-
ostala rexeǌa datog sistema, osim (0, 0, 2), mo�emo potra�iti za z = 0
ili z = 1. U sluqaju z = 0 prva jednaqina svodi se na 0 = 2, kontradik-
cija. Uzmimo sada z = 1. Sistem se svodi na xy = 1 i x2 + y2 = 3, xto
se daǉe svodi na y = 1

x i x4 − 3x2 + 1 = 0, a kako je diskriminanta
ove bikvadratne jednaqine pozitivna, ovde dobijamo jox qetiri rexe-
ǌa oblika (xi, yi, 1). Dakle, u sluqaju a = b = c = 2 posmatrani sistem
nema jedinstveno rexeǌe.

Pretpostavimo sada a = b = c = 2. Kao u prethodnom sluqaju, pre-
ostala rexeǌa, osim (0, 0,−2), mo�emo potra�iti za z = 0 ili z = 1.
Ponovo nema rexeǌa za z = 0, pa uzmimo z = 1. Sistem se svodi na
xy = −3 i x2 + y2 = 3, xto se daǉe svodi na y = − 3

x i x4 − 3x2 + 9 = 0.
Diskriminanta ove bikvadratne jednaqine je negativna, pa ovde nema
vixe rexeǌa.

Dakle jedino za a = b = −2 sistem ima jedinstveno rexeǌe.

Dr 2016 4B 5

5. Neka je O centar te sfere, a R ǌen
polupreqnik. Neka je M podno�je visine
4ABD iz temena A na BD. Poxto je OA
normalno na celu ravan ABD, iz teoreme
o tri normale sledi OM ⊥ BD. Sada, ko-
riste�i OM ⊥ BD i qiǌenicu da je OC
normalno na ravan BDC, ponovo iz teoreme
o tri normale dobijamo CM ⊥ BD, tj. CM
je visina 4CBD. Kako va�i AO = CO = R,
OM = OM i ]OMA = ]OMC = 90◦, po
stavu SSU sledi 4AMO ∼= 4CMO, a oda-
tle dobijamo AM = CM . Kako je 4ABD
pravougli i hipotenuza mu je dva puta du�a
od katete, on je polovina jednakostrani-
qnog trougla, pa sledi AD = AB

√
3 =

√
3.

Iz istog razloga va�i BM = AB
2 = 1

2

i AM = BM
√

3 =
√

3
2 , a onda i CM =

AM =
√

3
2 . Sada iz pravouglog 4CBM

nalazimo BC = 1, a potom iz 4ABC na-
lazimo AC =

√
2 (zbog AB = BC = 1). Posmatrajmo sada qetvoro-

ugao OAMC (koji je deltoid), i oznaqimo sa N presek dijagonala
MO i AC. Jasno, AN = NC =

√
2

2 , pa iz Pitagorine teoreme za

4AMN dobijamo MN =
√
AM2 −AN2 =

È
3
4 −

1
2 = 1

2 . Sada konaqno
uoqimo sliqnost 4ANM ∼ 4ONA (zaista, ]ONA = ]ANM = 90◦ i
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]AMO = 90◦−]MOA = 90◦−]NOA = ]NAO), pa iz proporcionalnosti
odgovaraju�ih stranica imamo AM : MN = OA : AN , tj.

√
3

2 : 1
2 = R :

√
2

2 ,

odakle dobijamo OA = R =
√

6
2 .
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