VEKTORI

Nenad O. Vesi¢!

1 Uvod

i

S

Odnos vektora 42, jednak je o (TB = a), ako je
cD cD

— —
AB = aCD.

Teorema 1 (TEOREME BLIZANCI)
Dat je trougao NABC i tacke P i Q) na pravama BC, CA redom i tacke
R i S na pravoj AB.

1. (Cevaova teorema) Prave AP, BQ i CR su paralelne ili se seku u
jednoj tacki (pripadaju jednom pramenu pravih) ako i samo ako je
— — —

BP CQ AR

— — — L.
PC QA RB
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2. (Menelajeva teorema) Tacke P, Q) i S su kolinearne (pripadaju jed-
noj pravoj) ako i samo ako je

BP CQ AS
s = = =L
PC QA SB

5
Podsetimo se da je duzina d duzi AB norma vektora AB

(d:|A§D.

Podsetimo se i da za proizvoljna dva vektora a;,i = 1,n vaZi nejednakost
trougla
Q)+t < a4+ ).

Jednakost u prethodHOJ neJednakostl vazi ako i samo ako su vektori al,z =
1, n istosmerni, t;j. az = alal za realne konstante o; > 0.

Uvedimo jos neke neophodne pojmove:

Neka su oy, . . ., o, proizvoljni realni brojeviinekasu aq, . .., a, proizvoljni
vektori. Vektor
c=aaia; + -+ ayay,

je linearna kombinacija vektora ay,. .., a,.
Vektori ay,...,a, su linearno nezavisni ako iz
—
aray + -+ apa, = 0,
gde su ayq, ..., a, realni brojevi, sledi da je
o =-=aq, =0.

Vektori koji nisu linearno nezavisni su linearno zavisni vektori.

Pojasnjenje 1 Ukoliko su vektori aq,...,a, linearno zavisni, sledi da je bar
jedan od parametara oo, . ..,y razlicit od 0.
Pojasnjenje 2 Ukoliko su vektori vy,...,v. linearno zavisni, neki od tih

vektora je moguce predstaviti kao linearnu kombinaciju ostalih.



Pojasnjenje 3 Ukoliko su vektorivy, ..., vy linearno nezavisni, linearnu kom-
binaciju
C:CY1'U1+"'Oék‘Uk

moguce je na jedinstven nacin predstaviti kao linearnu kombinaciju vektora
Viyeooy Uk

Napomena 1 Za proizvoljne tacke Ay, As, ..., A, je

— — — —
A1As + AyAs+ ...+ A A = 0.
Iz prethodne napomene sledi da je zbir vektora odredenih stranicama

N
zatvorenog mnogougla jednak 0. Pored toga, vektori odredeni stranicama
trougla su joS i po parovima linearno nezavisni.

2 VEKTORII TROUGLOVI

Zadatak 1 Od tezisnih linija trougla, moguce je formirati trougao.

- — — —
RESENjE: Uo¢imo proizvoljan trougao . Neka su AP, BQ i CR vektori
odredeni tezisnim linijama trougla .




Najpre je
— — —
AP AB + BP
BQ BC + CQ

CR C’A + AR

i kako su tacke Ay, By i C] sredista duzi BC,C'A i AB, sledi da je
— — —
BP BC + 1BC
CQ C’A + 1C’A
AR AB + 1AB
tj.
.

— — 3 —
AP+BQ+CR =3 (AB+BC+(JA) ~ 0.

- = —
Dokazimo da su vektori AP, BQ) i C'R linearno nezavisni po parovima

Dovoljno je, bez umanjenja opstosti, dokazati linearnu nezavisnost jednog
— —
para, recimo AP i BQ).

Kako je

— — —

AP = AB +1BC,

— — — — —
BQ:BC+CA:BO+%<CB+BA>,

to za proizvoljne realne konstante « i 8 vazi da je

—

— — ﬁ — Q ﬁ —

0 =aAP + BBQ = a+§ AB + 5—1-5 BC.
— —

Kako su vektori AB i BC' linearno nezavisni sledi da je

{ a+ % =0
2 t3=0
Resavanjem prethodnog sistema dobljamo da je «

= g = 0, ¢ime je
dokazana linearna nezavisnost vektora AP i BQ Analognim postupkom

dokazujemo i linearnu nezavisnost vektora druga dva para ¢ime je zadatak
zavrsen.



Zadatak 2 Tacke P i Q su tacke na stranicama BC i AC trougla NABC,
pri cemu je BP:CP=1:41CQ : QA=2:3.

1. Ako je R tacka preseka pravih AB i PQ, odrediti odnos
%
AR
=
RB
2. Neka je S tacka prave AB. Odrediti odnos
%
AS
= -
SB
tako da su tacke P, ) ¢ S kolinearne.

ReSenje: Resenje ovog zatatka sledi direktno iz teorema blizanaca.

R E

1. Iz N . N
BP CQ AR
PC QA RB

N
sledi da je 4E = %.
RB



2. Analogno prethodnom, sledi da je

AS -6
SB

Zadatak 3 Neka tacka () stranice AC deli stranicu AC trougla NABC u
razmeri AQ : QC = ny : my. Neka jos i tacka R stranice AB trougla ANABC
deli stranicu AB u odnosu AR : RB = n. : m.. Ako je tacka D tacka preseka
duzi BQ i C'R, odrediti odnose BD : DQ + CD : DR.

RESENjE: Ovaj zadatak ¢emo resiti pomocu vektora. Za poc¢etak, imamo
da je
— — — —
BD=p-BQiCD=gq-CR,
gde su p i ¢ realni brojevi, 0 < p,q < 1 (zbog rasporeda tactaka B — D —
Q,C —D —R).

— — — —
Kako je BQ = BA+ AQ = BA+ 2t - AC 1 CR = CA+ AQ =
5
BQ + 'A_>C sledi da je

Nc
Me+Ne



— — — pnb —
BD =p-BB, =p-BA+ AC,
mp + Ny
DR=(1—q)CR=(1-q)CA+—"_ 4B
=(1-¢q)CR=(1-4q) t o AR
%
C\B=—"°_AB
C+nC
Kako je
— — — — — Py —
0=BD+DR+RB=p-BA+ AC+
my + 1Ny
— — —
(1—q)(CA+ fe AB)+ e AB=
me + N Me + Ne
. — . —
(p+ g7 —1)-BA+< LAl +q—1)AC’,
Me + N my + Ny

— —
to zbog linearne nezavisnosti vektora BA i AC sledi da je

q-nc —
(e
p——— +qg=1

ReSavanjem prethodnog sistema jednacina, dobijamo da je

mMp * M + Np - My
p= =
Mp * M+ N - M + My * N

BD:DQ=p:(1—p)=(my -mec+n,-me): (my-ne),

odnosno n
my - Me + My - N
q — =
Mp * M + Ny * My + My - N

CD:DR=q:(1—q)=(mp-me+mp-ne): (ny-me).




3 VEKTORII CETVOROUGLOVI

Zadatak 4 Dat je paralelogram ABCD. Tacke E ¢ F stranica BC' i CD
paralelograma dele te stranice u razmerama BE : EC =1:141CF : FD =
2 : 1. Dwagonala BD paralelograma ABCD sece duzi AE 1 AF u tackama
K i L. Odrediti odnos BK : KL : LD.

RESENjE: Neka se dijagonale paralelograma seku u tacki O. To znadi da
je AO . 0C =1:1.

Posmatrajmo trougao AABC. U zadatku 2. smo dokazali da je BK :
KO = 2: 1. Kako se dijagonale paralelograma polove sledi da je

1': BK = 2BD,
2 : KO = :BD.
Posmatrajmo trougao AADC. U zadatku 2. smo takode dokazali da je
DL : LO =1 :1. Odatle sledi da je

1”: OL=10D=1BD,
2”: LD =0L = 1BD.

Kako je KL= KO+ OL = 15—2DB to je

BK :KL:LD=4:5:3.



4 VEKTORI I MNOGOUGLOVI

Zadatak 5 Neka je ABCDEF konveksni Sestougao kod koga je AB|DE.
Neka je K srediste duzi odredene sredistima stranica AF i C'D i neka je L
srediste duzi odredene sredistima stranica BC i EF Sestougla ABCDEF.
Dokazati da se tacke K i L poklapaju ako i samo ako su duzi AB 1 DE
jednake.

RESENjE: Neka je P srediste stranice AF, Q srediste stranice BC, R
srediSte stranice CD 1 S srediste stranice EF. Tacke K i L su sredista duzi
PR i QS, respektivno.

Sada je

— — — — —
KL=KP+PF+FS+ SL,
— — — — —
KL=KR+RC+CQ+ QL.
Sabiranjem prethodne dve jednakosti i koriScenjem cinjenice da su duzi
PS' i QR srednje linije trouglova AAFEF i ABCD dobijamo da je

— 1 — —
KL= (PS+QR> .
Kako su duzi PS i QR srednje linije trouglova AAEF i ABCD, sledi da
je
— 1 —

KL= (A%E + D%B> = (0- ED - B?l) — (1 +a)AB.

— —
Sada je jasno da se tactke K i L poklapaju (KL = 0) ako i samo ako je
1+ a =0, tj. ako i samo ako su duzi (ne vektori) AV i DE jednake.



5 Vektori i krug

U ovom delu posmatra¢emo vektore primenjene na trougao i krug opisan oko
tog trougla. Naredna slika je zajednicka za sledeca tri zadatka:

Zadatak 6 Neka su O i H centar opisanog kruga @ ortocentar trougla NABC.
Ako su Ay, By i Cy sredista stranica BC, CA i AB trougla NABC, onda je

— —
2OA1 - AH,
— —
20B; = BH,
— —
20C, = CH.

RESEN]E: Dokazimo prve dve jednakosti. Vektori szll i A_}{ su kolinearni
pa je 0741 = aA_}{ i analogno O_él = BB_}{, za neke «, 8 € R, koje treba
odrediti. Kako je 3741 = %A}? = %A?{ + %}fB i s druge strane B?Al =
B,O + OA, = BHB + aAH, zakljucujemo da je

G—ﬁ)[fB—(%—a),&:H.
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— —
Zbog linearne nezavisnosti vektora HB i AH je a = 3 = %, tj. 204, =
_>

AH.
Druge dve jednakosti se dokazuju analogno.

Zadatak 7 (Hamiltonova teorema)
Ako su tacke O ©+ H centar opisanog kruga i ortocentar trougla NABC,
dokazati da je

OA+ OB+ 0C = OH.

RESENjE: Neka je A; srediste stranice BC' trougla AABC. To, prema
prethodnom zadatku, znadi da je

— — — — — — — —
OA+0OB+0C=0A+20A, =0A+ AH = OH,
Sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 8 Ako su O i H centar opisanog kruga i ortocentar trougla NABC
onda je

— — — — — —
2(0A+0B+0C) = AH + BH + CH.
RESENjE: U zadatku 5. smo dokazali da je

— — — — — —
AH + BH +CH =20A, +20B; + 20},

gde su Ay, By i C sredista stranica BC, CA i AB trougla AABC.
Odatle je

AH + BH+CH =2 ((O%B + Bﬁl) + (O_}C + 0731> + (0?1 + A_é’1>> |

Konacno je

odnosno

— — — — — —
AH+BH+CH:2(0A+OB+OC).
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Zadatak 9 Na krugu k(O, R) date su tacke A, B i C. Ako je

— —

— —
AO+BO+CO =0,
odreditt uglove trougla NABC.

RESENjE: Neka je H ortocentar trougla AABC. Na osnovu Hamiltonove
teoreme je

A0 + BO +CO = OH,

— —
pa iz uslova zadatka sledi da je OH = 0, tj. tacke O i H se poklapaju.
Odatle sledi da je trougao AABC' jednakostrani¢an pa su sva tri ugla tog

trougla jednaka
LA=/B=/C =060

Zadatak 10 Neka je R poluprecnik opisanog kruga oko trougla NABC. Ako
je H ortocentar trougla ANABC, dokazati da je

OH
R> —
- 37

gde je O centar opisanog kruga trougla NABC.
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RESEN;]E: Iz Hamiltonove teoreme sledi da je
— — — —
OH =0A+0OB+0C. (%)

— — —
Kako je ‘OA‘ = ‘OB) = ‘OC‘ = R, koris¢enjem nejednakosti trougla

primenjene na jednakost (x) dobijamo da je
—
oH = |oH| < 3R,

odnosno

6 Za domacdi

Zadatak 11 Na pravoj p date su razlicite tacke Ay, As, ... A,. Na pravoj q
date su tacke Bi, Bs, ..., B, za koje je

BlBQ : BQBg el anan = AlAQ . A2A3 o AnflAn.

Dokazati da sredista Si1,59,...5, duzi A1B1, AsB>, ..., A, B, pripadaju jed-
noj pravoj.
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