
OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 21.01.2012.

Prvi razred , A kategorija

Neka je E sredixte stranice CD kvadrata ABCD. Ako normala u taqki1.
D na dijagonalu BD seqe pravu AE u taqki F , dokazati da su taqke B,
C i F kolinearne.

U vestima je data slede�a vremenska prognoza za sutra:2.

1) bi�e oblaqno ili �e padati sneg ili �e duvati vetar;

2) ako bude oblaqno sa snegom, duva�e vetar;

3) ako ne bude vetrovito, bi�e oblaqno bez snega.

Da li se odatle mo�e zakǉuqiti da �e, ako bude padao sneg, duvati
vetar?

Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je broj pozitivnih delilaca3.
broja n3 za 2011 ve�i od broja pozitivnih delilaca broja n.

Dat je trougao ABC. Ako je ^ABC > 90◦ i 2 ·AB = AC, dokazati da je4.

2 · ^ACB > ^BAC.

Dokazati da se na standardnu xahovsku tablu ne mo�e postaviti 7, a5.
mo�e postaviti 8 lovaca tako da napadaju sva poǉa table.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 21.01.2012.

Drugi razred , A kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina1.

x2 + 3xy = 54

xy + 4y2 = 115.

Neka su a, b, c realni brojevi takvi da va�i2.

a2

1 + a2
+

b2

1 + b2
+

c2

1 + c2
= 1.

Dokazati da je |abc|6 1

2
√
2
. Kada va�i znak jednakosti?

Ako nijedan od uglova α, β, γ, δ konveksnog qetvorougla ABCD nije3.
prav, dokazati da va�i

tgα+ tgβ + tg γ + tg δ

tgα · tgβ · tg γ · tg δ
= ctgα+ ctgβ + ctg γ + ctg δ.

Taqka S je centar upisanog kruga trougla ABC, a D sredixte stranice4.
AB. Ako je ^ASD = 90◦, dokazati da je AB +BC = 3AC.

Na stolu se nalaze dve gomile �etona, jedna od m, druga od n �etona.5.
Dva igraqa igraju naizmeniqno, a u svakom potezu dozvoǉeno je jednu
gomilu podeliti na proizvoǉno mnogo maǌih (u kojima ne mora biti
jednak broj �etona). Gubi igraq koji ne mo�e da povuqe potez, jer je
na svakoj gomili ostao po jedan �eton. Koji od igraqa ima pobedniqku
strategiju?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 21.01.2012.

Tre�i razred , A kategorija

Odrediti sve a ∈ R za koje koreni x1, x2, x3 polinoma x3 − 4x2 − ax + a1.
zadovoǉavaju jednakost

(x1 − 2)2 + (x2 − 2)2 + (x3 − 2)2 = 0.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu2.

2 · log3(ctgx) = log2(cosx).

Neka je φ(n) vrednost Ojlerove funkcije broja n. Dokazati da postoji3.

beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n za koje je φ(n) =
n

3
.

Konveksan xestougao je upisan u kru�nicu k. ǋegove uzastopne stra-4.
nice su du�ine 2, 2, 7, 7, 11 i 11. Odrediti polupreqnik kru�nice k.

Za svako n ∈ N odrediti najmaǌi prirodan broj m takav da u svakom5.
m-elementnom podskupu skupa Nn = {1, 2, . . . , n} postoje dva uzajamno
prosta broja.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 21.01.2012.

Qetvrti razred , A kategorija

Data je diferencijabilna funkcija f : R → [0, 1] za koju va�i |f ′(x)| < 11.
za svako x ∈ R. Dokazati da jednaqina f(x) = x ima jedinstveno rexeǌe
u R.

Da li postoji prirodan broj n i realni brojevi a0, a1, . . . , an tako da2.
je na slici prikazan grafik funkcije f : R → R, za koju je

f(x) = |anxn + an−1x
n−1 + ...+ a1x+ a0| − |a0xn + a1x

n−1 + ...+ an−1x+ an|,

za svako x ∈ R?

x

Neka je f : N → N bijekcija takva da za sve m,n ∈ N iz m < n sledi3.

m+ f(m) < n+ f(n).

Odrediti f(2012).

Neka je AM preqnik kru�nice opisane oko trougla ABC i neka taj4.
preqnik seqe stranicu BC u taqki D. Ako su E i F podno�ja normala
iz taqke D na stranice AB i AC, redom, dokazati da je EF ∥ BC.

Prirodan broj zovemo zao ako se u ǌegovom binarnom zapisu nalazi5.
paran broj jedinica. Na primer, broj 18 = (10010)2 je zao. Odrediti
sumu prvih 2012 zlih brojeva.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 21.01.2012.

Prvi razred , B kategorija

Neka su CD i CE visina i te�ixna du� trougla ABC, redom, a PQ1.
i PR visina i te�ixna du� trougla MNP , redom. Ako je CD ∼= PQ,
CE ∼= PR i AB ∼= MN , dokazati da su trouglovi ABC i MNP podu-
darni.

Na ispitu je 21 uqenik rexavao tri zadatka. Prvi i drugi zadatak2.
rexilo je 6 uqenika, drugi i tre�i zadatak 7 uqenika, a prvi i tre�i
zadatak 11 uqenika. Pokazati da postoje bar dva uqenika koji su
rexili sva tri zadatka i da postoji bar jedan uqenik koji je rexio
samo jedan zadatak.

Jelena je rekla ǌenom tati da je danas rexila vixe zadataka nego juqe3.
(kada je tako�e rexila neki zadatak). Jox je dodala da je juqe rexila
X zadataka, a danas Y i da va�i X ·Y +(X+Y ) = 59. Koliko razliqitih
rexeǌa ove Jelenine mozgalice mo�e da na�e ǌen tata?

Neka je f : R → R funkcija takva da za svako x ∈ R va�i4.

f(3x− 1) = 6x− 8.

a) Odrediti f(5).

b) Odrediti f(x) za svako x ∈ R.

v) Dokazati da je f 1− 1 funkcija.

g) Skicirati grafike funkcija y = f(x) i y = f−1(x).

U kvadratnu xemu 10 × 10 postavǉeno je 100 ǉudi razliqite visine.5.
Odredimo najvixeg od ǉudi koji se nalaze u istoj koloni, a zatim
najni�eg od tih 10 ǉudi – neka je to Pera. Zatim, odredimo najni�eg
od ǉudi koji se nalaze u istoj vrsti, a zatim najvixeg od tih 10 ǉudi
– neka je to �ika. Da li se mo�e utvrditi ko je vixi Pera ili �ika?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 21.01.2012.

Drugi razred , B kategorija

Odrediti sve kompleksne brojeve z za koje va�i |z| = |z−2i| i |z−1| = 1.1.

Na listu je sa tri boje nacrtano 36 kengura. Od toga ǌih 25 ima �ute2.
delove, 28 ima braon delove, a 20 ima delove obojene crnom bojom.
Ako samo 5 kengura ima delove sve tri boje, koliko ima jednobojnih
kengura?

Funkcija f : R → R, zadata je sa f(x) = 3x2 + 4x + 1, za svako x ∈ R.3.
Rexiti nejednaqinu

f(f(x))6 0.

Neka je AE te�ixna du� trougla ABC. Prava p paralelna sa AE seqe4.
stranicu BC u taqki D, stranicu AB u taqki F i produ�etak stranice
AC u taqki G. Dokazati da DF +DG ne zavisi od polo�aja prave p.

Dokazati da je broj5.
3
√

7 + 5
√
2 · (

√
2− 1)√

4 + 2
√
3−

√
3

prirodan.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 21.01.2012.

Tre�i razred , B kategorija

Osnova prave prizme je trougao qije su dve stranice du�ina 3 cm i1.
5 cm, a ugao izme�u ǌih jednak 120◦. Povrxina boqne strane najve�e
povrxine je 35 cm2. Izraqunati povrxinu omotaqa prizme.

Neka je a ∈ R. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina2.

3x+ ay − z = a− 1

−x+ y + az = 1

x+ 4y + 3z = 3.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu3.

arcsin 3x = arctg 5x.

Zarubǉena kupa podeǉena je jednom ravni paralelnoj osnovama na dva4.
dela jednakih zapremina. Izraziti polupreqnik ρ preseqnog kruga
preko polupreqnika osnova R i r.

Da li se kvadrat K mo�e u potpunosti prekriti sa5.

a) 2011

b) 2012

kvadrata koji nemaju zajedniqkih unutraxǌih taqaka i koji su sadr�ani
u K?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 21.01.2012.

Qetvrti razred , B kategorija

Ako je {an}n>1 aritmetiqki niz, dokazati da za sve m,n, p ∈ N va�i1.

am(n− p) + an(p−m) + ap(m− n) = 0.

Dat je polinom2.

p(z) = z3 + (3− 4i)z2 − (3 + 8i)z − 5.

Ako je jedan koren ovog polinoma oblika λi (λ ∈ R), na�i sve ǌegove
korene.

Neka je n prirodan broj i fn : R → R funkcija definisana sa3.

fn(x) = sinn x− cosn x,

za svako x ∈ R. Odrediti (ako postoji) najmaǌu i najve�u vrednost
funkcije fn.

Izraqunati povrxinu trougla koji obrazuju simetrale prvog i drugog4.
kvadranta i tangenta na hiperbolu x2 − y2 = 5 u taqki M(3, 2).

Me�u svim 10-cifrenim brojevima koji imaju sve cifre razliqite i5.
deǉivi su sa 11 odrediti najmaǌi i najve�i.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.


