Pripreme za takmicenje iz matematike Predavac: Dragan Rakié¢

Nis, decembar 2011. godine

Nejednakosti

Napomena: U nastavku se nalazi veliki broj osnovnih nejednakosti koje se koriste u dokazima.
Medutim, dovoljno je savladati samo nejedakost sredina, a ostale informativno procitati. Ostale ne-
jednakosti su namenjene ambicioznijim u¢enicima koji za cilj imaju rezultat na Republickom takmicenju.

Osnovne nejednakosti

Neka su z1,x2, ..., T, pozitivni realni brojevi i neka je r realan broj. Tada je sredina reda r brojeva
r1,T9,..., Ty definisana sa

1
ac’1“+xg+---+xg) v
sz on zar #0
M, (z1,22,...,2,) = ( n ’ a

Yr1T9 - T, zar =0.

Specijalno, M_; je harmonijska, My je geometrijska, M je aritmeticka i M je kvadratna sredina brojeva
T1, X9y, Ty

Nejednakost sredina: Neka su 1, x2, ..., x, pozitivni realni brojevi i 7 i s realni brojevi takvi da
je r < s. Tada vazi
Mr(mla L2, 7xn) < MS(.’El,.’EQ, s 73:71)7

pri ¢emu jednakost vazi ako i samo ako je x1 = x9 =+ = x,,.
Uzimajuéi za r redom brojeve -1, 0, 1, 2 dobijamo

n 21+ o+ @y, \/x%+x§+---+xi

— - < Yziwg -z, < <

n n

Tn

Najcesce se koristi druga nejednakost i ona se naziva nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sre-
dine (skra¢eno AG nejednakost). Analogno se zovu i ostale nejednakosti.

Nejednakost trougla: Za proizvoljne realne brojeve x1, x2, ..., x, vazi:

|71+ a2+ x| < |+ |z 4+ A+ 2]
Bernulijeva nejednakost: Za svaki realan broj x > —1 vazi

(I1+2)*>14azx, akojea<0ilia>11

1+2)*<1l+ar, akoje0<a<1.
Ojlerova nejednakost: Za nizove realnih brojeva (zp)nen 1 (Yn)nen definisane sa x,, = (1 + %)n i
Yn = (1 + ﬁ)n vazi:
T < Ty < <y < <e< <Yy <---<Ys < Ya.

Kosi-Svarcova nejednakost: Za realne brojeve x1, o, ..., Tn, Y1,Y2, .., Yn Vazi

(T1y1 + 22y2 + -+ 2yn)® < (2T + a5+ +a22) (YT + Y5+ + YR,



pri ¢emu jednakost vazi ako i samo ako postoji realan broj c takav da je x; = cy; zai=1,2,...,n.
Nejednakost rearanziranja: Neka su xq,x2,...,2n 1 y1,¥2, ..., Y, realni brojevi takvi da je
T ST < ST iyr S Y2 < < g

i neka je o permutacija skupa {1,2,...,n} (to zna¢i da je o bijektivo preslikavanje iz {1,2,...,n} na
{1,2,...,n}, npr. (3,1,4,2) je jedna permutacija skupa {1,2,3,4}). Tada vazi slede¢a nejednakost:

T1Yn + T2Yn—1 + -+ Tyl < T1Yo(1) T T2Yo(2) T F Tnlo(n) < T1Y1 + Tay2 + -0+ TnYn.
Cebisevljeva nejedankost: Akoje z1 < a9 <---<zp iy <yo < - - <yn (x5, 5 € R) onda je:
(1 +x2+ -+ )W +y2+ -+ yn) S n(T1yn + 2292 + -+ Ton),
pri ¢emu jednakost vazi ako i samo akojex1 =a0=--- =z, iy =y =+ = yp.

Helderova nejednakost: Neka su (z1,z2,...,2,) 1 (y1,¥2,.-.,Yn) proizvoljne n-torke realnih bro-
jeva i p i g pozitivni realni brojevi takvi da je % + % = 1. Tada je:

Q=

3" feinsl < (iw); (gm) |

i=1 i=1

pri éemu jednakost vazi ako i samo ako postoji ¢ € R tako da je |y;| = c|z;|P~! za svako i = 1,2, ..., n.
Nejednakost Minkovskog: Neka je p > 11ix;,y;, € Rzat=1,2,...,n. Tada vazi:

(Z @ +yz-|p>; < (Z w); + (z; |yi|P>;,

i=1 i=1

pri ¢emu jednakost vazi ako i samo ako postoji ¢ € R tako da je z; = cy; zat=1,2,...,n.

Jensenova nejednakost: Ako je funkcija f : (a,b) — R konveksna iy ;" ;A\ =1, \; > 0ix; € (a,b)

tada vazi: . .
f <Z Aﬂ“i) <) O Aif (@)
i=1 i=1

Funkcija f je konveksna na intervalu (a,b) ako za svaki par brojeva z,y € (a,b) vazi f (%) < M,
Sto je ekvivalentno sa uslovom Vz € (a,b)(f”(x) > 0). Ako je funkcija f strogo konveksna , tada jednakost
vazi ako i samo ako su svi x; medusobno jednaki ili su svi A; sem jednog jednaki 0.

Karamatina nejednakost: Niz z = (x1,22,...,2,) majorira niz y = (y1,¥y2, ..., yn) ako uz odgo-
varajuéu prenumeraciju vazi x1 > xg > - > Ty, Y1 > Y2 > 0 > Ypy Do T > Zle Yi, za
k=1,2..,n—11iY" @ =>" y. Akosuxz = (2;)]; i y = (y;)!.; dva niza realnih brojeva iz
intervala (a,b) pri ¢emu niz x majorira niz y i ako je f: (a,b) — R konveksna funkcija tada je:

flx1) + flz2) +- -+ f@n) > f(y1) + f(y2) + -+ f(yn)-
Surova nejednakost: Za nenegativne realne brojeve z;, i = 1,2,...,n, i k € R vazi:
¥z —x0) (w1 —x3) - - - (21— 2N (2o—21 ) (2 —23) - - - (Ta—10)+- - +2F (2 —21) (T —22) - - - (Tp—2n_1) > 0,

pri ¢emu jednakost vazi ako i samo ako je x1 = x9 = -+ = x,,.



Zadaci

10.

11.

12.

13.

Neka su a, b, ¢ pozitivni brojevi, takvi da vazi a® 4+ b? + ¢ = 1. Dokazati da je:

a(b+c) < \f

. Akosuz,y e Rizy=1, x>y, dokazati da je:

2?4+ 2 > 2v2(x — y).

. Dokazati da za svako x > 0 vazi nejednakost:

Vo(r+1)+x(x—4)+1>0.

. Dokazati nejednakost:

5
logy, ™+ logym < 3

. Dokazati nejednakost:

(10g2003 2004)_1 + (10g2005 2004)_1 < 2.

. Dokazati da za m,n € N vazi:

nvm—1+mvn—1<mn.

Dokazati da za pozitivne realne brojeve a,b i ¢ vazi nejednakost:

(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b) <abc.

. Ako su a, b, ¢ pozitivni brojevi, dokazati da ne mogu istovremeno biti ispunjene sve tri nejednakosti:

1 1 1
1-b)>>, bl—¢)>~ i e(l—a)> -
a(l —b) > 7 b(1—c) > 1! c(l1—a)> 1

. Dokazati da za svako prirodno n, n > 2 vazi nejednakost:

11 1
ot > 1L
n

n+n+1

Dokazati da za p > 0 vazi nejednakost:

32003p

(20037)172005" - (2003%)! =003 ... 4 (900320051 =2003 < 9003,

Dokazati da za svaki prirodan broj n vazi nejednakost:
Cn+1)">(2n)" 4+ (2n—-1)"

Ako su m i n prirodni brojevi, dokazati nejednakost:

1 1
+ >1
Vn+1  Ym+1

Dokazati da za svaki prirodan broj n > 2 vazi:

Vn!'> /n.
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Dokazati da za svaki prirodan broj n > 2 vazi:

(’)’L+ l)n < nnJrl.

Neka su a, b, ¢ pozitivni brojevi, takvi da je a > ¢ i b > ¢. Dokazati da je:

Vela—c)++/e(b—c) < Vab.

Dokazati da za svako a, b, ¢ > 0 vazi nejednakost:

1 1 1
(a+b+c) <+—|—> > 9.
a b ¢

Neka je a + b+ ¢ = 1. Dokazati da je:

1
a>+ 04> =
3
Dokazati:
\/bc \/ach /
<1+
vbc+ 3 2

Neka su z i y realni brojevi veé¢i od 1. Dokazati da vazi:

:c+y< T n Y
l+ay 1+x 14y

Dokazati da za svako n € N vazi:

(a) nejednakost trougla, tj |x1 + 2 + -+ 4+ x| < |z1| + 22| + - - + |20,

) s+i+i+.. . +54 <L
Ako su x,y, z pozitivni realni brojevi takvi da je x + y + z = 1 dokazati da vazi:
Yy +yz + xz > 9yz.

Ako su x,y, z pozitivni realni brojevi takvi da je z 4+ y + z = 1 dokazati da vazi:

2 2 2
€T z
y >

1
+ + > —.
r+z y+x z4+y 2

Dokazati nejednakost:
(t2 +t;p + t2)(h2 + hi + h2) > 27P?,

gde su t4,tp, t. duzine tezisnih linija, a hq, hy, he duzine visina trougla. (2 =

Dokazati nejednakost:

ava?+ 2+ bV + 2 <a®+ b+

b2 42
2
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Neka su aq, as, ..., a, pozitivni realni brojevi ¢iji je zbir 1. Dokazati da je:

;G < g
1<igan 4
Na levoj strani je zbir svih izraza oblika o + yza i, j € {1,2,...,n}.

Dokazati da za svaki prirodan broj n vazi:

\/15<\/n—|—1—\/n—1.

Dokazati da za sve a, b, ¢ > 0 vaze sledece tri nejednakosti:
(a) eqpac 2> 4h4¢
(b) a®+ b3 + & > a?b + b%c + c*a;
(c) a* 4+ b* +c* > abc(a + b+ c).

Ako su a, b, ¢ duzine stranica trougla dokazati da je:

\/a—l-b—c—i-\/b—I—c—a—l—\/c—l—a—bS\/a—l-\/g—i-\/a.

Dokazati da za svako prirodno n vazi:

ma

1
Z =<
Dokazati da za pozitivne realne brojeve a1, as, as, a4 vazi nejednakost:

al N as N as N a4
as +as+ay a3+ a4 +ay ay + a1+ as a1 +ag +as

LW >

i da jednakost vazi ako i samo ako je a1 = a2 = a3 = aq.

Resenja i uputstva

Na internet stranici http://srb.imomath.com/, u rubrici zadaci, nalaze se bilteni sa resenim zadacima
sa takmicenja sva tri nivoa od 2005. do 2011. godine. U rubrici pripreme za takmicenja se nalazi dosta
zadataka sa priprema Matematicke gimnazije u Beogradu. Na internet stranici http://nis.dms.rs/|se
nalaze zadaci sa priprema odrzanih u Nisu.

1. (Opstinsko 2003. godine II razred B kategorija) 1 = a?+b*+c? = “2221724-“2“62 = “2+2b2_2\é§ab+2‘/§ab+

2
a2+20272\é§ac+2\/§a0 _ (a—\/ib)22+2\/§ab + (afﬁc);JrQ\/iac > 2\/2§ab + 2\/2§ac — \/ia(b + ¢), odakle sledi

trazena nejednakost. Nejednakost smo mogli da dokazemo i pr1menom nejednakosti izmedu arit-
2 2 2
meticke i geometrijske sredine: 1 = a?+b?+c? = &5 4 a +20 > Va2 - 202+vVa? - 2¢2 = 2a(b+c).

2. (Op. 1998. 1) 22+ > 2V2(z—y) & (v —y)> + 22y > 2V2(x—y) & (z—y)?+2 > 2V2(z—y) &

(z—y)?=2v2(x-y) +220& ((z—y) - v2)* 2 0.

3. (Ok. 2004. II B) Uvedimo smenu t = y/z. Dobijamo

§

(z+D)4a@—4)+1=tE+ D) +2E -+ 1=t"+3 4> 4t +1=
=+ B -+t -+ A=) =2+ D)t -1+t —1) —tt—-1)—(t+1)(t—-1) =
=D+ +t2—t—(t+1) =t —1)((> 1)+ (2t = 2t)) =

t—D(E—DE+t+1)+2t(t—1) = (t— 1>t +t+1+2t) >0.


http://srb.imomath.com/
http://nis.dms.rs/

10.

11.

12.

(Op. 1998. III) log, 7 :310g22 T = %logz 7, pa se nejednakost svodi na %logQW < g & 3logym <
5 & logy < 5« 2982™ < 25 & 13 < 25 §to je tacno jer je 7 < 3,153 = 31,255875 < 32.

(Op. 2004. III B) Koristi¢emo poznata svojstva logaritma: log, b = 2 In(a") = rlna, In(ab) =

Ina?’
Ina +Inbd i In je rastuéa funkcija.

In 2004\ ~* In2004\ ' 1n2003 + In 2005
(10g2003 2004) (10g2005 2004) < ) ( > = =

In 2003 In 2005 In 2004
_In(2003-2005)  In((2004 —1)(2004 4+ 1)) _ In(2004% — 1) _ In(2004%)  2In2004
In2004 In 2004 ~ In2004 In2004  In2004

. (Op. 2006. II B) Iz AG nejenakosti sledi vm —1 = /1. (m—1) < I — m gligno je

Vi —1< 2 pasledi nym — 1 +myn — 1 <n% +m =mn.

(Op. 2003. TV A) Ako je jedan od ¢inilaca na levoj strani < 0 a ostala dva > 0 onda je leva strana
manja od nule pa nejednakost vazi. Ako su bar dva < 0, npr. a+b—c<0ib+c¢—a <0 onda
sabiranjem dobijamo 2b < 0 = b = 0, pa se nejednakost svodi na —(a — ¢)?(a + ¢) < 0 §to je tacno.

Pretpostavimo zato dajex =a+b—c>0,y=b+c—a>0iz=c+a—b>0. Sledia,:w;rz7
b= TFv _y+
=2

ic= pa primenom AG nejednakosti dobijamo

2wz 2wy 2\yz =ayz = (a+b—c)(b+c—a)(c+a—b).

0| =

abe = é(x +2)(z+y)(y+2)>

Pretpostavimo suprotno da vaze sve tri nejednakosti. Kada ih pomnozimo dobijamo a(1 — a)b(1 —

b)e(1—c¢) > 45 = 3;. Takode sledi da je 0 < a,b, ¢ < 1. Medutim za z koje je u intervalu (0,1) vazi
2

(sledi iz AG nejednakosti) z(1—z) = \/z(1 — :L‘)2 < (W) = 1. Zatoje a(1—a)b(1-b)c(1—c) <

%1 pa dolazimo do kontradikcije. Zbog toga zaklju¢ujemo da ne mogu vaziti sve tri nejednakosti.

(Ok. 2003. II B) Oznacimo sa L(n) levu stranu nejednakosti.

L(n) 1+ ! + 1 + + 1 + ! + ! + + ! + +

n)= — o e —_— “ e —_— “ e
n n+1 n-+2 2n 2n+1 2n+2 3n

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
+...+72 >—-4+n—+n—=+--+n—w=—4+-4+-4+--- 4+ —
n n 3 n

1
+<(n1)n+1+( —1)n+ 2n 3n n? n 2

Sada lako dobijamo L(2) =13 > 1, L(3) > §>1iL(n)>5+5+3>1,zan>4.

(Ok. 2003. III B) Neka je ap = 2003*7, k = 1,2,...,2003. Tada je ax > 1, jer je p > 0, pa je
a,l;a’“ < 1, odakle sledi trazena nejednakost.

(Ok. 2003. IV A) Iz binomne formule dobijamo da je (2n+1)" = 37 (})(2n)* i (2n — 1)"
Sreo (1) (2n)k(=1)""* pa je nejednakost ekvivalentna sa 2(," ) (2n)" 1 +2( ") (2n)" 3 + -
(2n)™, to je taéno jer je prvi sabirak na levoj strani jednak (2n)™ a ostali su pozitivni.

AV

(Ok. 2000. IV A) Prvi nacin Iz binomne formule je (14 2)™ = 37" 0( ) (2 ) > (7) (%)0 +
(T’) (%)1 = 1+ n, pa korenovanjem dobijamo ™% > %/T+n, tj. W > . Slicno je

ﬁ > +n, odakle se sabiranjem poslednjih dveju nejednakosti dobija trazena nejednakost.

Drugi na¢in. Iz Bernulijeve nejednakosti dobijamo da je (1 + ) > 1+ m =1+ n. Ostatak
dokaza je isti kao u prvom nacinu.

Treéi nacin. Iz AG nejednakosti sledi ¥/n+1= %/(n+1)-1 1< ("+1)+1+1+"'+1 = oim,
odakle se sabiranjem poslednjih dveju nejednakostl dOlea trazena nejed-

. . 1
Sli¢no je Vitm > e
nakost.
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(Ok. 2000. IV B) Prvi na¢in. Data nejednakost je ekvivalentna sa (n!)? > n". Primetimo da za
svako k, 1 < k < n, vazi k(n + 1 — k) > n (naime, kvadratna funkcija po k: —k? + k(n +1) —n
ima nule upravo za k = 1i k =n). Stoga je: 1-n=mn,2(n—1)>n,3-(n—2) >n,.,n-1=n.
Mnozenjem svih ovih nejednakosti(medu kojima je bar jedna stroga za m > 2) dobija se trazena
nejednakost.

Drugi na¢in. Data nejednakost je ekvivalentna sa (n!)2 > n™ i nju éemo dokazati metodom

matematicke indukcije po n, n > 3. Kako je (3))2 = 36 > 27 = 33 to je nejednakost tacna za
n = 3. Pretpostavimo da je nejednakost taéna za n = k (tj. (k!)? > k¥) i dokazimo da je tacna
za n = k + 1. Na osnovu indukcijske pretpostavke sledi (k + 1)1 = (k + 1)2k!1%2 > (k + 1)%kF =
(k+1)2kF 1 k> (k+1)%kF1 - (1+ %)k =B (k+ 1)k > (k+1)*"1. Druga nejednakost sledi
na osnovu Ojlerove nejednakosti: £k > 3 > e > (1 + %)k Dakle nejednakost je tacna zan =k + 1
pa je tac¢na za svako n.

Dokaz izvodimo matematickom indukcijom po n. Za n = 3 imamo 43 = 64 < 81 = 3*. Pret-

postavimo da je nejednakost tacna za n = k > 3, tj. da je (k+ 1)¥ < k¥ . (*). Dokazimo da
ket _ (REDR(R2)PHL 2 R ()R (k2 42k) R
- (k+1)k (k+1)k T (k+1)R

= (k + 1)**2. Po principu matematicke indukcije imamo da nejednakost

nejednakost vazi za n = k+ 1. Imamo (k + 2)
(k2+42k+1)F+1 (k41)2(k+D)
(k+DF (kD)
(n+1)" < n"*! vazi za svako n € N, n > 3.

(R. 2001. II B) Ako i levu i desnu stranu nejednakosti podelimo sa ¢ a nakon toga uvedemo
smene z = ¢ iy = g, dobijamo ekvivalentnu nejednakost vz —1 + y/y — 1 < /7y, pri cemu je
x>1iy>1jerjea>cib> c Kvadriranjem poslednje nejednakosti dobijamo ekvivalentnu

nejednakost zy —x —y +2 — 2¢/(x — 1)(y — 1) > 0. Primetimo da je izraz na levoj strani jednak

2
( (x—1)(y—1)— 1) pa je vedi ili jednak nuli. Time smo dokazali poc¢etnu nejednakost.

Stavljajuéi u Kogi-Svarcovu nejednakost da je z1 = \/a, o = Vb, x3 = \/c, y1 = ﬁ7 Yo = % i
ys = 7z, dobijamo (a+b+c) (5 + 5+ ¢) = (2 + 23+ 23) (4] + 13 +43) > (w191 + w292 + 23y3)° =
(1+141)2=09.

Iz uslova zadatka i Kogi-Svarcove nejednakosti imamo 12 = (a-1+b-14c¢-1)? < (a®+b>+c2)(12 +
12+12) = (a®>+0*+c2) > %

U nastavku su data kratka uputstva za svaki zadatak. Naravno zadaci se mogu resiti i na druge
nacine.

Leva strana nejednakosti je jednaka 1 + v/be.

(Op. 1999. II B) Srediti izraze i primeniti uslov iz zadatka.

Matematickom indukcijom po n.

Dva puta primeniti AG nejednakost pa iskoristiti uslov iz zadatka.

(Ok. 1998. 1V) Transformisati izraz, primeniti AG nejednakost (ili nejednakost izmedu kvadratne
i aritmeticke sredine) i iskoristiti uslov iz zadatka.

Primeniti nejednakost Kosi-Svarca.
Primeniti nejednakost Kosi-Svarca.

(R. 2000. T A) Na svaki od sabiraka primeniti nejednakost izmedu aritmeticke i harmonijske sredine
(moze i AG nejednakost), a zatim srediti dobijenu sumu i primeniti uslov iz zadatka.

Pomnoziti obe strane sa \/n i nakon toga dva puta kvadrirati.
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Izraze na levim stranama nejednakosti napisati na drugaciji na¢in i zatim primeniti AG nejednakost.
Npr. %+%+%’:%(@+%)+%(@+“—b)+%(%+%’)z\/@%+\/@“—b+\/%%b:c+b+a.

a a C a a ¢

Primetimo da je 2/x > x +y —z+/z +x — y.

Primetimo da je %2 < Z.Ql_l = (i—l)l(i+1) = % (ﬁ — H%), za it =2,3,...,n.
(R. 2000. II A) Dodati broj 4 obema stranama nejednakosti pa primeniti nejednakost izmedu

aritmeticke i harmonijske sredine.



