MunncTapcTBO IpOCBETE, HAYKEe M TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremarunuapa Cpbuje

ORKPYsKEHO TAKMUYEILE 3 MATEMATUERKE
YUEHUMKA CPEOILUX ITTKOJIA

Pemema 3amaTaka

IIpBu pa3spen — A kareropuja

1. Jemmaroct 7-2" + 1 = 22 Tpamchopmummenmo y obmuk 7 -2" = (x — 1)(z + 1).
Ilomro cy 6pojeBu * — 1 m & + 1 ucre mMapHOCTM W TAYHO jedaH O BHUX je Ae/bUB
ca 4, nobujamo {r — L,z + 1} = {2,7-2"7'} wum {z — 1,z + 1} = {27! 14}. Kako
ounrneqHo Baxku 2 < 72771 y mpBoM cayuajy ommax mMamo x — 1 = 2, omakie maJse
mobujamo 4 = x4+ 1 = 7-2""! mro je memoryhe. ¥ mpyrom crydajy pasinkyjemo
mBe moryhmocrtu. Yrommko Baxku x + 1 = 14, tana mmamo 12 = ¢ — 1 = 2°~ ! mro
je memoryhe. Yronuko max Bassn  — 1 = 14, Taza ciaenn 16 = x + 1 = 2"~ !, onaxie
OUPEKTHO NOOUjaMO jemIuHO peleme n = 5.

2. Hera ce mpaBe AD u BC cery y mauku (). Herka je E cpemumre cTpanuie
CD a F u G cpemumra mujaronana AC u BD, penom. Tana je EF cpenma nunuja
AACD, na Baxu EF | AD u EF & 1AD Canuno, EG je cpemma nmuauja ABCD,
na saxu EG | BC u EG = 1BC. Cana msamo EF & 1AD ~ 1BC = EG u LFEG =
£LAQB = 180° — ({BAD + LABC) = 180° — 120° = 60° omakine caemu na je AEFG
jemHaKOCTpaHUYAH. Ox 2016 1A 2

3. O3maunmo mare Gpojese ca x1,Ta, T3, .. .,T00, PEIOM IO KPYTyY, U HEKa Basku x1 = 3. VI3 Hejemnarkocty 1 + 3 + 3 < 3
1 X199 —+ 200 —+ I < 3 ,ZIO6I/IjaMO i) —+ I3 < 0 1 T199 —+ Z200 < 0 O;[aTne caemn T4 + Is —+ -4 T197 —+ I198 2 197 (6y,ﬂth/I aa je
36up cBux nocmarpanux 6pojesa jemnax 200). C gpyre crpane, uMamo

1‘4+I5+"'+I197+I198:(.CE4+£E5+£E6)+(1‘7+I8+$9)+"'+(.Z‘196+17197+I198)§3+3+"'+3:195.
—_

65 myTa

W3 nobujene KOHTpAIUMKIM]E CIEIU Na yCJIOBE M3 MOCTABKE HUje MOryhe MCIOyHUTH.

4. a) Ogrosop je me. Kako je ykyman 6poj jequnuia y CBUM KOJIOHAMA KCTHU KAO
yKyoaH Opoj jemuHuWIla y CBMM BpCTaMa, OHUX OpojeBa ¢ 3a Koje je pasaumka Opoja
jemuHUIA ¥ 4-TOj BPCTU U -TOj KOJIOHW jenHaka | mMa MCTO KaO M OHUX OpojeBa ¢ 3a
KOje je oBa pa3juka jemHaka —1; makie, He MOyke YKynHO Outu 2015 BpemHOCTH 7 KOj€
3a10BOJbABAjY HEKM OJl OBa ABA yCJIOBA.

b) Oarosop je ma. Ilonynumo Tabuuiy Ha ciaemeliu HAUMH: yOIMIIEMO jeqUHULE Y
npecek BpcTe 27 — 1 m rosoHe 25 3a cBe j, 1 < j < 1008, a Ha cBa ocTasa MecTa
YIUIIEMO HyJIe. 3aiCTa, Tala 3a CBE HelapHe i Y i-TOj BPCTU MMaMO jeIHY jeIUHUIY &
y 9-TOj KOJIOHUM HEMaMO HUjeIHY, ITa IOCMaTpaHa pa3iuKa U3HOCU 1, a 3a cBe mapHe  y
1-TOj BPCTU HEMAaMO HUjeIHY jeIUHUITy & Yy $-TOj KOJIOHM MMaMO jeIHY, Ila IoCMaTpaHa
pa3iuka M3HOCU —1, Tj. alcoJyTHA BPETHOCT je omer 1.

A

5. Osnauumo ca A; cpemumre nysku BC, a ca AY cpemumre nyssu AA”. V3 ycaosa
BA' = A”C 3akmyuyjemo ma je Ay yjemno u cpemumure nysxu A’A” ) ma momro T menu
nysx AA; y omaocy 2 : 1, cnemu ma je T yjemmo u teskmmre NAA'A”, omaxne mobujamo
T e A’AY.
Ok 2016 1A 5 IIpema Tome, N je mpeceuna tauka noaynpase A] A’ ca KpysRHUIIOM OMUCAHOM OKO
AABC. Tlpase AYA’ u AYA” cy cumerpuune y ommocy ua AYA;. Tauke B u C cy
takohe cumerpuune y omnnocy Ha npasy A A;. Ha ocmoBy Tora 3akmyuyjemo BM = NC u BMNC je jemnakokpaku Tparmes,
W3 Yera CJemu TPaskeHO TBpheme.

Ipyru pa3spen — A kareropuja

1. a) Ouurnenno cy obe cTpaHe MO3UTUBHE, A jeé JOBOJLHO MPOBEPUTH jeIHAKOCT HAKOH KBaApUpama. HakoH KBaapupama
neBa crpasa nocraje a + Vb, a mecHy TpaHCc(pOpMUIIEMO Ha cienehu HaywmH:

a+¢2mi2 a+\/7\/ \/7 \/7 k@ (@b —at V.




Tume je jemHaxkocT TOKa3aHa.
b) Kopucrehu pesyarar nox a), uspas rpancpopmumeMo Ha ciaeneliv Hayun:
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ITakne, mocmaTrpanu 6poj je panuoHATIAH.

2. Ilpso pewewe. Ilpu mememy ca 7 mMOTOYH KBaapaT Moxke mMmatu camo octatke 0, 1, 2 u 4. YKoauko Basku n > 7, Tama
— 44 naje ocrarak 5 mo momyay 7. Iakne, n! — 44 nuje normyn keaapar 3a n > 7. Cana ce mpoBepoM jeIHOCTABHO q00uja
na je n =6 jemano pememe (Tana mmamo 6! — 44 = 676 = 262).

Jpyzo pewewe. 3a n > 8 Baxu 2° | n!, 1j. n! = 32m. Tana, ako je n! — 44 moTIyH KBaApaT, OHAA je MOTIYH KBAApPAT W
”!%44 =8m — 11 = 8(m — 2) + 5, anu oBO je Hemorylie jep HOTHYH KBaApaT He MOXKE HABATU OCTATaK b IPU Aebemy ca 8.
IIpema Tome, mopa Baskutu n < 7. IupekTHuM ncnpobaBameM HAJIA3WMO Ia je jeAuHO pelneme n = 6.

3. IlpernocTaBumo, 6e3 yMamema OMITOCTH, @ > b. JuCKpUMUHAHTA OpBe jemHaunHe u3Hocu a’ — 4a — 4b. Ilpema ycioBy
3a7laTKa, OBa BPENHOCT je TOTIYH KBaapat, pemamo di. [Ipuverwmo ma je d? mcTe MapHOCTU Kao a? W Ja TPUTOM BaKW
d? < (a—2)?, ma onarae mobujamo d? < (a—4)?, mro ce ceomm Ha a® —4a —4b < (a — 4)%, a 0Bo je exBuBasenTHO ca a —b < 4.
Cana MoxeMo paziukoBaTu netT Moryhroctu. IIpe mux, mpumetumo na Baku di = a’ —4a —4b = (a—4)? —4(4—a+b), omarme
mobujamo (a —4—dy)(a—4+dy) =44 — (a —D)).

e Y cayuajy a—b=0 nmamo (e —4 —dy)(a —4 + dy) = 16. Ilakue, Ha 1eBOj cTpanu je npousson 2 -8 unu 4 -4 (He Moxe

Gutu 1-16 jep yumHMONM MOpajy OUTH KMCTe MapHOCTH), na qobujamo a =9 (u b=9) nau a =8 (u b = 8).

o Y cayuajy a—b=1umamo (a —4 —di)(a —4+dy) = 12. Ilakse, "a 1eBoj cTpanu je upousson 2 -6, na nobujamo a = 8,
anu npoBepaBamo na nap (a,b) = (8,7) Huje permeme.

e Y cayuajy a —b=2 umamo (a —4 — dy)(a — 4+ dy) = 8. Harne, Ha neBoj cTpanu je mpoussox 2 - 4, ma nobujamo a =7,
asnu mposepasaMo na nap (a,b) = (7,5) Huje pememe.

e Y cayuajy a —b =3 umamo (a —4 —dy)(a — 4+ dy) = 4. Hakae, Ha 1eBOj cTpanu je mpoussBox 2 -2, na mobujamMo a = 6,
anu nposepaBamo na nap (a,b) = (6,3) Huje pememe.

e Y cayuajy a—b = 4 mmamo (a—4—d;)(a—4+d;) = 0, mTo He Maje KopucHe 3aKmyuKe. AKO ca d3 O3HAUNMO TUCKPUMUHAHTY
npyre jennaunte (dy € Z), umamo d3 = b* — 4a — 4b = (a — 4)? — 4a — 4(a — 4) = a® — 16a + 32 = (a — 8)? + 32, onakie
ciemn (a —8 —ds)(a — 8 + dy) = 32. Ilakse, Ha 1eBOj cTpaHu je npom3sBox 2- 16 nmau 4 -8, na nobujamo a = 17 (u b = 13)
nmm o =14 (n b= 10).

IIpema cBemy no capna, ckyn pemema je: (a,b) € {(8,8),(9,9),(10,14), (14,10), (13,17),(17,13)}.

4. Jlorkaxkumo mpBo ma cy npaBe BD um CFE wopmamme. 3amcra, ako ca [ u 7y C
ozuauuMo yriose kox Ttemena B u C y AABC, muperktno uspauynaBamo £ BCE +
LCBD = (y — (45° = §)) + (B —(45° = §)) = a+ B+ v —90° = 90°, onmaxme ciemm
TBpbheme.

IIpernocrasumo na npasa DE nomupyje kpyskuuny ynucany y AABC. Iokaxumo
na tana Baxku BC = CD wau BC = BE. IlpernocraBumo BC # CD. YerBopoyrao
BCDE je tanrenran, na Baxu BC + DE = BE + CD, tj. BC' — CD = BE — DE.
Hame, us BD1CE cnequ BC? + DE? = BE? + CD?, mto je exBuBanenTHo ca BC? — A B B
CD? = BE? — DE?, 1j. (BC — CD)(BC + CD) = (BE — DE)(BE + DE), na xaxo
no npernocraBuu umamo BC # C'D, Ha OCHOBY OBe U NMPETXOJHE jeIHAKOCTU HAKOH
ckpahuBama ocraje BC+CD = BE+ DE. Cabupamem oBora ca BC'—CD = BE—DFE
nobujamo 2BC = 2BFE, 1j. BC' = BE, unme je tBpheme morkaszano. [Ipema Ttome, yrOIMKO Basku, 0e3 yMamema OIIITOCTH,
BC = BE, Tana je BD cumerpana {EBC (jep je To BucuHa jeIHaKOKPAKOT TPOYTia), ma uMamo 3 = 24 ABD = 2(45° — §) =
90° — a, Tj. 7 =90°, mro je m Tpebaso morazaTuU.

IIpernocrasumo cana na je AABC npasoyriu. He ymamyjyhu ommroct, yamumo v = 90°. Tama umamo £CBD = 90° —
LCDB = 90° — ({BAD +£ABD) = 90° — (a+(45° — §)) = 45° = § = LABD, tj. BD je cumerpana {ABC. 3 BD1CE cnemn
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na cy tauke C u E cumerpuune y omuocy Ha npaBy BD. Omarie cy u npase DC u DFE cumerpuune y omHocy ma BD, ma
kako DC' momupyje ynucaHy KpysKHUIY, ciaemu na u DFE momupyje ymucamy KPY:KHUILY.

5. [Tocmarpajmo majsehy TaxkBy rpyny yuenuka G. IlomTo ce Buile HUjeNaH YUEHUK HEe MOKe yOaluTy y Ty I'PyIy, CBU
0CTaJM Cy WV NPUMUINA CBECKY OX Hekor n3 G (CKyI TakBUX y4yeHUKa 30BeMO A), nmiu nanu csecky HekoMe y G (CKyI TakBuX
yuenura 30semo B). IIputom, Hapasro, ckynosu A u B He Mopajy OUTU IUC)yHKTHU.

Ouurnenno Bazxku |A| < |G|. C mpyre crpase, y rpynu B HUjeIaH yueHUK HUje JAO CBECKY IPYTOMe yHyTap UCTE T'pyIe,
na 36or makcuMmasnHocTu rpyne G mopa Baxutu |B| < |G|. IIpema tome, 16 < |G| + |A] + |B| < 3|G|, onakne caenu |G| > 6.

Tpehu pazpenm — A xkareropuja

1. IIpso pewewe. 3a x = 1 mocTaBibeHa jemHAKOCT ce cBoin Ha y> + 1ly — 2027 = 0. JIMCKpMMUHAHTA OBE KBAIDPATHE
jemmaumme msmocw 112 + 4 - 2027 = 8229, mTo Hmje moTmyH EKBa;pat (6poj 8229 je memws ca 3, amm muje ca 9). Hamame
MIPETIOCTAaBHAMO T = 2.

Basxu

2015 = 1la?y +y? —1la? — 1 =12y — 12+ —y+y— 1= (1122 +y + D) (y — 1).

Vs 2z > 2 coemn 1122 +y+ 1 > 46, 1j. y — 1 < 43. Iomro y — 1 | 2015, mobujamo y — 1 € {1,5,13,31}. 3a y — 1 = 1 mumamo
2015 = 1122 + y + 1 = 1122 + 3, ma ozxe Hema pemema. 3a y — 1 = 5 nmamo 403 = 1122 + y + 1 = 1122 + 7, na oBae mobujamo
pememe (1,y) = (6,6). 3a y — 1 = 13 umamo 155 = 1122 + y + 1 = 1122 + 15, ma oBne mema pemema. 3a y — 1 = 31 umamo
65 = 1122 + y + 1 = 1122 + 33, ma oBzxe HeMa permema.

Ilakne, jemuuo pememe 3anatka je map (x,y) = (6,06).

Jlpyzo pewewe. Kako ounrmemno Baxn 1112y > 1122, ma ocroBy jemmaxocTm m3 mocraske mobmjamo y? < 2016, Tj. y < 44.
Takxobe mmamo y? = 2016 = 3 (mod 11), omakme caemn y = +£5 (mod 11) (mTo HamA3UMO AWPEKTHOM MPOBEpOM MOTyhmx

: /2016—y>2 :
ocraraka no mMonyay 11). Ilomro u3 monasHe jeqHAKOCTU MUMaMO T = 12(5_31’), NPAaBOJIMHUjCKUM KCOPODAaBameM MOrynmx

Bpemnoctu y € {5,6,16,17,27,28, 38,39} manaszumo ma je x meo Gpoj jemmuo 3a y = 6, mamme x = 6. Hakxne, (z,y) = (6,6) je
jeouHO peIeme.

2. IIpeo pewemwe. IoraxxuMo HajuOpe ma je yclIOB M3 3alaTKa ITOBOJGHO HpoBepaBaTu camo 3a d € {2,3,7}. Ha ocuoBy
daxTopuzamaje 2016 = 2° - 32 - 7 npumehyjemo ma Mopa BazuT @ Z b (mod 2), a Z b (mod 3) u a # b (mod 7), amu To je
u noBOJBbHO, Oynyhu ma je cBakm mpasBu menmitan d Opoja 2016 obawmka 2¥3Y7% mpu yemy je Gap jeman on OpojeBa x, Yy, 2
Behwu ox 0, ma omna nobujamo a Z b (mod 2*3Y7%). IIpso 6poj a Mosxkemo m3zabparu Ha 2016 HauMHA, a Habe padyHAMO O6PO]
6pojesa b mameby 1 u 2016 3a kKoje Baskm Gap jemua om kourpyenuuja a = b (mod 2), a = b (mod 3) nmim a = b (mod 7). Oso
pPaauMO MPUMEHOM MPUHINNA YKILYYEeHa-UCKbYUeHa, U 100UjaMO pe3yrar

2016 2016 2016 2016 2016 2016 n 2016

s T3 % 6 14 21 1 0

Iakne, 6poj Gpojesa b 3a KOje He Basku HUjemHA O OBUX KOHIpyeHimja (mpu ueMmy je a ¢puxcupan) uznocu 2016 — 1440 = 576,
ma je 6poj mapoBa TpaskeHux y mocrtaBuu jemHak 2016 - 576.

Alpyzo pewewe. Bpoj maumna 3a onabup 6poja b (Hakon mTo onabepemMo Gpoj a) Moke ce m3padyHaTu u Apyrauuje. Hanme,
yeaosu a Z b (mod 2), a £ b (mod 3) u a # b (mod 7) ekBusasentan cy ca H3I(a — b,2016) = 1. Kako pasauke a — 1,a —
2,...,a—2016 uMHe NOTIYH cHCTeM OCTaTaka Mo Modyry 2016, Meby muma nma tauno ¢(2016) = 2016(1—3)(1—1)(1-1) = 576
OHUX KOje ucmymasajy Tpasxkenu ycios. Cuenu na ce b moxke omabparu Ha 576 mHauuna (3a maTo a), ma je 6POj TPasKeHUX
mapoBa jenHak 2016 - 576.

3. Uammmje Tpeba ma ce moroBope Ha ciaeaehwm mauums: cBaku yamnuja numahe onpebeny cBojy Op3uHy KpeTama, IPU YeMy
cy cBake mBe Opsmue mehycobuO pasmuumre (Hup. Gp3uHE MOry OUTH ﬁ = ﬁ 5, ﬁ ¥, ..., 1 %), Yammmje koje Gymy
uszabpane moroM tpeba na ce kpehy mo caenehem obpaciy: Hajupe nay 1 ceKyHI y3BOIHO, TOTOM 2 CEKYHIA HU3BOAHO, OHIA
3 CcekyHma OIeT y3BOIHO, 3aTUM 4 CEKyHIa HU3BOAHO W TAKO Aasbe (HapaBHO, CBaKU OX mUX kpehe ce ,,cBoOjoM“ Gp3uHOM,
npema IpeTxonHoM norosopy). okasxumo na hie ce omu 3amcra cycpectu Ha oBaj HauwmH. IlocTaBUMO pedepeHTaH cruCcTeM
Be3aH 3a jeJHOr ol mUX Asojune. Kako ce yampyumje y cBakoM TpeHyTky kpelly y mcrom cmepy (6yayhu ma oGojuna mpare
WCTH, ONMCaHU 06pasal KpeTama) Al Pa3iInIuTAM, KOHCTAHTHUM Op3uHaAMa, y HOCTAB/HEHOM DEePEPEHTHOM CHCTEMY jenaH
vampuja Mupyje (jep je pedepenTHu cucTeMm Be3aH 3a mera) a Apyru ce kpehie koncranTHOM Gp3uHOM, Memajyhium cmep Kao
y ommcanoMm obpacuy. Mebyrum, npumernmo na je ommcanu oOpa3sal KpeTama TaKO KOHIUIMPAH & Ne JaMiurja KOju IO
IBEMY MOCTYIA, Ma KOjOM ce OP3MHOM KpeTao, CTMNUM [0 IPOM3BOJPHE TAUKE HA PEenM HAKOH KOHAYHOT BpeMmeHa. [Ipema Tome,
yamnuje he ce cycpecTu HAKOH KOHAYHOI BPEMEHA.



4. Heka je taurka N cumerpuuna tauku M y ommocy Ha upay BC. Ilocma-
tpajmMo Tauky N’ ma momympasoj DA 3a kojy Bamu DN'- DA = DB? = DC?.
Tanxa mmamo ADBN' ~ ADAB u ADCN' ~ ADAC. Cnemu ABN'D = {ABD =
ABMD = ABND u cmuuso £CN’'D = LCND, na zakmyuyjemo N’ = N, mro
3aBpIIaBa IOKa3.

5. 3a mouerak, u3 apyror yciosa umamo f(0) = 2f(0), mro maje f(0) = 0.
Osznraunmo g(n) = f(2n + 1) — f(2n). U3 rpeher ycaosa mobujamo f(4n + 1) —
2f(2n) = f(2n 4+ 1) — f(2n); mecua crpana msHocu ¢g(n), a U3 APYror ycJIoBa
BUAMMO 1a je nesa cTpana jemHaka f(4n+ 1) — f(4n), tj. g(2n), na cmo mobunu
jemHaKoCT

9(2n) = g(n).

W3 rpelier ycaosa takobhe mobujamo f(4dn+3) —2f(2n+1) = f(2n) — f(2n+ 1);
nmecHa cTpaHa usHOCH —g(n), a M3 APYror yCJIOBAa BUAMMO & je JeBa CTpaHa
jemuara f(4n +3) — f(4n + 2), 1j. g(2n + 1), ma cMo mobuin jemHAKOCT
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g(2n+1) = —g(n).

Hajzan, mmamo u g(0) = f(1) — f(0) =1 — 0 = 1. TIpema cBemy 10 cama MOKeMO Jako youmtn ma Baku g(n) = (—1)°™ | rne
je e(n) 6poj jenuuuna y GuHApPHOM 3amucy Opoja n.
Yammmo cama n = 29 4+ 20 4 ... 4 20 rpe cy ig >4 > --- > i} = 0 meau 6pojesu. Ilo mperxomHoM moGHjaMo

n

f) =2 f (5i) =2 f (G — 1) +2%(=1)F = fln —2%) + 24 (<1)%,

Hacrasmajyhu oBaj moctymnak mobujamo
fln) =20 — 20 422 — . g 2k (—])k,

W3 mejemnarocTn 20 4 20 L 3(2% — 2i1)  2i2 4 293 L 3(2%2 — 23) pra. cabupameM oaMax ciIemu TpaxeHo TBpheme. JemmakocT
ce DOCTUWKE KAl roJ je UCIHymeHo 21k u ig—i) =ig —iz = -+ = ip_1 —ip = 1, Tj. Kama cy jeauHune y OMHADHOM 3amucy Opoja
n Tpynucane y OJOKOBE NapHE Iy:KUHE.

YerBpTH pa3pen — A kareropuja

1. a) Osraunmmo P(x) = (z+1)"—2"—1. Hexa je ¢ myna nomuaoma x2+z+1. llpumernvo na pagu e —1 = (e—1)(e2+e+1) = 0,

tj. €2 = 1. mamo
PEe)=(e+1)"—c"—1= (=) —e" - 1= (=1)"e* —&" — 1.

Ilakse, nomTo je 3a 3 | n ucnymeno " = 1, Tana nobujamo P(e) = (—1)" —2 # 0, ma y Tom caydajy z2+z+ 11 P(z). C apyre
crpane, 3a 31 n umamo {1,e",e%"} = {1,¢,€?}, na cnemu P(e) = (1 + (=1)")e?" —e? —e" —1 = (14 (=1)")e*", mTo je jemnaro
0 axo u camo ako 2{n. IIpema Tome, 2 +x + 1 | P(z) ako u camo ako Baxn n = +1 (mod 6).

b) Ila 6u TpaskeHn yciaoB OMO WCIyH€H, mpema mely a) mopa Baxutu n = 1 (mod 6). Y Tom cayuajy mmamo P'(g) =
ne+ 1)1 —ne" ! =n(—e?)" ! —ne"~t =ne""1(e""! — 1), ma je ¢ mBocTpyKa Hysa moamHOMa P aKO M CaMO aKO BAsKHU jOII
3| n—1. IIpema TOMe, OBZE Cy OATOBOD CBU IPUPOTHU OpojeBu n 3a Koje Baxku n = 1 (mod 6).

2. Baxn
1 2 101 p+a)(p+q+7)+2p(p+q+7)+101p(p + q)

=+ +
p ptq ptg+r plp+a)(p+q+r)
na je TpakeHu ycioB ekBuBasieHTaH ca p(p+q)(p+q+7r) | (p+ @)+ q+7r)+2p(p+ q+ 1)+ 101p(p + q). Cuenmjanno, Baku
p+ql2p(p+q+r)=2p(p+q)+2pr, tamp+q|2pr. Kako ptp+q (y cynporsom p | ¢, mro je memoryhe), 3akmyuyjemo
p+q|2r, tj. p+q=r unmu p+ q = 2r. Pazmorpumo oBa msa ciyudaja.
e pt+q=r:
[ToueTHa mEBUBOCT ce Tama cBomu Ha 2pr? | 2r2 4+ 105pr, Tj. 2pr | 2r +105p. Ogasme nobujamo p | 2r u r | 105p, ma ciaemn
p=2mur € {57} Tarko nobujamo tpojre (p,q,7) € {(2,3,5),(2,5,7)}, 3a KOje IMPEKTHO MpOBEPABAMO 14 jeCy pellemna.
e p+q=2r:
[owyerna memuBocT ce Tama csomu Ha 6pr? | 6r2 4+ 208pr, Tj. 3pr | 3r + 104p. Omasme nobujamo p | 3r u r | 104p, ma ciemm
p =3 ur =13 (memoryhe je r = 2). Tako mobujamo Tpojry (p,q,r) = (3,23,13), 3a KOjy AMPEKTHO IPOBEPABAMO A&
jecTe pelieme.
Iakne, ykymHO mMaMo Tpu pemema: (p,q,7) € {(2,3,5),(2,5,7), (3,23,13)}.

)



3. Heka je ca cmomue crpame kBanpara ABCD kouctpyucan jennakoctparmuuad ANABE. U3
[TTomomejese mejemmakoctw mmamo AX - BE + BX - AE > EX - AB, tj. AX + BX > EX, mpu p F C
JyeMy Ce jeIHAKOCT HNOCTH:KEe ako u caMo ako je AXBE TeTruBan 4eTBOPOYrao, Tj. aKO U CaMO

ako je tauka E ma rpahem ayky AB kpyskuune onucane oko AABC. Jlame, OUUrieqso UMaMo
EX +d(X,CD) > EF, rue je F cpequmre CD (u yjenuo nomuo:xje sopmase u3 F va CD), rae ce
jemIHaKOCT MOCTUKE ako u caMo ako je X ma mysxu EF. CBeykymHo,

\/§ X
AX +BX +d(X,0D) > EX +d(X.CD) > EF =1+ ",

IpY 4eMy ce OBa BPEIHOCT MOCTU:KE Kana je Tauka X cpemumre kpalier ayka ADB. A B

4. Ogrosop je meratmsan. OmaGepumo N = pip2.--p3y,,, TO€ Cy P1,P2, ..., P2017 DAIIUUUTI
npoctu 6pojesu (mmp. npsux 2017). Y 6uno koM HuM3y ox N y3aCTONHWX TPUPOIHUX OpoOjeBa
mojaBbyjy ce cBu octamu mo Monyay N, ma Heku O6poj n meby tux N maje ocTatak pipsz - - - DP2017
npu gemewny ca N. Ho, Tama 3a mera Bazku f(n) > 2017 (cBu npoctu daxropu pi,ps,...,P2017
nojaBsbyjy ce ¢ eKcIoHeHTOM 1, jep je 3a cBe Te mpocTe GpojeBe n AeBUB ca p; aju HUje ca p?).

E
5. Osnauumo ca x u x+ 1 mozunuje jgaxkuux HoBunha. OQroBOp HA MUTAWmE O CKyIy HOBumha A
je 6poj |AN{z,x+1}|, xoju mosxke na Oyme 0, 1 nuu 2. akae, no3unuje HoBUMha MOKEMO OIPEIUTU
aKO M CaMo akKo moctoje ckymosu A; u As Taksm ma cy naposu p, = (|A1N{z,x+1}|, |AsN{z,z+1}|) Ox 2016 4A 3

Mmebycobuo paszmuuntu; 3a x = 1,2,3,...,9.

a) Moryhe je. To moxemo moctulin Hup. omabupom crymosa Ay = {1,2,3,7,8} u As = {1,5,6,7,8}.

b) Huje moryhie. Moryhux naposa p, uma 9, nma 3a TpaskeHu morogan omadbup ckynosa A; u As CBU OBM mApoBU MOpPajy
6uTty nokpusBeHu (cBaku TavyHo 1O jenuom). Mebyrum, kako 5 ox Tux maposa canp:ku 6poj 1, a 3a cBaku ox ckymoBa A u
A, mocToje HajBUIIE MO JBE BPENHOCTH I 3a KOje je Mpecek TOor ckyma ca {z,z + 1} jemmoenementan, ciemu nma je moryhe
TMIOKPUTU CAMO YETUPU OJf YOUEHUX MET MapoBa Koje camapske Opoj 1, ma muje Moryhe u3BpmuTu 3a1aTak.

IIpBu paspen — b kareropuja

1. YKOIUKO Cy YYEHUIIX HA TOM TaKMUYEHY OOILIU U3 YKYHOHO 66 My BUIIe PA3IUYUTUX IIKOJIA, TANa OUULJIETHO MOKEMO
omabparu rpyny on 66 yueHUKa KOju Cy CBU M3 PA3IUYUTUX IIKOJA. [IpermocraBumo cana ma je yKymaH Opoj MIKOIa U3 KOjUX
cy mommu yueHunu 65 niam Mamu. Y KOJIMKO OM M3 CBake IIKOJie Omiao He Bume on 31 yuyeHuka, Tana Ou yKynman Opoj ydeHUKA
ouo uajBume 65 - 31 = 2015, anu yuenuka uma 2016; maksie, y OBOM CaydYajy MOpa MOCTOjaTH rpyma on 32 yUYeHUKa KOju Cy
CBU U3 UCTE IIKOJE.

2. [IpumeTuMo na BasKu
24+ n+1)2%+m+2)%+(n+3)2=4n> +12n+ 14 = (2n + 3)% + 5,

Ila 6u oBaj m3pas 6uo memus ca 10, morpe6GHO je m M0BOMBHO ma ce (2n + 3)° zappmasa madpom 5, Tj. ma ce 2n + 3 3aBpmraBa
uudppom 5. Ipyrum peumma, 2n + 3 = 10k + 5 3a #exo k, k € Ny, na caemqu n = bk + 1. Ilakme, oArOBOp Cy CBU IPUPOITHU
OpojeBu Koju ce 3aBpmanajy mudpoMm 1 mau 6.

3. axTOpUIIIMO JeCHE CTpaHe jeaHaYMHA Ha mpocTe umbmone: 384 = 27.3, 1152 = 27 - 32, KpaapupameM npse jegHadune
_ (@y?2%)? _ 3842
— z2y3z T 1152
youere ¢arropusanuje). Onmarie ciremu z = 1 mum z = 2. Y cayvajy z = 1 umamo y = 128, auu TO je y KOHTDAAUKIUjU
c obe jemmakoctu u3 mocraske. Ocraje z = 2, u Tana mobujamo y = 4 u Hajsan r = 3. Ilakjie, jeIuHO pelIeme je TPOjKa

(x,y,2) = (3,4,2).

4. Pa3nuryjemo nBa ciyudaja.
e 2r+a>0,1j.v2=—73:
ITocraBmena jenHaunna ce cBOOM Ha 22+ a —ax = 2, WTO je ekBuBaJeHTHO ca 2(x—1)+a(l—x) =0, 1j. (2—a)(x—1) = 0.

U IOTOM JeJLeH-eM ca APYroM Iobujamo yz° = 27 = 128 (mememe ce MOe JaKO U3BECTH MMajyhu y BUIY

YKOIVKO BaXKU @ = 2, pEIIeme Cy CBU OPOjeBU X KOjU MCIYH-aBa] CJIOB OBOT CJay4daja, Tj. £ = —2 = —1. YKOauKo
’ ) 2

BN a # 2, Tama je jemuno moryhe pememe r = 1, 1 IPUTOM OBO peIIeHe MOCTOjU CaMO yKOJMKO Baskd 1 > —§, Tj.

a > —2.

e 2r+a<0,1j. v<—3:
IMocTaBmena jeqmaunna ce ceomm Ha —(22+a)—azx = 2, mTo je eksuBasentHo ca 2(1+z)+a(l+zx) =0, Tj. (2+a)(1+z) = 0.

o . . . . . -2
YKOJNUKO Basku a = —2, pememe Cy CBU OPOjeBM T KOjU UCIyHaBajy ycJIOB OBOT ciydaja, Tj. ¥ < —== = 1. YKoauko
BN a # —2, Taja je jenuro Moryhe pememe x = —1, 1 IPUTOM OBO peIIere MOCTOjU CAMO YKOJUKO Bazku —1 < —3,
Tj. a < 2.

Ilobujenn 3akmydrnu 00jenmeHN Cy Y AOH0j Tabemnn.

a<-2| a=-2 |-2<a<2| a=2 |a>2
z=—1][ze(-o01]|ze{-11} [ze[-1o0) |z=1




5. I3 TasnecoBe Teopeme mMaMo ﬁ—g = ‘g—g = g—g = k. YerBopoyrao DBCE je Tan-

rearaH, na cienqu BC + DE = BD + C'E. Ho, kako umamo C
BC+DE=BC+kBC=(14+k)BC=(1+k)a

u
BD+ CFE = (AB - AD)+ (AC — AE) = AB — kAB + AC — kAC b @
=(1—-k)(AB+AC)=(1-k)(c+D),
ILO6I/IjaM(zb(1 —l—)k)a = (1 - k)(b+ ¢), omakne muspauynaBamo k = Z‘ﬁ;‘z u onatne DE = |
LBC = bte=a)
a+b+c A D c B

Ipyru paspen — B kareropuja Ox 2016 15 5

1. Osmaunmo mocMarpanu 6poj ca a. Ako Ou OH OMO paInMOHAJAH, TaNa HAKOH MOAM3ama Ha Tpeliu cTemeH jemHarocTu
2015+/3 = a — 2016v/2 mobujamo 3 - 2015% = a® — 6048av/2 + 6 - 2016%a — 2 - 20163/2, Tj.

V3 a® +6-2016%a — 3 - 2015

6048a2? + 2 - 20163 €Q

koHTpaauknuja. Jlakme, 6poj a Mopa OUTH MpAIUOHAIAH.

2. IIpeo pewewe. llpema BujeroBuM popMynrama umMamMo xp + To = % U X1To = ﬁ. IIpumerumo na Basku

2k \? 8
4 =22 — Sl‘% =22 + 2020 + x% —2z1T9 — 433‘% = (21 4 22)* — 2w129 — 4x§ = <ﬁ) —r=1 4x§

4K -8k +8
ICEE

4(k—1)2+4
(k—1)2

423 = dz3 =4+ — 4a3,

4
(k—1)?
a OBO je majbe eKBMBAJEHTHO ca () = ﬁ — 23 = (25 — 22)(315 + x2). Hakme, umamo ase mMoryhnocTu:

.(1’,‘2: 1

P—1°
IomTo je x5 pememe 3anate jennaumue, cremu (k—1)(75)%— 25 +4 = 0, mro ce comm na =244 — 0 1j. 2k—3 =0,
. 2.3
omakJyie mobujamo k = % Hame n3payyHaBaMo o = % =2ux = k%kl — X9 = %_21 — 2 =4, u IUPEKTHO ce MpPOBeEPaBA
Ia Cy Ha OBaj HAUMH 3aMCTa 3a0BOJLCHU yCJIOBU U3 IMOCTABKE.
1 .
¢ T2= T
Cauyano, nmamo (k — 1)(—%)2 + % +4 =0, mTo ce cBOAU HA % =0, 1j. 6k — 3 =0, omarse mobujamo k = %
2.1 .
IMame uspauyyHaBaMo Lo = —%_1 =2ux; = kz—fl — 22 = 1% — 2= —4, ¥ IUPEKTHO ce TIPOBepaBa Jla Cy Ha OBaj HAYUMH
2 2
3a1CTa 3a00BOJLEHN YCJIOBU U3 MOCTABKE.

Daxne, onrosop je: k € {3, 3}.

Zpyeo pewemwe. Pemmumo maTy jeaHAUUHY:

2k £ \/(2k)2 = 16(k—1) 2k +ARZ 16k 116 2k +\/4(k—2) 2k +2(k—2)

€T = =
1/2 2k — 1) 2(k — 1) 2k — 1) 2(k — 1)
Iaxkme, jeqno pememe naTe jeIHAYUHE je 2k2+(i(_k;)2) = 2‘%::‘11) =2, a Ipyro 2’“2*(1267(_’“1*)2) = 2;. Ako osHaummMo z1 =2 U T2 = >,

ycaoB a3 — 323 = 4 comm ce ma 323 = 0, amm oBo je memoryhe. Jlakie, MOpaMO O3HAUUTH T] = % u xo = 2. Taga ce ycmaoB

2 2 _ 4 _ ; 1 _ 1_ 1 ; S _ 3
z] — 325 = 4 cBOnU HA mefél, Tj. G2 =4, ma umamo k:flfj:\/;f:l:i. Cnyuaj k — 1= 5 maje pememe k= 3, a
cayuaj k—1= —% naje pememe k = % Kao u y mperxomaoMm pemeny, IMPEKTHO ce MpoBepaBa ma obe oBe BpemaHocTu 3a k
3aMCTa 3a10BOJHABA]Y YCJIOBE M3 MOCTABKE.

3. Osznaunmo H3(a,b) =d, e a=dp u b =dq. Tana cy p u ¢ y3ajaMHO IPOCTU U Ba:KU

2014 2014 201 2014
N - a n 07 _p n 0 _ 015p + 2014q
b 2015 ¢ 2015 2015¢q

b n 2016 _ ¢ n 2016 2015q + 2016p

a 2015 p 2015 2015p

IIpernocraBumo cynpoTtHo, ma ¢y u N u M upupomuu 6pojesu. Kako je N mpupoman 6poj, To 2015¢ | 2015p + 2014q, na
5] 2015p+2014q, a camum tuMm u 5 | ¢. Caumuno, M je npuponan 6poj, na 2015p | 2015¢+2016p, a camum tum u 5 | 2015¢+2016p,
1j. 5| p. Hakue, 5 je 3ajennuum nenunan 6pojeBa p U ¢, KOHTPA,IUKIN]A.

M:




4. Hera cy P, Q, R u S oproronasue mnpojeknuje tauke M ma npase ADB,
BC, CD u DA, penom. Kopuctehu I[Turaropuny reopemy mobujamo jemHakoctu D R C
AM? = SM? + PM?, BM? = QM? + PM?, CM? = QM? + RM? uw DM? =
SM? + RM?. Cabupamem mpse u Tpehe jemmaxoctu mobujamo AM? + CM? =
SM? + PM? + QM? + RM?, a cabupameM apyre u deTBpTe mobujamo BM? +
DM? = QM?+ PM?+ SM? + RM?. Onarne cnemu AM?+CM? = BM? + DM?,
Tj. 40% 4+ 212 = 52 + DM?, ma mobujamo DM? = 1600 + 441 — 25 = 2016, Tj.
DM = +/2016.

5. Herka Bunana mema mecrta kaprama Ha no3unujama a u b, a < b, a Boja na M
nozunujama ¢ u d, ¢ < d. Pazaukyjemo Tpu moryhuocru.
ea=cub=d:
Y oBoM cayuajy pe3yaryjyhu pacmopen je MICHTUYAH MOUYETHOM.
e BpojeBu a, b, c u d cy mehycobuo paznuuuru:
Bpojese a u b moxkemo omabpartu Ha (;) = 21 mauuna, a 3aTuMm OGpojese ¢

Ox 2016 25 4

u d HA (g) = 10. IIpu Tome, yronuro Baana omabepe a u b, a Boja morom ¢ u d, nobuhemo uctu pacmopen Kao 1 Kana
Bnana npso onabepe c u d, a Boja morom a u b. lakie, mpu oBakBOM Opojarmy CBAKM PACIOPEN je ypadyHaT OBa IMyTa,
ma yKymaH Opoj pacmopena KOju ce MOTy MOOUTU Ha OBaj HAUWH U3HOCU % = 105.

e Crymosu {a,b} u {c,d} nmajy jenan 3ajeHUYKU €JIEMEHT:
Heka je x 3ajeIHMYKM €JIEMEHT OBUX CKYIOBa, y MPEOCTAJM €JeMeHT cKyna {a,b}, a z npeocranu enxemedt ckyna {c,d}.
Esnement x MmoskeMo omabpaTtu Ha 7 HAYWHA, €JIEMEHT Yy 3aTyM Ha 6, 1 Haj3an edeMeHT z Ha b HaumHAa. [locie npememrama
Kapara, Ha IO3ULMjU T HAJa3W ce Kapra z, Ha HO3UNUjU Yy Kapra &, a Ha no3uuuju z kapra y. lakie, rpojka (z,y,2)
ompebyje uctu Kpajmu pacmopen kapata kao Tpojke (z,z,y) u (y,z,x), Tj. IpU OBAKBOM OpOjamy CBAKM PACIODEN je
ypauyHaT TPU MyTa, a yKymaH Opoj pacmopena KOju ce MOTy JOOUTH HA OBA] HAUUH U3HOCU 7% = 70.

IIpema Tome, ykynman 6poj pacnopena je 14 105+ 70 = 176.

Tpehu pazpen — b kareropuja

1. Kopumhemem amumumonux ¢popmyna nobujamo sin3z = 3sinz — 4sin® 2 u cos2z = 1 — 2sin® x. Axo o3maummo sinz = t,
[aTa jeIHAUYMHA CE CBOIU Ha

0=3t—4t3 +2 —4t> + 3t + 4= —4t3 — 41> + 6t + 6 = —2(t + 1)(2t> — 3).

Ilomro Basnm t2 < 1, mmamo 2t2 — 3 # 0, ma ciaemu t = —1, Tj. sinz = —1. Jlakie, pemema naTe jeJHAUMHE Cy CBU OPOjeBU
obnmka r = 37” + 2km 3a k € Z.

2. [lpumeTumMo onMax Aa je mocMaTparu 6poj peanan. Obenexumo x = /6 + 13—1 %, Y= +/6— %\/g uAd=x+y. Tana
_ 3fop 121 7 _ 3/972—847 _ 3/125 _ 5 3 3 _ 3 _ .3 2 2 3 _
miaMo 2y = (/36 — 5§ = /o = {/5> = 3 mwx° +y° = 12. Uz unenturera (v +y)° = z° + 327y + 3zy° + y° =

2% + y3 + 3zy(z + y) mobumjamo A% = 12 + 54, 1j. A*> — 54 — 12 = 0. JleBy cTpaHy MOKEMO PACTABUTH HA UMHUOIE, UMME
nobujamo (A—3)(A%2+3A+4) = 0. Jemna moryhuoct je A = 3. Karo jemnaunna A?+3A4+4 = 0 uMa HETATUBHY IUCKPUMUHAHTY
(32 —4-4= -7 <0), ona HeMa PeaJHUX pemema, a TOMTO 3HaMO na je A peasan 6poj, 3ampaso je jemuna moryhsoct A = 3.
Ilakne, A je nupuponan 6poj.

3. a) [IpaBoraonuk 1 X 3 He MO:Ke UMATU CBA TPU LPHA [0Jba, jep OU OHIA IPaBOYTaOHUK
2 X 3 cauMmbeH O TOCMATPAHOT MPABOYTaOHUKA 1 X 3 1 leMy CyCemHOT MMao TPU IPHA I0Jba,
KOHTPAAUKIN]a.

IIpernocraBumo canma na y HEKOM IPaBOyraoHUMKY 1 X 3 mMamo nBa IpHa mosa. Tana cy
CBa TPU OJba U3HAJ OBOT MPaBOYTAOHUKA Oesa (jep ce y IPaBOyraoHUKY 2 X 3 CAUMHEHOM
O TOCMATPAHOT IpPaBOyraoHWKa 1 X 3 M Tpum moJsba M3HAL Hera CMejy HaJa3UTH CaMoO IBa
[PHA [10JbA), X KCTO BAXKU 3a CBa TPU I0Jba UCIOA OBOT IpaBoyraoHuka. Ho, cana mazaszumo Ox 2016 3B 3
IPaBOYraoHUK 3 X 2 y KOMEe MMaMO CaMO jeJHO L[PHO NoJbe (BUIETH CIUKY, [Je Cy pa3lBOjeHe
MoryhurocTr Kama cy mocmarpaHa IBa IPHA MOJbA CyCemHA W KANa HUCY ), KOHTPAAUKIN]A.

Hajzanm, mpernocraBuMo na y HEKOM IPABOYTaoHUKY 1X3 HeMaMo HUMjeTHO IPHO noJsbe. Tana npaBoyraoHuk 1 X3 HemocpeaHo
M3HAI IOCMATDPAHOr IPABOYTAOHUKA MOPA CAADMKATU OBA LPHA M0Jba (KAKO OM IPABOYTAOHUK 2 X 3 CAUMILEH O OBA IBA
IpPaBOYraOHMKA MMAao ABA LPHA II0JbA), ajJi MaJolpe CMO KOHCTATOBAJIM Ia je OBO HeMorylie.

[Ipema Tome, cBakM MpaBOyraoHWK 1 X 3 CaAp:KM TAYHO jeTHO NMPHO MOJLE.

b) Ksanpat 2016 x 2016 mo:xe ce momenutn Ha 2016 - 672 npaBoyraonuka 1 X 3. Kako ce y ¢cBakoM TAKBOM MpPaBOYTAOHUKY
HaJa3u TAYHO jelHO IIPHO MOJbe, 3akbyuyjeMo na cBaku kBanapat 2016 x 2016 mma tauno 2016 - 672 nupHUX mosmba.

Hanomena. Ilpumep jemnor 6ojema Koje MCHymaBa yCIOBE 3aIaTKA MOKEMO HOOUTHU YKOJIMKO 00O0jUMO IIPHO CBA MMOJhbA HA
cBakoj Tpehoj ,,jyroncTouHo-ceBepo3amnannoj aujaroHalin.



4. V3 nocnenme KoyoHe 3akpydyjemo nga muppa O moxke 6mtm camo 0 mawm 5, anm raxko ce O mojaBibyje M Kao MOYETHA
uudpa 6poja, 3akmyuyjemo O = 5. Cana u3 HejegHAKOCTHU

5000000 < OKPYMHO + JIOBPO + /IO6PO + EPABO + EPABO < 6000000 + 400000 = 6400000

u uynsenune na cy A u O paznuuure nudpe, tj. A # 5, nobujamo J = 6 (6ynyhu na je mocmarpanu 36up jennax APHABHO).
[Ipumernmo ma m3 ropme HejemHakoctu ciaenu u P < 4, ma ropucrehu To, y3 jom yspmraBame mosuHatux mupapa O u /|
nobujamo

5KPYKH5 + 655P5 + 656P5 + BPABS + GPAB5 < 5940000 + 2 - 70000 + 2 - 100000 = 6280000,

omakiue caenu P < 2. Kako je P memapua mudpa, nobujamo P = 1. Mmajyhu oBo y Buay, mocMarpaMo cala OPETIOCIIEInY

KOJIOHY (Y KOjOj, IPUMETUMO, MOCTOJU U MPEHOC 2 U3 MOCIeIHe KOJIOHe), na nobujamo na ce 2+ H + 1+ 1+ B + B 3aspmasa

muppom H, 1j. 44 2B ce 3aBpmasa nuppom 0, onakie ciaequ B = 3 unu B = 8; nomro je B mapua nmudpa, ocraje B = 8.
Cama 3601 HejeqHAKOCTH

6100000 < APRABHO = 5K1YKHb5 + 65515 + 65515 + L1A85 + L1A85 < 5K20000 + 340000

Mopa Basxkutu K > 8, ma je 30or B # K jemuna moryhuoct K = 9. OBo 3Haum ga y IMECTO] KOJOHU 3JECHA MMAMO MPEHOC
2 U3 meTe KOJIOHE, a KAKO y [eTOj KOJOHM MMaMO IpeHoC wiau 1 miun 2 u3 yerspre (Oyayhin ma y 4eTBpTOj KOJIOHU 3acal
mmamo Y + 545+ 14 1 muyc jom norenmujanan npenoc u3 Tpehie KomgoHe, mTO CBE 3ajeMHO HE MOke mpeMamuTu 29), ciene
mejemnaxkoctn 20 < 24+ 1+ 12426 u 1 +1+ 12+ 25 < 29. Ogmarne 3arkmpyuyjemo 3 < b < 7, a momro cy muppe 5 u 6 Beh
n3aysere®, nmobujamo B € {3,4,7}.

W3 npyre komone umamo upenoc 2 (tamo umamo 36up H + 1+ 148+ 8 miyc jom mpeHoc u3 IpBe KOJIOHE, WITO je 2, Te CBe
3ajenuo usnocu 20+ H), na nomro Ha ocHoBY Tpehie konone Buaumo na ce 36up 2+ 7K + 25 + 2A 3aspmasa uudpom B, 1j. 8,
cnemn na je mudpa JK mapma. [Ipema TOMe, IpEHOC M3 YeTBPTE KOJOHE y METy MOpa OuTu HemapaH (jep Taj mpeHoc cabpan
cal4+6+6+25 naje pesynrar Koju ce 3aBpmasa ca /K, Tj. TapHOM MU(YPOM), & KAKO CMO PaHMje KOHCTATOBAJU 14 je Taj
npenoc 1 mim 2, cnemu na on mopa Outu 1. lakne, n3 mere koJsioHe cana mobujamo ma ce 14 + 2B 3appmaBa mudpom K, ma
sakmyuyjemo (B, K) € {(3,0),(4,2),(7,8)}. Hocnenma moryhinoct ornana 36or tora mro seli umamo B = 8. IIpermocraBumo
cama (B,/K) = (3,0). Tana y tpehoj xrononu umamo 36up usmeby 2+ 0+ 3 + 3+ 2A (momcerumo ce ma je IPEHOC U3 Apyre
koione 2), tj. 8 + 2A, na xako ce oBo 3aBpmasa muppom B, 1j. 8, caequ A = 0 wu A = 5, anu o6e nudppe 0 u 5 cy Beh
n3ay3sere®, kouTpamuknuja. lakae, npeocraje jemmuo (B, K) = (4,2). VI3 tpehe romone cnemu na ce 36up 242+ 444+ 24,
Tj. 12 + 2A 3aBpmasa muppom 8, ma mobujamo A = 3 wnmum A = 8, a kako Beh mmamo B = 8, mpeocraje A = 3. Hajsan, us
uerBpre Kosoue (y3 npenoc 1 u3 rpehie komone) umamo na ce 36up 13+ Y mopa 3aspmasaru muppom 3, ma xodujamo Y = 0,
a ouma ocraje H =7 jep je 7 jemuna ,Heumcropuimhena“ nu¢ppa. Homne npurasyjemMo memmppoBaHO cabupame.

5910275
+ 65415
+ 65415
+ 41385
+ 41385
6123875

5. Osnaunmo x = L, u Hera je R mONynpevHWK OmMCaHE KPY/KHUIE OBOT
n

n-toyrma. Tama mo cumycHOj Teopemm mvamo A;A; = 2Rsinz, AjAs = Ao 45
2Rsin2x, A1Ay = 2Rsin3x u A1As = 2Rsin4x. Iara jenmakocT ce, Hakie, Y%
CBOIU HA

sin 22\ 2 sin 4x sinz \?

- f— 2 S + 3 . - .

sin x sin 2x sin 3z

Ha ocmoBy muentureTa 5222 — 2cosz m SR4Z — 2cos2x = 2cos? & — 2sin’ A Ay
sinx sin 2z i
ocJieIlkHa jeJHAKOCT Ce CBOOW HA 4sin?z = 3;;““2 3"2 Kako Basku sinxz # 0 u
sin 3z > 0, ocraje sin 3z = § Onasne cnemu 3x = § unu 3x = %’r, Tj. n =29
uin n = %. Kako je n mpupoman 6poj, jemuna moryhuocr je n = 9. A A
Ox 2016 36 5

Yerspru paspen — B kareropuja

1. Heka je O mpecer mujaronana npasoyraouuka ABCD (O je yjemso u
noaHoskje Bucube nupamune us spxa E). Heka cy M u N cpequmra ny:xu AB u AD. Kako cy AABE u AADE jenaakokpaku,
cinemu na cy EM n EN wmuxose Bucune, peaoM. Osuaunmo KFM = hy, EN = hy u EO = H.



W3 jemnakoctu
4  P(AABE) 21 16k E

3 P(AADE) 182 9n

nobujamo hgy = %. Nmamo OM = 9 u ON = 16, na u3 [luraropure teopeme

npumemene #a AEOM u AEON nobujamo H? + 92 = h? u H? 4+ 162 = h3 = 169}1?,
2

ma Ooqy3uMamleM IIPBE jeTHAUWHEe O OPYTe OCTaje %hl = 256 — 81 = 175, Tj. hy =

\/175- 2 = /225 = 15. Cana mspauynasamo H = \/h? — 92 = /225 — 81 = V144 =

12, ma TpaskeHa 3ampeMmHAa M3HOCU % -18-32- 12 = 2304.

2. Kopucrehu agummone ¢popmyie 3a npersapame 30upa y Ipous3Bo 1 0OpaTHO
IpBa jeqHAYNHA OCTaje

3-V3
4 )
a Apyra 3 Ox 2016 4B 1
sin (o + ) cos (a — ) = T
Kako cy y muramy yraosu Tpoyria, Basxku cos (a + ) = — cosy u sin (a + () = sin~y, na ony3umameM ropmhux ABejy jeJHaYuHA
“MaMO COoSysiny = 7@7 Tj. sin2y = 7§. Karo Baskn 0 < 2 < 360°, umamo aBe moryhHOCTH.
e 2v = 240°, Tj. v = 120°:
N3 npyre jemnauune nobujamo cos (o — () = ?,
e 2v =300°, Tj. v = 150°:
W3 mpyre jemnauune nobujamo cos (o — () = %, mro je HeMoryhe, ma y OBOM ciiyyajy HEMa peIlerha.

(cos (a — 3) — cos (a + 3)) siny =

1j. |a — B3| = 30°, ma cy yrmosu Tor tpoyraa 15°, 45° u 120°.

3. IIpso pewemwe. IlpernocraBumMo na ce y HEKOM TPEHYTKYy mojaBuo O6poj memus ca 2016. Tana je Ttaj Opoj memuB u ca
8, mITO 3HAUM Aa My ¥ TpoumppeH! 3aBplieTak Mopa Ourtu mesuB ca 8. Mebhyrum, mpema ycimoBuma 3amarka, TPOIMU(PEHUN
3aBpIlIeTak Tor 6poja Moxke outu camo Heku ox cienehwux: 230, 301, 012 unu 123, a HUjenaH on OBMX 3aBPIIETAKA HIjEe OEJbUB
ca 8. Ilakiyie, OArOBOp Ha IOCTABJHEHO IUTAME€ j€ HETATUBAH.

Lpyeo pewewe. Ako ce Opoj n koju TeTkuma nuiie cactoju on k xomuja 2301 u omma ce 3apmu uppom 2, 3 uiu 0, onga
he 30up nudpapa 6utu 6k + 2 mau 6k + 5, mrro Huje nemuBo ca 3, na Hu ca 2016. IIpema Tome, npeocraje jeaquuo moryhrocT
na ce n cacroju oxn k rommja Opoja 2301. Anwm onma je mocaenmma uudpa 1, 6poj n HEje mapaH, Te He MOKE HU OUTU IEJHUB
ca 2016.

4. Oszmauumo ca k, [, m u n eneMenTe Tabiulle HA HA3HAUYEHUM O3UIMjaMa.

k n 21
l |16|m

27
1

Hexka je d; kopak apurMmeruure nporpecuje y npsoj Bpcru. Tana umamo 21 —k = 4d;. Canuno, ako je do KOpak apuTMETUUKE
mporpecuje y npBoj koiaoHu, umamo 1 — k = 4ds. Ongy3umamem oBe nBe jemHakoctu mobujamo 4d; — 4dy = 20, 1j. di — ds = 5.
Hame, n3 npBe BpcTe umamo jom n = 21 — 2dy, 3aTuMm u3 Tpehe KojoHE M = "227 = 21_231”7 = 24 — d;, moTOM U3 Apyre
Bpcre 16 = HT’” = W, 1j. | = di + 8, a u3 upBe kosone nobujamo | = 1 — 3ds; mocaensme nBE jeTHAKOCTU 3ajeqHO Hajy
di +8 =1-3ds, Tj. di +3dy = —7. VI3 oBor 1 mperxomuo mobujenor d; — do = 5 m3pauynasamo d; = 2 u do = —3, a omarie
name k = 21—4d; = 13. Cana ce Tabuuna Jako MOMymaBa 10 Kpaja, ynMe ce nobuja JOomU pe3yiararT. Pememe je je IMHCTBEHO.

13]15(17|19(21
0116(22(28|34
7 \17|27|37|47
4 |18(32|46|60
1119(37(55|73

—_

5. Heka cy z1,2s,...,T, HyJle TOCMAaTPaHOr MOJUMHOMAa, W HEKA Ba)ku, 0€3 yMamema ONIMTOCTH, T1 < Lo < -+ < Tn
. . . P(1
(upu oBuM O3HakKaMa, Kako je ¥, HajBeha Hysa, Tpeba mOKA3aTU HEJeOHAKOCT Ty > 1+ n|P,L(1)) ). Taga MOMkKeMO 3aImUCATH

P(z)=clz —z1)(x —x2) - (x — x,). Nmamo

Plz) clx—a)(x—z3) - (x—ap)+c(z—z)(x—23) - (z—xn)+ - +elxv—z1)(x—22) -+ (T — Tp—1)
P(x) cle —z1)(x —xz2) - (T — xp)




Ogatie, yspmrasajyhu z = 1, nobujamo

P'(1) 1 1 1 :_< 1 1 1 )

PO 1w 1-m T, prony T

IlomTo cy cBe myne peanne u Behe on 1, cBu cabupiu y 3arpaad Cy TO3UTUBHU, A JaJLe UMaMO

Py 1 1 . 11 N 1 - 1 n
P(1)| x1—-1 a5-—1 tp—1" z,—1 x,-1 Tp—1 x,—1
P(1) P(1)

Onasne cuaenu I”T_l > |

, U3 Yera OUPEKTHO 3aKJby4dyjeMo X, = 1+ n|

P71y > TWTO je u Tpebaso mokaszarTu.



