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Prvi razred – A kategorija

Ok 2016 1A 2

1. Jednakost 7 · 2n + 1 = x2 transformixemo u oblik 7 · 2n = (x − 1)(x + 1).
Poxto su brojevi x − 1 i x + 1 iste parnosti i taqno jedan od ǌih je deǉiv
sa 4, dobijamo {x − 1, x + 1} = {2, 7 · 2n−1} ili {x − 1, x + 1} = {2n−1, 14}. Kako
oqigledno va�i 2 < 7 · 2n−1, u prvom sluqaju odmah imamo x− 1 = 2, odakle daǉe
dobijamo 4 = x + 1 = 7 · 2n−1, xto je nemogu�e. U drugom sluqaju razlikujemo
dve mogu�nosti. Ukoliko va�i x + 1 = 14, tada imamo 12 = x − 1 = 2n−1, xto
je nemogu�e. Ukoliko pak va�i x − 1 = 14, tada sledi 16 = x + 1 = 2n−1, odakle
direktno dobijamo jedino rexeǌe n = 5.

2. Neka se prave AD i BC seku u taqki Q. Neka je E sredixte stranice
CD a F i G sredixta dijagonala AC i BD, redom. Tada je EF sredǌa linija
4ACD, pa va�i EF ‖ AD i EF ∼= 1

2AD. Sliqno, EG je sredǌa linija 4BCD,
pa va�i EG ‖ BC i EG ∼= 1

2BC. Sada imamo EF ∼= 1
2AD

∼= 1
2BC

∼= EG i ]FEG =
]AQB = 180◦ − (]BAD + ]ABC) = 180◦ − 120◦ = 60◦, odakle sledi da je 4EFG
jednakostraniqan.

3. Oznaqimo date brojeve sa x1, x2, x3, . . . , x200, redom po krugu, i neka va�i x1 = 3. Iz nejednakosti x1 + x2 + x3 6 3
i x199 + x200 + x1 6 3 dobijamo x2 + x3 6 0 i x199 + x200 6 0. Odatle sledi x4 + x5 + · · ·+ x197 + x198 > 197 (budu�i da je
zbir svih posmatranih brojeva jednak 200). S druge strane, imamo

x4 + x5 + · · ·+ x197 + x198 = (x4 + x5 + x6) + (x7 + x8 + x9) + · · ·+ (x196 + x197 + x198) 6 3 + 3 + · · ·+ 3| {z }
65 puta

= 195.

Iz dobijene kontradikcije sledi da uslove iz postavke nije mogu�e ispuniti.

Ok 2016 1A 5

4. a) Odgovor je ne. Kako je ukupan broj jedinica u svim kolonama isti kao
ukupan broj jedinica u svim vrstama, onih brojeva i za koje je razlika broja
jedinica u i-toj vrsti i i-toj koloni jednaka 1 ima isto kao i onih brojeva i za
koje je ova razlika jednaka −1; dakle, ne mo�e ukupno biti 2015 vrednosti i koje
zadovoǉavaju neki od ova dva uslova.

b) Odgovor je da. Popunimo tablicu na slede�i naqin: upixemo jedinice u
presek vrste 2j − 1 i kolone 2j za sve j, 1 6 j 6 1008, a na sva ostala mesta
upixemo nule. Zaista, tada za sve neparne i u i-toj vrsti imamo jednu jedinicu a
u i-toj koloni nemamo nijednu, pa posmatrana razlika iznosi 1, a za sve parne i u
i-toj vrsti nemamo nijednu jedinicu a u i-toj koloni imamo jednu, pa posmatrana
razlika iznosi −1, tj. apsolutna vrednost je opet 1.

5. Oznaqimo sa A1 sredixte du�i BC, a sa A′′1 sredixte du�i AA′′. Iz uslova
BA′ = A′′C zakǉuqujemo da je A1 ujedno i sredixte du�i A′A′′, pa poxto T deli
du� AA1 u odnosu 2 : 1, sledi da je T ujedno i te�ixte 4AA′A′′, odakle dobijamo
T ∈ A′A′′1 .

Prema tome, N je preseqna taqka poluprave A′′1A
′ sa kru�nicom opisanom oko

4ABC. Prave A′′1A
′ i A′′1A

′′ su simetriqne u odnosu na A′′1A1. Taqke B i C su
tako�e simetriqne u odnosu na pravu A′′1A1. Na osnovu toga zakǉuqujemo BM = NC i BMNC je jednakokraki trapez,
iz qega sledi tra�eno tvr�eǌe.

Drugi razred – A kategorija

1. a) Oqigledno su obe strane pozitivne, pa je dovoǉno proveriti jednakost nakon kvadriraǌa. Nakon kvadriraǌa
leva strana postaje a±

√
b, a desnu transformixemo na slede�i naqin:
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Time je jednakost dokazana.
b) Koriste�i rezultat pod a), izraz transformixemo na slede�i naqin:
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Dakle, posmatrani broj je racionalan.

2. Prvo rexeǌe. Pri deǉeǌu sa 7 potpun kvadrat mo�e imati samo ostatke 0, 1, 2 i 4. Ukoliko va�i n ≥ 7, tada
n!− 44 daje ostatak 5 po modulu 7. Dakle, n!− 44 nije potpun kvadrat za n ≥ 7. Sada se proverom jednostavno dobija
da je n = 6 jedino rexeǌe (tada imamo 6!− 44 = 676 = 262).

Drugo rexeǌe. Za n > 8 va�i 25 | n!, tj. n! = 32m. Tada, ako je n! − 44 potpun kvadrat, onda je potpun kvadrat i
n!−44

4 = 8m − 11 = 8(m − 2) + 5, ali ovo je nemogu�e jer potpun kvadrat ne mo�e davati ostatak 5 pri deǉeǌu sa 8.
Prema tome, mora va�iti n 6 7. Direktnim isprobavaǌem nalazimo da je jedino rexeǌe n = 6.

3. Pretpostavimo, bez umaǌeǌa opxtosti, a > b. Diskriminanta prve jednaqine iznosi a2 − 4a− 4b. Prema uslovu
zadatka, ova vrednost je potpun kvadrat, recimo d2

1. Primetimo da je d2
1 iste parnosti kao a2 i da pritom va�i

d2
1 < (a− 2)2, pa odatle dobijamo d2

1 6 (a− 4)2, xto se svodi na a2− 4a− 4b 6 (a− 4)2, a ovo je ekvivalentno sa a− b 6 4.
Sada mo�emo razlikovati pet mogu�nosti. Pre ǌih, primetimo da va�i d2

1 = a2−4a−4b = (a−4)2−4(4−a+ b), odakle
dobijamo (a− 4− d1)(a− 4 + d1) = 4(4− (a− b)).
• U sluqaju a− b = 0 imamo (a− 4− d1)(a− 4 + d1) = 16. Dakle, na levoj strani je proizvod 2 · 8 ili 4 · 4 (ne mo�e
biti 1 · 16 jer qinioci moraju biti iste parnosti), pa dobijamo a = 9 (i b = 9) ili a = 8 (i b = 8).
• U sluqaju a− b = 1 imamo (a− 4− d1)(a− 4 + d1) = 12. Dakle, na levoj strani je proizvod 2 · 6, pa dobijamo a = 8,
ali proveravamo da par (a, b) = (8, 7) nije rexeǌe.
• U sluqaju a− b = 2 imamo (a− 4− d1)(a− 4 + d1) = 8. Dakle, na levoj strani je proizvod 2 · 4, pa dobijamo a = 7,
ali proveravamo da par (a, b) = (7, 5) nije rexeǌe.
• U sluqaju a− b = 3 imamo (a− 4− d1)(a− 4 + d1) = 4. Dakle, na levoj strani je proizvod 2 · 2, pa dobijamo a = 6,
ali proveravamo da par (a, b) = (6, 3) nije rexeǌe.
• U sluqaju a−b = 4 imamo (a−4−d1)(a−4+d1) = 0, xto ne daje korisne zakǉuqke. Ako sa d2

2 oznaqimo diskriminantu
druge jednaqine (d2 ∈ Z), imamo d2

2 = b2 − 4a − 4b = (a − 4)2 − 4a − 4(a − 4) = a2 − 16a + 32 = (a − 8)2 + 32, odakle
sledi (a− 8− d2)(a− 8 + d2) = 32. Dakle, na levoj strani je proizvod 2 · 16 ili 4 · 8, pa dobijamo a = 17 (i b = 13)
ili a = 14 (i b = 10).

Prema svemu do sada, skup rexeǌa je: (a, b) ∈ {(8, 8), (9, 9), (10, 14), (14, 10), (13, 17), (17, 13)}.

Ok 2016 2A 4

4. Doka�imo prvo da su prave BD i CE normalne. Zaista, ako sa β i γ
oznaqimo uglove kod temena B i C u 4ABC, direktno izraqunavamo ]BCE +
]CBD = (γ − (45◦ − α

2 )) + (β − (45◦ − α
2 )) = α + β + γ − 90◦ = 90◦, odakle sledi

tvr�eǌe.
Pretpostavimo da prava DE dodiruje kru�nicu upisanu u 4ABC. Doka�imo

da tada va�i BC = CD ili BC = BE. Pretpostavimo BC 6= CD. Qetvorougao
BCDE je tangentan, pa va�i BC + DE = BE + CD, tj. BC − CD = BE − DE.
Daǉe, iz BD⊥CE sledi BC2 +DE2 = BE2 +CD2, xto je ekvivalentno sa BC2 −
CD2 = BE2 − DE2, tj. (BC − CD)(BC + CD) = (BE − DE)(BE + DE), pa kako
po pretpostavci imamo BC 6= CD, na osnovu ove i prethodne jednakosti nakon
skra�ivaǌa ostaje BC+CD = BE+DE. Sabiraǌem ovoga sa BC−CD = BE−DE
dobijamo 2BC = 2BE, tj. BC = BE, qime je tvr�eǌe pokazano. Prema tome, ukoliko va�i, bez umaǌeǌa opxtosti,
BC = BE, tada je BD simetrala ]EBC (jer je to visina jednakokrakog trougla), pa imamo β = 2]ABD = 2(45◦− α

2 ) =
90◦ − α, tj. γ = 90◦, xto je i trebalo pokazati.

Pretpostavimo sada da je 4ABC pravougli. Ne umaǌuju�i opxtost, uzmimo γ = 90◦. Tada imamo ]CBD = 90◦ −
]CDB = 90◦− (]BAD+]ABD) = 90◦− (α+(45◦− α

2 )) = 45◦− α
2 = ]ABD, tj. BD je simetrala ]ABC. Iz BD⊥CE sledi



da su taqke C i E simetriqne u odnosu na pravu BD. Odatle su i prave DC i DE simetriqne u odnosu na BD, pa
kako DC dodiruje upisanu kru�nicu, sledi da i DE dodiruje upisanu kru�nicu.

5. Posmatrajmo najve�u takvu grupu uqenika G. Poxto se vixe nijedan uqenik ne mo�e ubaciti u tu grupu, svi
ostali su ili primili svesku od nekog iz G (skup takvih uqenika zovemo A), ili dali svesku nekome u G (skup takvih
uqenika zovemo B). Pritom, naravno, skupovi A i B ne moraju biti disjunktni.

Oqigledno va�i |A| 6 |G|. S druge strane, u grupi B nijedan uqenik nije dao svesku drugome unutar iste grupe,
pa zbog maksimalnosti grupe G mora va�iti |B| 6 |G|. Prema tome, 16 6 |G|+ |A|+ |B| 6 3|G|, odakle sledi |G| > 6.

Tre�i razred – A kategorija

1. Prvo rexeǌe. Za x = 1 postavǉena jednakost se svodi na y2 + 11y − 2027 = 0. Diskriminanta ove kvadratne
jednaqine iznosi 112 + 4 · 2027 = 8229, xto nije potpun kvadrat (broj 8229 je deǉiv sa 3, ali nije sa 9). Nadaǉe
pretpostavǉamo x > 2.

Va�i
2015 = 11x2y + y2 − 11x2 − 1 = 11x2y − 11x2 + y2 − y + y − 1 = (11x2 + y + 1)(y − 1).

Iz x > 2 sledi 11x2 + y + 1 > 46, tj. y − 1 6 43. Poxto y − 1 | 2015, dobijamo y − 1 ∈ {1, 5, 13, 31}. Za y − 1 = 1 imamo
2015 = 11x2 + y + 1 = 11x2 + 3, pa ovde nema rexeǌa. Za y − 1 = 5 imamo 403 = 11x2 + y + 1 = 11x2 + 7, pa ovde dobijamo
rexeǌe (x, y) = (6, 6). Za y − 1 = 13 imamo 155 = 11x2 + y + 1 = 11x2 + 15, pa ovde nema rexeǌa. Za y − 1 = 31 imamo
65 = 11x2 + y + 1 = 11x2 + 33, pa ovde nema rexeǌa.

Dakle, jedino rexeǌe zadatka je par (x, y) = (6, 6).

Drugo rexeǌe. Kako oqigledno va�i 11x2y > 11x2, na osnovu jednakosti iz postavke dobijamo y2 6 2016, tj. y 6 44.
Tako�e imamo y2 ≡ 2016 ≡ 3 (mod 11), odakle sledi y ≡ ±5 (mod 11) (xto nalazimo direktnom proverom mogu�ih

ostataka po modulu 11). Poxto iz polazne jednakosti imamo x =
q

2016−y2

11(y−1) , pravolinijskim isprobavaǌem mogu�ih

vrednosti y ∈ {5, 6, 16, 17, 27, 28, 38, 39} nalazimo da je x ceo broj jedino za y = 6, naime x = 6. Dakle, (x, y) = (6, 6) je
jedino rexeǌe.

2. Prvo rexeǌe. Doka�imo najpre da je uslov iz zadatka dovoǉno proveravati samo za d ∈ {2, 3, 7}. Na osnovu
faktorizacije 2016 = 25 · 32 · 7 prime�ujemo da mora va�iti a 6≡ b (mod 2), a 6≡ b (mod 3) i a 6≡ b (mod 7), ali to je
i dovoǉno, budu�i da je svaki pravi delilac d broja 2016 oblika 2x3y7z pri qemu je bar jedan od brojeva x, y, z
ve�i od 0, pa onda dobijamo a 6≡ b (mod 2x3y7z). Prvo broj a mo�emo izabrati na 2016 naqina, a daǉe raqunamo broj
brojeva b izme�u 1 i 2016 za koje va�i bar jedna od kongruencija a ≡ b (mod 2), a ≡ b (mod 3) ili a ≡ b (mod 7). Ovo
radimo primenom principa ukǉuqeǌa-iskǉuqeǌa, i dobijamo rezultat

2016
2

+
2016

3
+

2016
7
− 2016

6
− 2016

14
− 2016

21
+

2016
42

= 1440.

Dakle, broj brojeva b za koje ne va�i nijedna od ovih kongruencija (pri qemu je a fiksiran) iznosi 2016− 1440 = 576,
pa je broj parova tra�enih u postavci jednak 2016 · 576.

Drugo rexeǌe. Broj naqina za odabir broja b (nakon xto odaberemo broj a) mo�e se izraqunati i drugaqije. Naime,
uslovi a 6≡ b (mod 2), a 6≡ b (mod 3) i a 6≡ b (mod 7) ekvivalentni su sa NZD(a − b, 2016) = 1. Kako razlike a − 1, a −
2, . . . , a−2016 qine potpun sistem ostataka po modulu 2016, me�u ǌima ima taqno ϕ(2016) = 2016(1− 1

2 )(1− 1
3 )(1− 1

7 ) = 576
onih koje ispuǌavaju tra�eni uslov. Sledi da se b mo�e odabrati na 576 naqina (za dato a), pa je broj tra�enih
parova jednak 2016 · 576.

3. Qam
ije treba da se dogovore na slede�i naqin: svaki qam
ija ima�e odre�enu svoju brzinu kretaǌa, pri qemu
su svake dve brzine me�usobno razliqite (npr. brzine mogu biti 1

2016
m
s ,

2
2016

m
s ,

3
2016

m
s , . . . , 1 m

s ). Qam
ije koje budu
izabrane potom treba da se kre�u po slede�em obrascu: najpre idu 1 sekund uzvodno, potom 2 sekunda nizvodno, onda
3 sekunda opet uzvodno, zatim 4 sekunda nizvodno i tako daǉe (naravno, svaki od ǌih kre�e se ,,svojom“ brzinom,
prema prethodnom dogovoru). Doka�imo da �e se oni zaista susresti na ovaj naqin. Postavimo referentan sistem
vezan za jednog od ǌih dvojice. Kako se qam
ije u svakom trenutku kre�u u istom smeru (budu�i da obojica prate
isti, opisani obrazac kretaǌa) ali razliqitim, konstantnim brzinama, u postavǉenom referentnom sistemu jedan
qam
ija miruje (jer je referentni sistem vezan za ǌega) a drugi se kre�e konstantnom brzinom, meǌaju�i smer kao
u opisanom obrascu. Me�utim, primetimo da je opisani obrazac kretaǌa tako koncipiran da �e qam
ija koji po
ǌemu postupa, ma kojom se brzinom kretao, sti�i do proizvoǉne taqke na reci nakon konaqnog vremena. Prema tome,
qam
ije �e se susresti nakon konaqnog vremena.



Ok 2016 3A 4

4. Neka je taqka N simetriqna taqki M u odnosu na pravu BC. Posma-
trajmo taqku N ′ na polupravoj DA za koju va�i DN ′ · DA = DB2 = DC2.
Tada imamo 4DBN ′ ∼ 4DAB i 4DCN ′ ∼ 4DAC. Sledi ]BN ′D = ]ABD =
]BMD = ]BND i sliqno ]CN ′D = ]CND, pa zakǉuqujemo N ′ ≡ N , xto
zavrxava dokaz.

5. Za poqetak, iz drugog uslova imamo f(0) = 2f(0), xto daje f(0) = 0.
Oznaqimo g(n) = f(2n + 1) − f(2n). Iz tre�eg uslova dobijamo f(4n + 1) −
2f(2n) = f(2n + 1) − f(2n); desna strana iznosi g(n), a iz drugog uslova
vidimo da je leva strana jednaka f(4n+ 1)− f(4n), tj. g(2n), pa smo dobili
jednakost

g(2n) = g(n).

Iz tre�eg uslova tako�e dobijamo f(4n+ 3)− 2f(2n+ 1) = f(2n)− f(2n+ 1);
desna strana iznosi −g(n), a iz drugog uslova vidimo da je leva strana
jednaka f(4n+ 3)− f(4n+ 2), tj. g(2n+ 1), pa smo dobili jednakost

g(2n+ 1) = −g(n).

Najzad, imamo i g(0) = f(1) − f(0) = 1 − 0 = 1. Prema svemu do sada mo�emo lako uoqiti da va�i g(n) = (−1)e(n), gde
je e(n) broj jedinica u binarnom zapisu broja n.

Uzmimo sada n = 2i0 + 2i1 + · · ·+ 2ik , gde su i0 > i1 > · · · > ik > 0 celi brojevi. Po prethodnom dobijamo

f(n) = 2ikf
� n

2ik

�
= 2ikf

� n

2ik
− 1

�
+ 2ik(−1)k = f(n− 2ik) + 2ik(−1)k.

Nastavǉaju�i ovaj postupak dobijamo

f(n) = 2i0 − 2i1 + 2i2 − · · ·+ 2ik(−1)k.

Iz nejednakosti 2i0 + 2i1 6 3(2i0 − 2i1), 2i2 + 2i3 6 3(2i2 − 2i3) itd. sabiraǌem odmah sledi tra�eno tvr�eǌe. Jednakost
se dosti�e kad god je ispuǌeno 2 - k i i0− i1 = i2− i3 = · · · = ik−1− ik = 1, tj. kada su jedinice u binarnom zapisu broja
n grupisane u blokove parne du�ine.

Qetvrti razred – A kategorija

1. a) Oznaqimo P (x) = (x+1)n−xn−1. Neka je ε nula polinoma x2+x+1. Primetimo da va�i ε3−1 = (ε−1)(ε2+ε+1) = 0,
tj. ε3 = 1. Imamo

P (ε) = (ε+ 1)n − εn − 1 = (−ε2)n − εn − 1 = (−1)nε2n − εn − 1.

Dakle, poxto je za 3 | n ispuǌeno εn = 1, tada dobijamo P (ε) = (−1)n− 2 6= 0, pa u tom sluqaju x2 +x+1 - P (x). S druge
strane, za 3 - n imamo {1, εn, ε2n} = {1, ε, ε2}, pa sledi P (ε) = (1 + (−1)n)ε2n − ε2n − εn − 1 = (1 + (−1)n)ε2n, xto je jednako
0 ako i samo ako 2 - n. Prema tome, x2 + x+ 1 | P (x) ako i samo ako va�i n ≡ ±1 (mod 6).

b) Da bi tra�eni uslov bio ispuǌen, prema delu a) mora va�iti n ≡ ±1 (mod 6). U tom sluqaju imamo P ′(ε) =
n(ε+ 1)n−1 − nεn−1 = n(−ε2)n−1 − nεn−1 = nεn−1(εn−1 − 1), pa je ε dvostruka nula polinoma P ako i samo ako va�i jox
3 | n− 1. Prema tome, ovde su odgovor svi prirodni brojevi n za koje va�i n ≡ 1 (mod 6).

2. Va�i
1
p

+
2

p+ q
+

101
p+ q + r

=
(p+ q)(p+ q + r) + 2p(p+ q + r) + 101p(p+ q)

p(p+ q)(p+ q + r)
,

pa je tra�eni uslov ekvivalentan sa p(p+ q)(p+ q + r) | (p+ q)(p+ q + r) + 2p(p+ q + r) + 101p(p+ q). Specijalno, va�i
p + q | 2p(p + q + r) = 2p(p + q) + 2pr, pa i p + q | 2pr. Kako p - p + q (u suprotnom p | q, xto je nemogu�e), zakǉuqujemo
p+ q | 2r, tj. p+ q = r ili p+ q = 2r. Razmotrimo ova dva sluqaja.
• p+ q = r:
Poqetna deǉivost se tada svodi na 2pr2 | 2r2 +105pr, tj. 2pr | 2r+105p. Odavde dobijamo p | 2r i r | 105p, pa sledi
p = 2 i r ∈ {5, 7}. Tako dobijamo trojke (p, q, r) ∈ {(2, 3, 5), (2, 5, 7)}, za koje direktno proveravamo da jesu rexeǌa.
• p+ q = 2r:
Poqetna deǉivost se tada svodi na 6pr2 | 6r2 +208pr, tj. 3pr | 3r+104p. Odavde dobijamo p | 3r i r | 104p, pa sledi
p = 3 i r = 13 (nemogu�e je r = 2). Tako dobijamo trojku (p, q, r) = (3, 23, 13), za koju direktno proveravamo da
jeste rexeǌe.

Dakle, ukupno imamo tri rexeǌa: (p, q, r) ∈ {(2, 3, 5), (2, 5, 7), (3, 23, 13)}.



Ok 2016 4A 3

3. Neka je sa spoǉne strane kvadrata ABCD konstruisan jednakostraniqan 4ABE. Iz
Ptolomejeve nejednakosti imamo AX · BE + BX · AE > EX · AB, tj. AX + BX > EX, pri
qemu se jednakost dosti�e ako i samo ako je AXBE tetivan qetvorougao, tj. ako i samo
ako je taqka E na kra�em luku ÷AB kru�nice opisane oko 4ABC. Daǉe, oqigledno imamo
EX + d(X,CD) > EF , gde je F sredixte CD (i ujedno podno�je normale iz E na CD), gde se
jednakost dosti�e ako i samo ako je X na du�i EF . Sveukupno,

AX +BX + d(X,CD) > EX + d(X,CD) > EF = 1 +
√

3
2
,

pri qemu se ova vrednost dosti�e kada je taqka X sredixte kra�eg luka ÷AB.
4. Odgovor je negativan. Odaberimo N = p2

1p
2
2 · · · p2

2017, gde su p1, p2, ..., p2017 razliqiti
prosti brojevi (npr. prvih 2017). U bilo kom nizu od N uzastopnih prirodnih brojeva
pojavǉuju se svi ostaci po modulu N , pa neki broj n me�u tih N daje ostatak p1p2 · · · p2017

pri deǉeǌu sa N . No, tada za ǌega va�i f(n) > 2017 (svi prosti faktori p1, p2, . . . , p2017

pojavǉuju se s eksponentom 1, jer je za sve te proste brojeve n deǉiv sa pi ali nije sa p2
i ).

5. Oznaqimo sa x i x+1 pozicije la�nih novqi�a. Odgovor na pitaǌe o skupu novqi�a A
je broj |A∩{x, x+1}|, koji mo�e da bude 0, 1 ili 2. Dakle, pozicije novqi�a mo�emo odrediti
ako i samo ako postoje skupovi A1 i A2 takvi da su parovi px = (|A1∩{x, x+1}|, |A2∩{x, x+1}|)
me�usobno razliqiti za x = 1, 2, 3, . . . , 9.

a) Mogu�e je. To mo�emo posti�i npr. odabirom skupova A1 = {1, 2, 3, 7, 8} i A2 = {1, 5, 6, 7, 8}.
b) Nije mogu�e. Mogu�ih parova px ima 9, pa za tra�eni pogodan odabir skupova A1 i A2 svi ovi parovi moraju

biti pokriveni (svaki taqno po jednom). Me�utim, kako 5 od tih parova sadr�i broj 1, a za svaki od skupova A1 i
A2 postoje najvixe po dve vrednosti x za koje je presek tog skupa sa {x, x + 1} jednoelementan, sledi da je mogu�e
pokriti samo qetiri od uoqenih pet parova koje sadr�e broj 1, pa nije mogu�e izvrxiti zadatak.

Prvi razred – B kategorija

1. Ukoliko su uqenici na tom takmiqeǌu doxli iz ukupno 66 ili vixe razliqitih xkola, tada oqigledno mo�emo
odabrati grupu od 66 uqenika koji su svi iz razliqitih xkola. Pretpostavimo sada da je ukupan broj xkola iz kojih
su doxli uqenici 65 ili maǌi. Ukoliko bi iz svake xkole bilo ne vixe od 31 uqenika, tada bi ukupan broj uqenika
bio najvixe 65 · 31 = 2015, ali uqenika ima 2016; dakle, u ovom sluqaju mora postojati grupa od 32 uqenika koji su
svi iz iste xkole.

2. Primetimo da va�i

n2 + (n+ 1)2 + (n+ 2)2 + (n+ 3)2 = 4n2 + 12n+ 14 = (2n+ 3)2 + 5,

Da bi ovaj izraz bio deǉiv sa 10, potrebno je i dovoǉno da se (2n+ 3)5 zavrxava cifrom 5, tj. da se 2n+ 3 zavrxava
cifrom 5. Drugim reqima, 2n + 3 = 10k + 5 za neko k, k ∈ N0, pa sledi n = 5k + 1. Dakle, odgovor su svi prirodni
brojevi koji se zavrxavaju cifrom 1 ili 6.

3. Faktoriximo desne strane jednaqina na proste qinioce: 384 = 27 · 3, 1152 = 27 · 32. Kvadriraǌem prve jednaqine
i potom deǉeǌem sa drugom dobijamo yz5 = (xy2z3)2

x2y3z = 3842

1152 = 27 = 128 (deǉeǌe se mo�e lako izvesti imaju�i u vidu
uoqene faktorizacije). Odatle sledi z = 1 ili z = 2. U sluqaju z = 1 imamo y = 128, ali to je u kontradikciji
s obe jednakosti iz postavke. Ostaje z = 2, i tada dobijamo y = 4 i najzad x = 3. Dakle, jedino rexeǌe je trojka
(x, y, z) = (3, 4, 2).

4. Razlikujemo dva sluqaja.
• 2x+ a > 0, tj. x > −a2 :
Postavǉena jednaqina se svodi na 2x+a−ax = 2, xto je ekvivalentno sa 2(x−1)+a(1−x) = 0, tj. (2−a)(x−1) = 0.
Ukoliko va�i a = 2, rexeǌe su svi brojevi x koji ispuǌavaju uslov ovog sluqaja, tj. x > − 2

2 = −1. Ukoliko
va�i a 6= 2, tada je jedino mogu�e rexeǌe x = 1, i pritom ovo rexeǌe postoji samo ukoliko va�i 1 > −a2 , tj.
a > −2.
• 2x+ a < 0, tj. x < −a2 :
Postavǉena jednaqina se svodi na −(2x+a)−ax = 2, xto je ekvivalentno sa 2(1+x)+a(1+x) = 0, tj. (2+a)(1+x) = 0.
Ukoliko va�i a = −2, rexeǌe su svi brojevi x koji ispuǌavaju uslov ovog sluqaja, tj. x < −−2

2 = 1. Ukoliko
va�i a 6= −2, tada je jedino mogu�e rexeǌe x = −1, i pritom ovo rexeǌe postoji samo ukoliko va�i −1 < −a2 ,
tj. a < 2.

Dobijeni zakǉuqci objediǌeni su u doǌoj tabeli.

a < −2 a = −2 −2 < a < 2 a = 2 a > 2
x = −1 x ∈ (−∞, 1] x ∈ {−1, 1} x ∈ [−1,∞) x = 1
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5. Iz Talesove teoreme imamo AD
AB = AE

AC = DE
BC = k. Qetvorougao DBCE je tan-

gentan, pa sledi BC +DE = BD + CE. No, kako imamo

BC +DE = BC + kBC = (1 + k)BC = (1 + k)a

i
BD + CE = (AB −AD) + (AC −AE) = AB − kAB +AC − kAC

= (1− k)(AB +AC) = (1− k)(c+ b),

dobijamo (1 + k)a = (1 − k)(b + c), odakle izraqunavamo k = b+c−a
a+b+c i odatle DE =

kBC = a(b+c−a)
a+b+c .

Drugi razred – B kategorija

1. Oznaqimo posmatrani broj sa a. Ako bi on bio racionalan, tada nakon podizaǌa na tre�i stepen jednakosti
2015 3

√
3 = a− 2016

√
2 dobijamo 3 · 20153 = a3 − 6048a2

√
2 + 6 · 20162a− 2 · 20163

√
2, tj.

√
2 =

a3 + 6 · 20162a− 3 · 20153

6048a2 + 2 · 20163
∈ Q,

kontradikcija. Dakle, broj a mora biti iracionalan.

2. Prvo rexeǌe. Prema Vijetovim formulama imamo x1 + x2 = 2k
k−1 i x1x2 = 4

k−1 . Primetimo da va�i

4 = x2
1 − 3x2

2 = x2
1 + 2x1x2 + x2

2 − 2x1x2 − 4x2
2 = (x1 + x2)2 − 2x1x2 − 4x2

2 =
�

2k
k − 1

�2

− 8
k − 1

− 4x2
2

=
4k2 − 8k + 8

(k − 1)2
− 4x2

2 =
4(k − 1)2 + 4

(k − 1)2
− 4x2

2 = 4 +
4

(k − 1)2
− 4x2

2,

a ovo je daǉe ekvivalentno sa 0 = 1
(k−1)2 − x

2
2 = ( 1

k−1 − x2)( 1
k−1 + x2). Dakle, imamo dve mogu�nosti:

• x2 = 1
k−1 :

Poxto je x2 rexeǌe zadate jednaqine, sledi (k−1)( 1
k−1 )2− 2k

k−1 +4 = 0, xto se svodi na 1−2k+4k−4
k−1 = 0, tj. 2k−3 = 0,

odakle dobijamo k = 3
2 . Daǉe izraqunavamo x2 = 1

3
2−1

= 2 i x1 = 2k
k−1 − x2 = 2· 32

3
2−1
− 2 = 4, i direktno se proverava

da su na ovaj naqin zaista zadovoǉeni uslovi iz postavke.
• x2 = − 1

k−1 :
Sliqno, imamo (k − 1)(− 1

k−1 )2 + 2k
k−1 + 4 = 0, xto se svodi na 1+2k+4k−4

k−1 = 0, tj. 6k − 3 = 0, odakle dobijamo k = 1
2 .

Daǉe izraqunavamo x2 = − 1
1
2−1

= 2 i x1 = 2k
k−1 − x2 = 2· 12

1
2−1
− 2 = −4, i direktno se proverava da su na ovaj naqin

zaista zadovoǉeni uslovi iz postavke.
Dakle, odgovor je: k ∈ { 1

2 ,
3
2}.

Drugo rexeǌe. Reximo datu jednaqinu:

x1/2 =
2k ±

È
(2k)2 − 16(k − 1)

2(k − 1)
=

2k ±
√

4k2 − 16k + 16
2(k − 1)

=
2k ±

È
4(k − 2)2

2(k − 1)
=

2k ± 2(k − 2)
2(k − 1)

.

Dakle, jedno rexeǌe date jednaqine je 2k+2(k−2)
2(k−1) = 4k−4

2(k−1) = 2, a drugo 2k−2(k−2)
2(k−1) = 2

k−1 . Ako oznaqimo x1 = 2 i x2 = 2
k−1 ,

uslov x2
1 − 3x2

2 = 4 svodi se na 3x2
2 = 0, ali ovo je nemogu�e. Dakle, moramo oznaqiti x1 = 2

k−1 i x2 = 2. Tada se uslov

x2
1 − 3x2

2 = 4 svodi na 4
(k−1)2 − 12 = 4, tj. 1

(k−1)2 = 4, pa imamo k − 1 = ±
È

1
4 = ± 1

2 . Sluqaj k − 1 = 1
2 daje rexeǌe k = 3

2 , a
sluqaj k − 1 = − 1

2 daje rexeǌe k = 1
2 . Kao i u prethodnom rexeǌu, direktno se proverava da obe ove vrednosti za k

zaista zadovoǉavaju uslove iz postavke.

3. Oznaqimo NZD(a, b) = d, te a = dp i b = dq. Tada su p i q uzajamno prosti i va�i

N =
a

b
+

2014
2015

=
p

q
+

2014
2015

=
2015p+ 2014q

2015q
i

M =
b

a
+

2016
2015

=
q

p
+

2016
2015

=
2015q + 2016p

2015p
.

Pretpostavimo suprotno, da su i N i M prirodni brojevi. Kako je N prirodan broj, to 2015q | 2015p + 2014q, pa
5 | 2015p+2014q, a samim tim i 5 | q. Sliqno, M je prirodan broj, pa 2015p | 2015q+2016p, a samim tim i 5 | 2015q+2016p,
tj. 5 | p. Dakle, 5 je zajedniqi delilac brojeva p i q, kontradikcija.
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4. Neka su P , Q, R i S ortogonalne projekcije taqke M na prave AB,
BC, CD i DA, redom. Koriste�i Pitagorinu teoremu dobijamo jednakosti
AM2 = SM2 + PM2, BM2 = QM2 + PM2, CM2 = QM2 + RM2 i DM2 =
SM2 + RM2. Sabiraǌem prve i tre�e jednakosti dobijamo AM2 + CM2 =
SM2 + PM2 + QM2 + RM2, a sabiraǌem druge i qetvrte dobijamo BM2 +
DM2 = QM2 +PM2 +SM2 +RM2. Odatle sledi AM2 +CM2 = BM2 +DM2,
tj. 402 + 212 = 52 + DM2, pa dobijamo DM2 = 1600 + 441 − 25 = 2016, tj.
DM =

√
2016.

5. Neka Vlada meǌa mesta kartama na pozicijama a i b, a < b, a Voja na
pozicijama c i d, c < d. Razlikujemo tri mogu�nosti.
• a = c i b = d:
U ovom sluqaju rezultuju�i raspored je identiqan poqetnom.
• Brojevi a, b, c i d su me�usobno razliqiti:
Brojeve a i b mo�emo odabrati na

�7
2

�
= 21 naqina, a zatim brojeve c

i d na
�5
2

�
= 10. Pri tome, ukoliko Vlada odabere a i b, a Voja potom c i d, dobi�emo isti raspored kao i kada

Vlada prvo odabere c i d, a Voja potom a i b. Dakle, pri ovakvom brojaǌu svaki raspored je uraqunat dva puta,
pa ukupan broj rasporeda koji se mogu dobiti na ovaj naqin iznosi 21·10

2 = 105.
• Skupovi {a, b} i {c, d} imaju jedan zajedniqki element:
Neka je x zajedniqki element ovih skupova, y preostali element skupa {a, b}, a z preostali element skupa {c, d}.
Element x mo�emo odabrati na 7 naqina, element y zatim na 6, i najzad element z na 5 naqina. Posle premextaǌa
karata, na poziciji x nalazi se karta z, na poziciji y karta x, a na poziciji z karta y. Dakle, trojka (x, y, z)
odre�uje isti krajǌi raspored karata kao trojke (z, x, y) i (y, z, x), tj. pri ovakvom brojaǌu svaki raspored je
uraqunat tri puta, pa ukupan broj rasporeda koji se mogu dobiti na ovaj naqin iznosi 7·6·5

3 = 70.
Prema tome, ukupan broj rasporeda je 1 + 105 + 70 = 176.

Tre�i razred – B kategorija

1. Korix�eǌem adicionih formula dobijamo sin 3x = 3 sinx − 4 sin3 x i cos 2x = 1 − 2 sin2 x. Ako oznaqimo sinx = t,
data jednaqina se svodi na

0 = 3t− 4t3 + 2− 4t2 + 3t+ 4 = −4t3 − 4t2 + 6t+ 6 = −2(t+ 1)(2t2 − 3).

Poxto va�i t2 6 1, imamo 2t2 − 3 6= 0, pa sledi t = −1, tj. sinx = −1. Dakle, rexeǌa date jednaqine su svi brojevi
oblika x = 3π

2 + 2kπ za k ∈ Z.

2. Primetimo odmah da je posmatrani broj realan. Obele�imo x = 3

q
6 + 11

3

È
7
3 , y = 3

q
6− 11

3

È
7
3 i A = x+ y. Tada

imamo xy = 3
È

36− 121
9 ·

7
3 = 3

È
972−847

27 = 3
È

125
27 = 5

3 i x3 + y3 = 12. Iz identiteta (x + y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3 =
x3 + y3 + 3xy(x + y) dobijamo A3 = 12 + 5A, tj. A3 − 5A − 12 = 0. Levu stranu mo�emo rastaviti na qinioce, qime
dobijamo (A−3)(A2+3A+4) = 0. Jedna mogu�nost je A = 3. Kako jednaqina A2+3A+4 = 0 ima negativnu diskriminantu
(32− 4 · 4 = −7 < 0), ona nema realnih rexeǌa, a poxto znamo da je A realan broj, zapravo je jedina mogu�nost A = 3.
Dakle, A je prirodan broj.

Ok 2016 3B 3

3. a) Pravogaonik 1×3 ne mo�e imati sva tri crna poǉa, jer bi onda pravougaonik
2×3 saqiǌen od posmatranog pravougaonika 1×3 i ǌemu susednog imao tri crna poǉa,
kontradikcija.

Pretpostavimo sada da u nekom pravougaoniku 1× 3 imamo dva crna poǉa. Tada su
sva tri poǉa iznad ovog pravougaonika bela (jer se u pravougaoniku 2× 3 saqiǌenom
od posmatranog pravougaonika 1 × 3 i tri poǉa iznad ǌega smeju nalaziti samo dva
crna poǉa), i isto va�i za sva tri poǉa ispod ovog pravougaonika. No, sada nalazimo
pravougaonik 3×2 u kome imamo samo jedno crno poǉe (videti sliku, gde su razdvojene
mogu�nosti kada su posmatrana dva crna poǉa susedna i kada nisu), kontradikcija.

Najzad, pretpostavimo da u nekom pravougaoniku 1×3 nemamo nijedno crno poǉe. Tada pravougaonik 1×3 neposredno
iznad posmatranog pravougaonika mora sadr�ati dva crna poǉa (kako bi pravougaonik 2 × 3 saqiǌen od ova dva
pravougaonika imao dva crna poǉa), ali malopre smo konstatovali da je ovo nemogu�e.

Prema tome, svaki pravougaonik 1× 3 sadr�i taqno jedno crno poǉe.
b) Kvadrat 2016× 2016 mo�e se podeliti na 2016 · 672 pravougaonika 1× 3. Kako se u svakom takvom pravougaoniku

nalazi taqno jedno crno poǉe, zakǉuqujemo da svaki kvadrat 2016× 2016 ima taqno 2016 · 672 crnih poǉa.

Napomena. Primer jednog bojeǌa koje ispuǌava uslove zadatka mo�emo dobiti ukoliko obojimo crno sva poǉa na
svakoj tre�oj ,,jugoistoqno-severozapadnoj“ dijagonali.



4. Iz posledǌe kolone zakǉuqujemo da cifra O mo�e biti samo 0 ili 5, ali kako se O pojavǉuje i kao poqetna
cifra broja, zakǉuqujemo O = 5. Sada iz nejednakosti

5000000 < OKRU�NO + DOBRO + DOBRO + BRAVO + BRAVO < 6000000 + 400000 = 6400000

i qiǌenice da su D i O razliqite cifre, tj. D 6= 5, dobijamo D = 6 (budu�i da je posmatrani zbir jednak DR�AVNO).
Primetimo da iz gorǌe nejednakosti sledi i R < 4, pa koriste�i to, uz jox uvrxtavaǌe poznatih cifara O i D,
dobijamo

5KRU�N 5 + 65BR5 + 65BR5 + BRAV5 + BRAV5 < 5940000 + 2 · 70000 + 2 · 100000 = 6280000,

odakle sledi R 6 2. Kako je R neparna cifra, dobijamo R = 1. Imaju�i ovo u vidu, posmatramo sada pretposledǌu
kolonu (u kojoj, primetimo, postoji i prenos 2 iz posledǌe kolone), pa dobijamo da se 2 +N + 1 + 1 +V +V zavrxava
cifrom N , tj. 4 + 2V se zavrxava cifrom 0, odakle sledi V = 3 ili V = 8; poxto je V parna cifra, ostaje V = 8.

Sada zbog nejednakosti

6100000 < DR�AVNO = 5K1U�N 5 + 65B15 + 65B15 + B1A85 + B1A85 < 5K20000 + 340000

mora va�iti K > 8, pa je zbog V 6= K jedina mogu�nost K = 9. Ovo znaqi da u xestoj koloni zdesna imamo prenos
2 iz pete kolone, a kako u petoj koloni imamo prenos ili 1 ili 2 iz qetvrte (budu�i da u qetvrtoj koloni zasad
imamo U + 5 + 5 + 1 + 1 plus jox potencijalan prenos iz tre�e kolone, xto sve zajedno ne mo�e premaxiti 29), slede
nejednakosti 20 6 2 + 1 + 12 + 2B i 1 + 1 + 12 + 2B 6 29. Odatle zakǉuqujemo 3 6 B 6 7, a poxto su cifre 5 i 6 ve�
,,zauzete“, dobijamo B ∈ {3, 4, 7}.

Iz druge kolone imamo prenos 2 (tamo imamo zbir N +1+1+8+8 plus jox prenos iz prve kolone, xto je 2, te sve
zajedno iznosi 20+N ), pa poxto na osnovu tre�e kolone vidimo da se zbir 2+� +2B +2A zavrxava cifrom V , tj. 8,
sledi da je cifra � parna. Prema tome, prenos iz qetvrte kolone u petu mora biti neparan (jer taj prenos sabran
sa 1 + 6 + 6 + 2B daje rezultat koji se zavrxava sa � , tj. parnom cifrom), a kako smo ranije konstatovali da je taj
prenos 1 ili 2, sledi da on mora biti 1. Dakle, iz pete kolone sada dobijamo da se 14 + 2B zavrxava cifrom � , pa
zakǉuqujemo (B ,� ) ∈ {(3, 0), (4, 2), (7, 8)}. Posledǌa mogu�nost otpada zbog toga xto ve� imamo V = 8. Pretpostavimo
sada (B ,� ) = (3, 0). Tada u tre�oj koloni imamo zbir izme�u 2 + 0 + 3 + 3 + 2A (podsetimo se da je prenos iz druge
kolone 2), tj. 8 + 2A, pa kako se ovo zavrxava cifrom V , tj. 8, sledi A = 0 ili A = 5, ali obe cifre 0 i 5 su ve�
,,zauzete“, kontradikcija. Dakle, preostaje jedino (B ,� ) = (4, 2). Iz tre�e kolone sledi da se zbir 2 + 2 + 4 + 4 + 2A,
tj. 12 + 2A zavrxava cifrom 8, pa dobijamo A = 3 ili A = 8, a kako ve� imamo V = 8, preostaje A = 3. Najzad, iz
qetvrte kolone (uz prenos 1 iz tre�e kolone) imamo da se zbir 13+U mora zavrxavati cifrom 3, pa dobijamo U = 0,
a onda ostaje N = 7 jer je 7 jedina ,,neiskorix�ena“ cifra. Dole prikazujemo dexifrovano sabiraǌe.

5910275
+ 65415
+ 65415
+ 41385
+ 41385

6123875

Ok 2016 3B 5

5. Oznaqimo x = π
n , i neka je R polupreqnik opisane kru�nice ovog

n-tougla. Tada po sinusnoj teoremi imamo A1A2 = 2R sinx, A1A3 =
2R sin 2x, A1A4 = 2R sin 3x i A1A5 = 2R sin 4x. Data jednakost se, dakle,
svodi na �

sin 2x
sinx

�2

= 2 · sin 4x
sin 2x

+ 3 ·
�

sinx
sin 3x

�2

.

Na osnovu identiteta sin 2x
sin x = 2 cosx i sin 4x

sin 2x = 2 cos 2x = 2 cos2 x − 2 sin2 x

posledǌa jednakost se svodi na 4 sin2 x = 3 sin2 x
sin2 3x

. Kako va�i sinx 6= 0 i

sin 3x > 0, ostaje sin 3x =
√

3
2 . Odavde sledi 3x = π

3 ili 3x = 2π
3 , tj. n = 9

ili n = 9
2 . Kako je n prirodan broj, jedina mogu�nost je n = 9.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Neka je O presek dijagonala pravougaonika ABCD (O je ujedno i
podno�je visine piramide iz vrha E). Neka su M i N sredixta du�i AB i AD. Kako su 4ABE i 4ADE jednakokraki,
sledi da su EM i EN ǌihove visine, redom. Oznaqimo EM = h1, EN = h2 i EO = H.
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Iz jednakosti
4
3

=
P (4ABE)
P (4ADE)

=
32h1

2
18h2

2

=
16h1

9h2

dobijamo h2 = 4h1
3 . Imamo OM = 9 i ON = 16, pa iz Pitagorine teoreme

primeǌene na 4EOM i 4EON dobijamo H2 + 92 = h2
1 i H2 + 162 = h2

2 = 16h2
1

9 ,

pa oduzimaǌem prve jednaqine od druge ostaje 7h2
1

9 = 256 − 81 = 175, tj. h1 =È
175 · 9

7 =
√

225 = 15. Sada izraqunavamo H =
È
h2

1 − 92 =
√

225− 81 =
√

144 =
12, pa tra�ena zapremina iznosi 1

3 · 18 · 32 · 12 = 2304.

2. Koriste�i adicione formule za pretvaraǌe zbira u proizvod i obratno
prva jednaqina postaje

(cos (α− β)− cos (α+ β)) sin γ =
3−
√

3
4

,

a druga

sin (α+ β) cos (α− β) =
3
4
.

Kako su u pitaǌu uglovi trougla, va�i cos (α+ β) = − cos γ i sin (α+ β) = sin γ, pa oduzimaǌem gorǌih dveju jednaqina
imamo cos γ sin γ = −

√
3

4 , tj. sin 2γ = −
√

3
2 . Kako va�i 0 < 2γ < 360◦, imamo dve mogu�nosti.

• 2γ = 240◦, tj. γ = 120◦:
Iz druge jednaqine dobijamo cos (α− β) =

√
3

2 , tj. |α− β| = 30◦, pa su uglovi tog trougla 15◦, 45◦ i 120◦.
• 2γ = 300◦, tj. γ = 150◦:
Iz druge jednaqine dobijamo cos (α− β) = 3

2 , xto je nemogu�e, pa u ovom sluqaju nema rexeǌa.

3. Prvo rexeǌe. Pretpostavimo da se u nekom trenutku pojavio broj deǉiv sa 2016. Tada je taj broj deǉiv i sa
8, xto znaqi da mu i trocifreni zavrxetak mora biti deǉiv sa 8. Me�utim, prema uslovima zadatka, trocifreni
zavrxetak tog broja mo�e biti samo neki od slede�ih: 230, 301, 012 ili 123, a nijedan od ovih zavrxetaka nije deǉiv
sa 8. Dakle, odgovor na postavǉeno pitaǌe je negativan.

Drugo rexeǌe. Ako se broj n koji tetkica pixe sastoji od k kopija 2301 i onda se zavrxi cifrom 2, 3 ili 0, onda
�e zbir cifara biti 6k + 2 ili 6k + 5, xto nije deǉivo sa 3, pa ni sa 2016. Prema tome, preostaje jedino mogu�nost
da se n sastoji od k kopija broja 2301. Ali onda je posledǌa cifra 1, broj n nije paran, te ne mo�e ni biti deǉiv
sa 2016.

4. Oznaqimo sa k, l, m i n elemente tablice na naznaqenim pozicijama.

k n 21
l 16 m

27

1

Neka je d1 korak aritmetiqke progresije u prvoj vrsti. Tada imamo 21−k = 4d1. Sliqno, ako je d2 korak aritmetiqke
progresije u prvoj koloni, imamo 1− k = 4d2. Oduzimaǌem ove dve jednakosti dobijamo 4d1 − 4d2 = 20, tj. d1 − d2 = 5.
Daǉe, iz prve vrste imamo jox n = 21 − 2d1, zatim iz tre�e kolone m = n+27

2 = 21−2d1+27
2 = 24 − d1, potom iz druge

vrste 16 = l+m
2 = l+24−d1

2 , tj. l = d1 + 8, a iz prve kolone dobijamo l = 1 − 3d2; posledǌe dve jednakosti zajedno daju
d1 + 8 = 1− 3d2, tj. d1 + 3d2 = −7. Iz ovog i prethodno dobijenog d1 − d2 = 5 izraqunavamo d1 = 2 i d2 = −3, a odatle
daǉe k = 21−4d1 = 13. Sada se tablica lako popuǌava do kraja, qime se dobija doǌi rezultat. Rexeǌe je jedinstveno.

13 15 17 19 21
10 16 22 28 34
7 17 27 37 47
4 18 32 46 60
1 19 37 55 73

5. Neka su x1, x2, . . . , xn nule posmatranog polinoma, i neka va�i, bez umaǌeǌa opxtosti, x1 6 x2 6 · · · 6 xn
(pri ovim oznakama, kako je xn najve�a nula, treba dokazati nejednakost xn > 1 + n

�� P (1)
P ′(1)

��). Tada mo�emo zapisati
P (x) = c(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn). Imamo

P ′(x)
P (x)

=
c(x− x2)(x− x3) · · · (x− xn) + c(x− x1)(x− x3) · · · (x− xn) + · · ·+ c(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn−1)

c(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn)

=
1

x− x1
+

1
x− x2

+ · · ·+ 1
x− xn

.



Odatle, uvrxtavaju�i x = 1, dobijamo

P ′(1)
P (1)

=
1

1− x1
+

1
1− x2

+ · · ·+ 1
1− xn

= −
�

1
x1 − 1

+
1

x2 − 1
+ · · ·+ 1

xn − 1

�
.

Poxto su sve nule realne i ve�e od 1, svi sabirci u zagradi su pozitivni, pa daǉe imamo����P ′(1)
P (1)

���� =
1

x1 − 1
+

1
x2 − 1

+ · · ·+ 1
xn − 1

>
1

xn − 1
+

1
xn − 1

+ · · ·+ 1
xn − 1

=
n

xn − 1
.

Odavde sledi xn−1
n >

�� P (1)
P ′(1)

��, iz qega direktno zakǉuqujemo xn > 1 + n
�� P (1)
P ′(1)

��, xto je i trebalo dokazati.


