
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

23. januar 2016.

Prvi razred – A kategorija

1. Na�i sve prirodne brojeve n za koje je 7 · 2n + 1 potpun kvadrat.

2. Dat je qetvorougao ABCD za koji va�i AD ∼= BC i ]A+ ]B = 120◦. Dokazati da
u ǌemu sredixta dijagonala i sredixte stranice CD odre�uju jednakostraniqan
trougao.

3. Ukrug je pore�ano 200 realnih brojeva. Zbir svih tih brojeva iznosi 200. Zbir
svaka tri uzastopna broja nije ve�i od 3. Da li je mogu�e da ovi uslovi budu
ispuǌeni ako je jedan od datih brojeva jednak 3?

4. Da li je mogu�e tablicu formata n×n popuniti nulama i jedinicama, a da pritom
za svako i, i ∈ {1, 2, . . . , n}, apsolutna vrednost razlike broja jedinica u i-toj vrsti
i i-toj koloni bude jednaka 1, za:

a) n = 2015;

b) n = 2016?

5. Neka je T te�ixte oxtrouglog 4ABC. Neka je A′ podno�je visine iz taqke A na
BC, a A′′ taqka du�i BC za koju va�i BA′ = A′′C. Oznaqimo sa M i N preseqne
taqke polupravih AA′′ i TA′, respektivno, s kru�nicom opisanom oko 4ABC.
Dokazati: MN ‖ BC.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – A kategorija
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racionalan ili iracionalan broj?

2. Na�i sve prirodne brojeve n za koje je n!− 44 potpun kvadrat.

3. Na�i sve parove prirodnih brojeva a i b takve da svaka od kvadratnih jednaqina

x2 + ax+ a+ b = 0

i
x2 + bx+ a+ b = 0

ima celobrojna rexeǌa.

4. U 4ABC va�i ]BAC = α < 90◦. Na stranicama AC i AB odabrane su taqke D i
E, redom, takve da va�i ]ABD = ]ACE = 45◦− α

2 . Dokazati da prava DE dodiruje
kru�nicu upisanu u 4ABC ako i samo ako je 4ABC pravougli.

5. U razredu ima 16 uqenika. Jednog dana svaki uqenik je dao svoju svesku nekom
drugom uqeniku (isti uqenik mo�e da primi vixe od jedne sveske). Dokazati da
se mo�e izdvojiti grupa od 6 uqenika takvih da nijedan uqenik iz te grupe nije
dao svesku drugom uqeniku iz grupe.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – A kategorija

1. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu

11x2 + 2016 = 11x2y + y2.

2. Odrediti broj parova prirodnih brojeva (a, b) takvih da va�i a 6 2016, b 6 2016 i
a 6≡ b (mod d) za svaki pravi delilac d broja 2016 (pravi delioci su svi delioci
osim 1 i 2016).

3. Posejdon, grqki vodeni bog, okupio je 2016 qam
ija i predlo�io im slede�u igru.
Na poqetku igre Posejdon �e izabrati dvojicu i postaviti ih na dve lokacije na
beskonaqno dugaqkoj, pravolinijskoj reci. Qam
ije potom treba da prona�u jedan
drugog (tj. da se susretnu na reci). Maksimalna brzina ǌihovih qamaca iznosi
1 m

s , i mogu se kretati bilo uzvodno, bilo nizvodno. Svaki qam
ija u svakom
trenutku zna taqan polo�aj svog qamca na reci, kao i vreme proteklo od poqetka
igre. Me�utim, nijedan od izabranih qam
ija ne zna identitet drugog izabranog
qam
ije. Qam
ije (svih 2016) imaju mogu�nost da zajedniqki osmisle strategiju
pre poqetka igre, ali kad igra poqne, nikakva komunikacija me�u qam
ijama nije
dozvoǉena. Dokazati da qam
ije mogu osmisliti strategiju koja �e im garanto-
vati uspeh bez obzira na to koja dvojica su izabrana i bez obzira na ǌihove
poqetne polo�aje na reci.

4. Neka je dat 4ABC. Neka je taqka D sredixte stranice BC. Kru�nica γ1 prolazi
kroz D i dodiruje pravu AB u taqki B, a kru�nica γ2 prolazi kroz D i dodiruje
pravu AC u taqki C. Kru�nice γ1 i γ2 se seku u taqki M , M 6≡ D. Dokazati da
taqka simetriqna taqki M u odnosu na pravu BC le�i na pravoj AD.

5. Funkcija f : N0 → N0 je zadata uslovima:

• f(1) = 1,

• f(2n) = 2f(n) i

• f(4n+ 1) = f(4n+ 3) = f(2n) + f(2n+ 1) za sve n ∈ N0.

Dokazati da za sve n va�i f(n) > n
3 . Kada se dosti�e jednakost?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – A kategorija

1. Na�i sve prirodne brojeve n za koje je polinom (x+ 1)n− xn− 1 deǉiv polinomom

a) x2 + x+ 1;

b) (x2 + x+ 1)2.

2. Odrediti sve trojke (p, q, r) razliqitih prostih brojeva za koje je

1
p

+
2

p+ q
+

101
p+ q + r

prirodan broj.

3. Dat je jediniqni kvadrat ABCD. Neka d(U, V W ) oznaqava rastojaǌe taqke U od
prave VW . Odrediti za koju se taqku X iz ravni kvadrata ABCD dosti�e mini-
malna vrednost izraza AX +BX + d(X,CD), i izraqunati tu vrednost.

4. Neka je funkcija f : N→ N0 definisana na slede�i naqin: ako je n = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk

k

kanoniqka faktorizacija broja n, tada va�i

f(n) = |{i 6 k : αi = 1}|.

(Na primer: f(2016) = f(25 · 32 · 71) = 1; f(100) = f(22 · 52) = 0.) Da li je za svaki
prirodan broj N mogu�e na�i N uzastopnih prirodnih brojeva takvih da za svaki
broj n u tom nizu va�i f(n) = 2016?

5. Dato je 10 novqi�a pore�anih u vrstu. Me�u ǌima su dva la�na, i za ǌih je
poznato da su susedni. U jednom pitaǌu dozvoǉeno je odabrati skup novqi�a A
i pitati koliko ima la�nih me�u ǌima. Mogu�e je postaviti dva pitaǌa, pri
qemu �e odgovori uslediti tek nakon xto oba pitaǌa budu postavǉena.

a) Da li je na ovaj naqin mogu�e odrediti la�ne novqi�e?

b) Da li je na ovaj naqin mogu�e odrediti la�ne novqi�e, uz dodatno ograniqeǌe
da se skup A mora sastojati od nekoliko uzastopnih novqi�a?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Prvi razred – B kategorija

1. Na jednom velikom matematiqkom takmiqeǌu uqestvuje 2016 uqenika. Neki od ǌih
su iz iste xkole, neki nisu. Dokazati da je mogu�e izabrati 32 uqenika koji su
svi iz razliqitih xkola, ili je mogu�e izabrati 66 uqenika koji su svi iz iste
xkole.

2. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je izraz n2 + (n+ 1)2 + (n+ 2)2 + (n+ 3)2

deǉiv sa 10.

3. Na�i sve trojke (x, y, z) prirodnih brojeva za koje va�i

xy2z3 = 384;

x2y3z = 1152.

4. Neka je a fiksiran realan broj. Rexiti jednaqinu

|2x+ a| − ax = 2

(rexeǌe izraziti u zavisnosti od parametra a).

5. Dat je 4ABC sa stranicama BC = a, CA = b, AB = c. Taqke D i E su date na
stranicama AB i AC, redom, pri qemu je prava DE tangenta na upisanu kru�ni-
cu u 4ABC i va�i DE ‖ BC. Odrediti du�inu du�i DE (odgovor izraziti u
funkciji od stranica a, b i c).

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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1. Da li je broj 2015 3
√

3 + 2016
√

2 racionalan ili iracionalan?

2. Odrediti parametar k takav da rexeǌa jednaqine

(k − 1)x2 − 2kx+ 4 = 0

mo�emo obele�iti sa x1 i x2 na takav naqin da va�i x2
1 − 3x2

2 = 4.

3. Neka su a i b prirodni brojevi. Dokazati da bar jedan od brojeva

a

b
+

2014
2015

i
b

a
+

2016
2015

nije prirodan broj.

4. Neka je dat pravougaonik ABCD i taqka M u ǌegovoj ravni. Ako va�i AM = 40,
BM = 21 i CM = 5, odrediti du�inu du�i DM .

5. Karte oznaqene brojevima 1, 2, 3, 4, 5, 6 i 7 postavǉene su na sto u ovom poretku.
Vlada prvi prilazi stolu i meǌa mesta nekim dvema kartama, a potom stolu pri-
lazi Voja te i on meǌa mesta nekim dvema kartama. Koliko razliqitih rasporeda
karata je na ovaj naqin mogu�e dobiti?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – B kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

sin 3x+ 2 cos 2x+ 3 sinx+ 4 = 0.

2. Da li je vrednost izraza

3

√
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11
3

√
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+
3

√
6− 11

3

√
7
3

prirodan broj?

3. Data je beskonaqna tabla qija su poǉa jediniqni kvadrati�i. Svako poǉe obojeno
je crnom ili belom bojom, pri qemu svaki pravougaonik formata 2× 3 (ili 3× 2)
sadr�i taqno dva crna poǉa.

a) Koliko sve crnih poǉa mo�e imati pravougaonik 1× 3?

b) Koliko sve crnih poǉa mo�e imati kvadrat 2016× 2016?

4. Dexifrovati sabiraǌe
OK R U�NO

+ DO B RO
+ DO B RO
+ B R A VO
+ B R A VO

DR� A V NO

ako je poznato da istim slovima odgovaraju iste a razliqitim slovima razliqite
cifre, i pritom je R neparna cifra a V je parna cifra.

5. Odrediti sve prirodne brojeve n > 5 takve da za pravilan n-tougao A1A2 . . . An
va�i (

A1A3

A1A2

)2

= 2 · A1A5

A1A3
+ 3 ·

(
A1A2

A1A4

)2

.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – B kategorija

1. Izraqunati zapreminu prave qetvorostrane piramide ABCDE ako je ǌena osnova
pravougaonik qije du�ine stranica iznose AB = 32 i AD = 18, a povrxine boqnih
strana nalaze se u razmeri P (4ABE) : P (4ADE) = 4 : 3.

2. Neka uglovi α, β i γ nekog trougla zadovoǉavaju sistem:

sinα sinβ sin γ =
3−
√

3
8

;

sin 2α+ sin 2β =
3
2
.

Odrediti uglove tog trougla.

3. Tetkica pixe po tabli slede�i broj: 23012301..., tj. prvo napixe cifru 2, pa cifru
3, pa cifru 0, pa cifru 1 i tako ukrug. Mo�e se zaustaviti u bilo kom trenutku.
Da li ona na ovaj naqin mo�e na tabli napisati broj deǉiv sa 2016?

4. Popuniti prazna poǉa u tablici tako da brojevi u svakoj vrsti i svakoj koloni
qine aritmetiqku progresiju. Koliko razliqitih rexeǌa postoji?

21
16

27

1

5. Neka je P (x) polinom sa realnim koeficijentima stepena n qije su sve nule realne

i ve�e od 1. Dokazati da P (x) ima nulu koja nije maǌa od 1 + n

∣∣∣∣ P (1)
P ′(1)

∣∣∣∣.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


