MuHuUCTAapCTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IlpymTBo maremaruuapa Cpbuje

OKPYRHO TAKMWYEILE 13 MATEMATHURE
YUEHUKA CPEIIHLUX IMIKOJIA

23. jamyap 2016.

IlpBu pa3pen — A rareropuja

Hahu cBe npuponue 6pojese n 3a koje je 72" 4+ 1 moTmyH KBagpart.

IlaT je werBopoyrao ABCD 3a koju Bakun AD = BC u LA+ £B = 120°. Ilokasaru na
y BeMy cpenumita aujaroxHasa u cpeaumre crpanune CD onpebyjy jensakocTpaHmyan
Tpoyrao.

Yxpyr je mopebano 200 peannux 6pojeBa. 36up cBux Tmx OpojeBa manocu 200. 36up
cBaka TpuU y3acromnHa Opoja muje Behm ox 3. Ila s je moryhe ma oBu ycioBu Oymxy
UCIYyHEHI aKo je jemaH on matux OpojeBa jemuar 37

Ha nu je moryhe rabaumy dopmara nXn DOIYHATH HyJIaMa U jeIAHAIAMA, a A4 IPUTOM
3a cBako 4, ¢ € {1,2,...,n}, ancosyTHa BpPEAHOCT pa3iuke Opoja jeAuHULA Yy i-TOj BPCTU
U 1-TOj KOJIOHU Oyne jemHaka 1, 3a:

a) n = 2015;
b) n = 20167

Heka je T Tesgkumre omrpoyraor AABC. Heka je A’ monuoskje Bucune u3 Tauke A Ha
BC, a A” rtaura nyswu BC 3a kojy Bawnm BA' = A”C. Osmauumo ca M u N mpeceune
tauke monynpasux AA” m TA', pecnexrusBHO, ¢ KpysxkEHMIOM omucanom oxko AABC.
Hokazatu: MN || BC.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 00pPA3IIOKUATH.
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Ipyru pa3pen — A kareropuja

a) Ioxraszaru:

m:\/a+\/52—bi\/a—\/2a2—b

3a CBe MO3UTUBHE peaJHe GpojeBe a u b 3a Koje Bamu b < a’.

b) Ia au je BpennocT uspasa

543 2 5—+/3 1

VitVaivB V6 Vita VB Vo

palVOHAJAH UM UpANUOHAJaH O6poj?
Hahu cBe npupoaue 6pojese n 3a koje je n! — 44 moTmyH KBaapar.

Hahwu cBe mapose mpuponrux 6pojeBa a u b TakBe 1a CBaka O KBAAPATHUX jeTHAUUHA

22 t+ar+a+b=0

22 +br+a+b=0

uMa 1MesobpojHa pemena.

Y AABC Baxu ABAC = o < 90°. Ha crpanunama AC u AB onmaGpaue cy tauke D u
E, penom, takse na Baxku L ABD = L ACE = 45° — 5. Ilokasaru na npasa DE momapyje
kpyskuuny ynucany y AABC ako u camo ako je AABC mpasoyrau.

Y paspeny mma 16 ydeHuKa. JeoHOT naHA CBAKMA YYEHUK je JAO CBOjy CBECKY HEKOM
APYTOM yJYeHUKY (MCTH yYeHUK MOKe Ia IPUMM BuUlle oJ jenHe cBecke). [lokazatu na
ce MOKe U3IBOjUTU rpyna on 6 yuyeHUKa TaKBUX Na HUjedaH yUYEeHWK W3 Te TPYIe HUje
a0 CBECKY OPYTOM yUYeHUWKY W3 I'DYyIe.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pPA3IIOKUATH.
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Tpehu paspen — A kareropuja

Y crymy mpupomHUX OpOjeBa PEmUTU jeTHAYUMHY

1122 + 2016 = 112%y + >

Oxpenutu Gpoj naposa npuponuux opojesa (a,b) raxBux na Basku a < 2016, b < 2016 u
a Zb (mod d) 3a cBaku npasu meaunarn d 6poja 2016 (mpasm meanonu Cy CBU AEIUONM
ocum 1 u 2016).

ITocejmon, rpuk; Bomenu Oor, okynuo je 2016 vaMmija u npeaaoxuo uMm cienehy urpy.
Ha mouerky urpe Ilocejnon he uzabpartu nBojuny u moCTaBUTU UX HA ABE JIOKAIUjE HA
OEeCKOHAYHO IyTradvKoj, MPaBOJIMHU]CKO] peru. Yamuuje morom Tpeba na nponaby jenan
apyror (Tj. ma ce cycperHy Ha pernu). Makcumanna Op3uHA BUXOBUX daMala U3HOCU
1 %, m mory ce kperatu Owio y3BoAHO, 6uio Hum3BomHO. CBakm yampmja y CBAKOM
TPEHyTKY 3Ha TaJyaH II0JIOXKAj CBOI YaMIla Ha PeIy, Ka0o M BpPeMe IPOTEKJIO O IOYeTKa
urpe. MebyrtumMm, HUjenan on uzabpaHux yaMmMpuja He 3HA UIACHTUTET APYrOr m3abpaHor
vampuje. Yamuuje (cBux 2016) mmajy moryhHOCT na 3aje HMYKM OCMUCIE CTPATErU]y
npe MOYeTKa WUrpe, ajd Ka Urpa IOYHe, HUKaKBa KoOMyHuKanuja mehy gampujama Huje
no3BoJbeHa. Jlokazarm ga JaMmimje MOT'Y OCMUCIUTUA CTPATerujy Koja he mM rapanrto-
BaTu ycmex 0Oe3 o03upa Ha TO KOja maBojuna cy m3abpana u 06e3 063upa HA HUXOBE
IOYeTHE IOJIOMXKAje Ha PEeIu.

Hexka je mar AABC. Heka je tauka D cpemumre crpanune BC. Kpyskauna vy, npoaasu
kpo3 D u nomupyje npaBy AB y Ttauku B, a KpysKHUIA 7o Iposaasu kpo3 D u moaupyje
npaBy AC y raurn C. Kpyskuune v; u v ce cexy y tauku M, M # D. lokazatu na
Tauka cuMmerpuuna tauku M y omuocy Ha mpaBy BC nesxu Ha mpasoj AD.

Pyurnuja f : Ng — Ny je 3amara ycaoBuma:

.« F)=1.
o f(2n)=2f(n) u

o fA4n+1)=f(4n+3) = f(2n) + f(2n+ 1) 3a cBe n € Ny.

_|_
llokasatu na 3a cse n Bazu f(n) > 5. Kama ce noctmswe jemnakoct?

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramsHO 00pPA3IIOKUATH.
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YerBpTHu paspen — A kareropuja

Hahu cse npuponue Gpojese n 3a koje je nomuaoMm (z + 1)" —z™ — 1 nessuB mOIUHOMOM

a) 22 +x+1;
b) (22 +z+1)2.

Oxpenutu cBe Tpojre (p,q,T) PA3IUYUTUAX IPOCTUX OpojeBa 3a Koje je

1 2 101

- +
p pta ptgtr

npupoaan 6poj.

Hart je jenunnunu xBagpatr ABCD. Hera d(U, VW) osunauasa pacrojame tauke U of
npase VW. Onpenntu; 3a kojy ce tauky X u3 pasuu kBagpara ABCD moctuske MUHU-
mauiaa Bpemaoct uspasa AX + BX + d(X,CD), u u3pauyHatu Ty BPE€IHOCT.

(e SN}

Heka je ¢pynrmuja f : N — Ny nepunncana wa cienehun maumu: ako je n = pi'p5? - - pi*
KaHOHMUKA (pakTopr3anuja 6poja n, Tamna Baxku

Fn)={i <k:a; =1}|.

(Ha mpumep: f(2016) = f(2°-3%-71) = 1; f(100) = f(2?-5%) = 0.) Ha su je 3a cBaku
npupoaan 6poj N moryhe wahu N y3acronaux mpupomaux OpojeBa TAKBUX Oa 38 CBAKU
6poj n y ToMm Hu3y Bazku f(n) = 20167

Haro je 10 moBumha mopebanux y Bpcry. Meby muma cy mBa jaskHa, W 32 BUX je
MIO3HATO Oa Cy cycemuu. Y jemHOM NMUTalmy M03BOJLEHO je omabparu CKym HoBumha A
U TATATA KOJIUKO mMa Jakaux Mmebhy muma. Moryhe je moctaBuTu aBa muTama, IpU
yeMy he OAroBOpU yCJaeouTH TEK HAKOH IMTO 00a murama Oymoy MOCTaBJLEHA.

a) Ha nu je Ha oBaj Haumu Moryhe oxpemuTu naskHe HoBuuhe?

b) Ia nu je na oBaj Hauun Moryfie oapenuTu naskHe HOBUrhie, y3 DOJATHO OrpaAHUYEHE
na ce ckyn A Mopa cacTojaTu O HEKOJMKO Y3aCTONHUX HOBUwuhia?

Bpewme 3a pax 180 muuyTa.
Pemema 3amaraka merasmHO 00pPA3IIOKUATH.
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Ilpeu pa3pen — B kareropuja

Ha jemnom BemmkoMm MaTeMaTWUKOM TakMuuewny yudecTByje 2016 yuenura. Hexku on mux
cy m3 ucre miroje, Hexku HucCy. Jlokaszaru na je moryhe msabparu 32 yuyeHura koju Cy
CBU M3 PA3JIMYUTUX IIKOJA, Uian je Moryhe mzabparu 66 ydeHUMKA KOju Cy CBU K3 UCTE
IIIKOJIE.

Onpemutu cBe mpuponHe Gpojese n 3a Koje je mapas n? + (n+ 1)2 + (n+2)% + (n + 3)?
nemuB ca 10.

Hahu cse tpojre (z,y,z) upuponuux 6pojeBa 3a Koje BasKU

ry?2® = 384;
2232 = 1152.

Hexa je a ¢purcupan peanan 6poj. Pemuru jennaunny
22 4+ a| —ax =2

(pemeH,e n3pa3uT y 3aBUCHOCTU O ITapaMeTpa CL).

Ilar je AABC ca crpanunama BC = a, CA = b, AB = c. Tauke D u FE cy nmare Ha
crpanunama AB u AC, pemom, npu yemy je nmpasa DE TaHrenTa Ha ynucaHy KpPy:KHU-
ny y AABC u Basku DFE || BC. Onpenutu nyskuny nysku DE (oarosop uspasutu y
dyHKIUMjU o1 cTpaHuna a, b u c).

Bpewme 3a pax 180 muuyTa.
Pemema 3amaraka merasmHO 00pPA3IIOKUATH.
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Ipyru pa3spen — B kareropuja

Ila nu je 6poj 20153 + 20162 PAIOHAJAH VIV UPAIMOHAIAH?

Onpenutu nmapamerap k Takap ga pelemna jeIHadvunHe
(k—1)2? —2kz +4=0

MOKEMO OGENe UTH Ca T1 W To HA TAKAB HAUWH A4 BAERU T3 — 373 = 4.

Heka cy a u b npuponuu 6pojesu. [lokaszatu na 6ap jeman om OpojeBa

a 2014 b 2016

b T2 a 2018

HUje Tpupoaan 6poj.

Hexka je mat mpasoyraouuk ABCD u tauka M y merosoj pasuu. Ako Basku AM = 40,
BM =21 u CM =5, onpenuru nysxuny my:xu DM .

Kapre o3snauene 6pojesuma 1, 2, 3, 4, 5, 6 u 7 mocTaBs/beHE Cy HA CTO y OBOM IOPETKY.
Bnana npBu npunasm cTony 1 Mema MECTa HEKUM ABEMA KapTaMa, a IOTOM CTOJY IpPU-
na3u Boja Te m oH Mema MecTa HEKVM ABeMa KapTaMa. KOJIMKO pas3InduTuX pacropena
KapaTa je Ha OBaj HauuH Morylie mobutu?

Bpewme 3a pax 180 muuyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 00pPA3IIOKUATH.
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Tpehu paspen — B kareropuja

1. Y CKymy peaJiHUX OpojeBa PEmUTH jeTHAUYUHY

sin3x +2cos2x +3sinx +4 = 0.

2. Jla nu je BpemHOCT mM3pasa

3 11 /7 s 11 /7
\/6+3\[3+\/63\/;
npuponan 6poj?

3. Ilara je Geckonauna tabia ymja cy mossa jennHndan kBagparuhu. CBako mosme 060jeHo
je upHOM unu GesoMm GOjoM, IpU YeMy CBAKU OPABOyraoHuk Gopmara 2 X 3 (nau 3 X 2)
CcaapyKU TAYHO [Ba LIPHA IOJLA.

a) Kosuko cBe npHUx mosma MOsKe MMaTHU OPABOYTraoHUK 1 X 37

b) Kosuko cse npuux noma Moske umatu ksagpat 2016 x 20167

4.  IemmdpoBatu cabupame

OKPYXKHO
A0OL PO
HAOL PO
LPABO
LPABO

AP ABHO

+
_|_
+
+

aKO je IMO3HATO Ja UCTUM CJIOBKMMA OACOBAPAjY MCTE & PA3IUYUTUM CJIOBUMA PA3IAYUTE
uudpe, u npuroMm je P mHenapra nmuppa a B je mapra mudpa.

5. Ogmpemutu cBe mpupomaHe OpojeBe n > 5 TakBe na 3a mpaBuiad n-toyrao AjAs... A,

BN ) )
A1 As _s. Ay A Y A1 A .
A1Ay A1 Az A1 Ay

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meTrasHO 00pPA3IIOKUATH.
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YerBpTHu paspen — b kareropuja

Uzpauynatu 3anpemuny npase derBopoctpane mupamune ABCDE ako je meHa OCHOBa
NpaBOyraoHUK uuje nyskuHe crpanuna udnoce AB = 32 u AD = 18, a noBpruunae GOYHUX

crpana Hasaze ce y pasmepu P(AABE): P(AADE) =4:3.

Heka yriosBu «, § m v HEKOr TpoyrJa 3aI0BOJbABA]y CUCTEM:

3-V3.
8 )

sin asin Gsiny =

3
sin 2« + sin 23 = 3

Onpenuru yrioBe TOr TPOYTJA.
Terruna nume o Tabau caenehu 6poj: 23012301..., Tj. npBo Hanume uudpy 2, na TuGpPy

3, nma mu¢ppy 0, ma muppy 1 u tako yrpyr. Mosxke ce 3aycraBuTu y OMIO KOM TPEHYTKY.
Ila nu oHa Ha OBaj HAUMH MOKe Ha Tabiau Hanucatu Opoj memus ca 20167

[TonyuuTy npa3ua mossa y Tabaunu Tako aa OpOjeBM y CBAKOj BPCTU M CBAKOj KOJOHU
YUHE APUTMETUUYKY IpOorpecujy. Koamko pa3nuyurux pemena MoCToju?!

21

16

27

Heka je P(x) monuHOM ca peayHUM KOe(UIN]eHTUMA CTEIEHA 1 Yhje CYy CBE HyJIe PEAJIHe
P
P

un Behe on 1. Jlokazaru na P(z) uma Hydy Koja Huje Mama on 1+ n

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meTrassHO 00pPA3IIOKUATH.



