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Polinomi u nastavi matematike u osnovnoj i
sredƬoj xkoli

dr Vladimir Balti�, Matematiqka gimnazija, baltic@matf.bg.ac.yu

Polinomi su izuzetno bitna tema koja se javƩa i u osnovnoxkolskoj i u sredƬoxkolskoj nastavi
matematike. U predavaƬu �emo detaƩno izloжiti deo neophodne materije za izlagaƬe polinoma
u redovnoj i dodatnoj nastavi, kao i na neke teme (poput Hornerove xeme i Vietovih formula)
koje su maƬe zastupƩene u nastavi.

U osnovnoj xkoli ova tema se javƩa u VII razredu sa fondom od 40-tak qasova (skoro 30%
ukupnog gradiva VII razreda) i pokriva slede�e standarde:

• MA.1.2.2. izraquna stepen datog broja, zna osnovne operacije sa stepenima

• MA.1.2.3. sabira, oduzima i mnoжi monome

• MA.2.2.2. operixe sa stepenima i zna xta je kvadratni koren

• MA.2.2.3. sabira i oduzima polinome, ume da pomnoжi dva binoma i da kvadrira binom

• MA.3.2.2. koristi osobine stepena i kvadratnog korena

• MA.3.2.3. zna i primeƬuje formule za razliku kvadrata i kvadrat binoma, uveжbano trans-
formixe algebarske izraze i svodi ih na najjednostavniji oblik

Dakle, uqenici se u osnovnoj xkoli upoznaju sa osnovnim pojmovima vezanim za stepene, polinome,
cele i racionalne algebarske izraze, obavƩaƬe osnovnih algebarskih operacija na Ƭima, kao i
rastavƩaƬe na qinioce. Sa svim time �e se vixe susretati u sredƬoj xkoli.

U sredƬoj xkoli ova tema se javƩa u I razredu sa fondom u gimnazijama od oko 32 qasa (preko
20% ukupnog gradiva I razreda), dok sredƬim struqnim xkolama ima fond od 14, 16 ili 32 (u
zavisnosti od modela nastavnih planova). Pri tome su u zvaniqnim programima kako obra�ivati
ovu temu daje slede�e:

Racionalni algebarski izrazi. – CiƩ ove teme je da uqenici, koriste�i upoznata svo-
jstva operacija sa realnim brojevima, konaqno ovladaju idejama i postupcima vrxeƬa
identiqnih transformacija polinoma i algebarskih razlomaka. Pri tome teжixte tre-
ba da bude na raznovrsnosti ideja, svrsi i suxtini tih transformacija, a ne na radu
sa komplikovanim izrazima. Odre�enu paжƬu vaƩa posvetiti vaжnijim nejednakostima
(dokazivaƬe i primena: nejednakost izme�u sredina i dr.)

U prvoj glavi �emo se osvrnuti na osnovne pojmove: pojam polinoma, stepen polinoma, koefi-
cijente polinoma, kao i na osnovne operacije sa polinomima.

U drugoj glavi �emo se baviti temama vezanim za deƩivost polinoma, od deƩeƬa polinoma,
preko Bezuovog stava i Euklidovog algoritma do Hornerove xeme. Hornerova xema je potpuno
neopravdano zanemarena i nepoznata velikom delu uqenika, ali naжalost i nastavnika. Ona je
algoritamski najefikasniji postupak za izraqunavaƬe vrednosti polinoma, sloжenosti O(n), dok
je direktan postupak za izraqunavaƬe polinoma sloжenosti O(n2). Tako�e, ona pored vrednosti
polinoma, odmah daje i koliqnik pri deƩeƬu polinoma sa x − a, xto nalazi primenu u faktor-
izaciji polinoma.

U tre�oj glavi �emo se baviti faktorizacijom polinoma. Poqe�emo sa celobrojnim i
racionalnim nulama polinoma, a zavrxi�emo sa faktorizacijom u skupovima R i C. Tu �emo
pre�i i Vietova pravila za polinome, a zavrxi�emo sa priqom o ireducibilnim polinomima.

U qetvrtoj glavi �emo se baviti nekim analitiqkim osobinama polinoma (npr. osvrnu�emo
se na vixestruke nule polinoma). Da�emo primene Tejlorovog polinoma, kao i Lagranжovog
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interpolacionog polinoma. Pomenu�emo i neke generalizacije pojma polinoma, polinome vixe
promenƩivih (sa znaqajnom priqom o simetriqnim i antisimetriqnim polinomima) i funkcije
generatrise.

U petoj glavi �emo se osvrnuti na racionalne funkcije, koje nalaze veliku primenu kod inte-
grala u matematiqkoj analizi.

Ovu znaqajnu temu �emo ilustrovati obimnim materijalom, koji sadrжi mnoxtvo zadataka sa
takmiqeƬa i prijemnih ispita.

Ovde �emo dati poseban osvrt na kompleksno-konjugovana rexeƬa kvadratne jednaqine (temu
sa korenom smo obra�ivali proxle godine na seminaru, a ovde �e nam biti potrebno u nekim
zadacima, npr. u Zadatku 70), tj. kada rexavamo kvadratnu jednaqinu ax2 + bx + c = 0 u skupu
kompleksnih brojeva C. Ovaj sluqaj se javƩa kada je diskriminanta kvadratne jednaqine D < 0 i
kako smo koren uveli kao funkciju koja je definisana samo za nenegativne brojeve, onda u ovom

sluqaju se i formula za rexeƬa razlikuje (od dobro poznate formule x1,2 =
−b ±

√
D

2a
za rexeƬa

u realnom sluqaju) i ona glasi:

x1,2 =
−b ± i

√
−D

2a
,

gde D predstavƩa diskriminantu kvadratne jednaqine, D = b2 − 4ac. Time smo izbegli nekorekt-
nosti koje nastupaju iz pristupa da se vadi koren iz negativnog broja.
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Sre�ivaƬe algebarskih izraza

Prilikom rada sa polinomima javƩa se dosta raquna, pa �emo se prvo podsetiti na neka
matematiqka pravila koja koristimo prilikom sre�ivaƬa algebarskih izraza. Ovaj uvod �e biti
i malo detaƩniji, nego xto su nam potrebe za rad sa polinomima.

Qesto sre�ete u zbirkama zadatak koji poqiƬe sa ,,Srediti izraz“. U svim takvim zadacima
se podrazumeva da dati izraz pojednostavƩujemo dokle god moжemo!

Prioritet operacija.

Operacije mnoжeƬa i deƩeƬa imaju ve�i prioritet u odnosu na operacije sabiraƬa i oduzimaƬa
(prvo se vrxi mnoжeƬe, pa onda sabiraƬe, npr. 2 + 3 · 5 = 2 + 15 = 17), dok stepenovaƬe ima
ve�i prioritet u odnosu na mnoжeƬe i deƩeƬe (prvo se vrxi stepenovaƬe, pa onda mnoжeƬe, npr.
3 · 25 = 3 · 32 = 96). Operacije mnoжeƬa i deƩeƬa imaju isti prioritet, tj. redom se obavƩaju.
Isto i sabiraƬe i oduzimaƬe imaju isti prioritet. Kod stepenovaƬa treba obratiti paжƬu da
je

abc

= a(bc) (ne vaжi abc

= (ab)c !).

Ukoliko imamo neki izraz unutar zagrada, onda �emo prvo Ƭega izraqunati prema prethodnim
pravilima.

StepenovaƬe i korenovaƬe.

Samo �emo navesti osnovne osobine:

am+n = am · an ,

am−n =
am

an
,

am·n = (am)n ,

a−n =
1

an
, a−1 =

1

a
,

am/n = n
√

am, a1/2 =
√

a ,

a0 = 1, a1 = a ,

a1/n = n
√

a ,

n

√

m
√

a = mn
√

a ,

(ab)m = am · bm ,
(a

b

)m

=
am

bm
,

√

A ±
√

B =

√

A +
√

A2 − B

2
±

√

A +
√

A2 − B

2
,

n
√

an =

{

a, n = 2k − 1
|a|, n = 2k ,

a
n
√

b =

{

n
√

anb, n = 2k − 1

sgn(a) n
√

anb, n = 2k

(funkciju sgn(x) predstavƩa znak broja xi ona je jednaka 1 za x > 0, jednaka je 0 za x = 0 i jednaka
je −1 za x < 0).
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StepenovaƬe binoma i trinoma.

Kvadrati binoma (tj. zbira i razlike) su:

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2,

(a − b)2 = a2 − 2ab + b2.

Kubovi binoma (tj. zbira i razlike) su:

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3,

(a − b)3 = a3 − 3a2b + 3ab2 − b3.

Kvadrati i kubovi trinoma (tj. zbira 3 qlana) su:

(a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc,

(a + b + c)3 = a3 + b3 + c3 + 3a2b + 3ab2 + 3a2c + 3ac2 + 3b2c + 3bc2 + 6abc.

RazlagaƬa na qinioce.

Razlika kvadrata je:
a2 − b2 = (a − b)(a + b).

Razlika kubova je:
a3 − b3 = (a − b)(a2 + ab + b2),

dok je zbir kubova:
a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2).

UopxteƬe ovih formula su slede�e dve. Razlika n–tih stepena je:

an − bn = (a − b)(an−1 + an−2b + . . . + abn−2 + bn−1),

dok je zbir 2k + 1–ih stepena (ovde imamo samo neparan sluqaj):

a2k+1 + b2k+1 = (a + b)(a2k − a2k−1b + . . . − ab2k−1 + b2k).

Razmere, proporcije i dvojni razlomak.

Jednakost a : b = c : d naziva se proporcija i za Ƭu vaжi da je proizvod spoƩaxƬih jednak
proizvodu unutraxƬih qlanova proporcije, tj. a·d = b·c. Ako vaжi a : b = c : d, onda je i a : c = b : d,
kao i a : b = (a ± c) : (b ± d).

Produжena proporcija je jednakost a1 : b1 = a2 : b2 = . . . = an : bn, tj.
a1

b1
=

a2

b2
= . . . =

an

bn
,

xto se moжe zapisati i u obliku a1 : a2 : . . . : an = b1 : b2 : . . . : bn. Ako stavimo da je
a1

b1
= t dobijamo

da vaжi ai = t · bi (1 6 i 6 n). Dvojni razlomak je razlomak koji se sastoji od dva razlomka i za
Ƭega, kao i za proporciju, vaжi da se mnoжe spoƩaxƬi i da se mnoжe unutraxƬi qlanovi:

a

b
c

d

=
a · d
b · c .
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Polinomi

Polinom je izraz oblika P (x) = anxn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0, gde je an 6= 0.

Koeficijenti polinoma P su brojevi a0, a1, . . . , an (koeficijent ai zovemo koeficijent uz i-ti ste-
pen polinoma). Koeficijent a0 je slobodan qlan polinoma P . Vode�i koeficijent polinoma P , ste-
pena n, je an.
P je normiran polinom (ili moniqan polinom) ako je an = 1. Za polinom kaжemo da je poli-
nom celobrojnim koeficijentima ako vaжi ai ∈ Z za sve 0 6 i 6 n. Sliqno, ako vaжi ai ∈ R, kaжemo
da je to polinom realnim koeficijentima.

Stepen polinoma P je najve�i broj n za koji je an 6= 0 i oznaqavamo ga sa deg P i vaжi deg P = n.
Polinom koji je za svaku vrednost t jednak 0, P (x) = 0, naziva se nula–polinom i to je jedini
polinom za koji nije definisan stepen.

Primer 1. P (t) = t + 2t2 + 3t4 je polinom qetvrtog stepena, tj. deg P = 4, dok P (t) = 1 + t + t2 + . . .
nije polinom, jer ima beskonaqno mnogo qlanova (tj. koeficijenata razliqitih od 0). Stepen
konstantnog polinoma P (t) = c, c 6= 0 je jednak 0, tj. deg P = 0.

U zadacima se qesto traжi zbir (svih ili nekih) koeficijenata polinoma:

• zbir koeficijenata polinoma je

P (1) = an + an−1 + . . . + a2 + a1 + a0;

• zbir koeficijenata sa parnim indeksima polinoma je

P (1) + P (−1)

2
= . . . + a4 + a2 + a0;

• zbir koeficijenata sa neparnim indeksima polinoma je

P (1) − P (−1)

2
= . . . + a5 + a3 + a1.

Polinomi P (t) = antn + an−1t
n−1 + . . . + a1t + a0, an 6= 0 i Q(t) = bmtm + bm−1t

m−1 + . . . + b1t + b0,
bm 6= 0 su jednaki ako je ispuƬeno da je m = n i ai = bi za svaki i = 0, 1, . . . , n.

Neka je deg P (t) = n > deg Q(t) = m. Operacije sabiraƬa i mnoжeƬa polinoma uvodimo na
slede�i naqin:

P (t) + Q(t) = (antn + an−1t
n−1 + . . . + a1t + a0) + (bmtm + bm−1t

m−1 + . . . + b1t + b0)

= antn + . . . + am+1t
m+1 + (am + bm)tm + . . . + (a1 + b1)t + (a0 + b0),

P (t) · Q(t) = (antn + an−1t
n−1 + . . . + a1t + a0) · (bmtm + bm−1t

m−1 + . . . + b1t + b0)

= (cst
s + cs−1t

s−1 + . . . + c1t + c0),

gde je ck =

k
∑

i=0

ai · bk−i = a0bk + a1bk−1 + . . . + ak−1b1 + akb0 (k = 0, 1, . . . , m + n). Ovde, ukoliko nekog

qlana nema uzimamo da je odgovaraju�i koeficijent jednak 0.

Primer 2. Neka su dati polinomi P (t) = t3 − 3t + 1 i Q(t) = 2t2 + t − 1. Odrediti Ƭihov zbir,
razliku i proizvod.

RexeƬe. Zbir ta dva polinoma je P (t)+ Q(t) = 1 · t3 +(0 +2)t2 + (−3+1)t +(1 + (−1)) = t3 + 2t2 − 2t.

Razlika ta dva polinoma je P (t) − Q(t) = 1 · t3 + (0 − 2)t2 + (−3 − 1)t + (1 − (−1)) = t3 − 2t2 − 4t + 2.

Proizvod je dat sa P (t) · Q(t) = (1 · 2)t5 + [1 · 1 + 0 · 2]t4 + [1 · (−1) + 0 · 1 + (−3) · 2]t3 + [0 · (−1) + (−3) ·
1 + 1 · 2]t2 + [(−3) · (−1) + 1 · 1]t + [1 · (−1)] = 2t5 + t4 − 7t3 − t2 + 4t− 1.
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Vrednost polinoma P (x) = anxn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0, an 6= 0, u taqki x0 ∈ R definixe se

pomo�u izraza
P (x0) = anx0

n + an−1x0
n−1 + . . . + a1x0 + a0.

Ako je P (x0) = 0, tada kaжemo da je broj x0 nula (ili koren) polinoma P . TraжeƬe nula
polinoma �emo sretati kasnije kod faktorisaƬa determinanti, kao i kod integrala racionalne
funkcije.

Teorema 1. Ako polinom P (x) = anxn+an−1x
n−1+. . .+a1x+a0, an 6= 0 sa celobrojnim koeficijentima

ima racionalnu nulu x0 =
p

q
, p ∈ Z, q ∈ N (gde je x0 =

p

q
skra�en razlomak) tada p | a0 i q | an (| je

oznaka za deli).

Primer 3. Neka je dat polinom P (x) = 3 + 2x + x3. Ispitati da li P (x) ima racionalne nule.

RexeƬe. Na primer, P (0) = 3+2 · 0+03 = 3, P (−1) = 3+2 · (−1)+ (−1)3 = 0, P (3) = 3+2 · 3+33 = 36.

Ako polinom P (x) ima racionalnu nulu x0 =
p

q
, p ∈ Z, q ∈ N, tada

p | 3 i q | 1.

Iz q ∈ N i q | 1 sledi q = 1, a iz p ∈ Z i p | 3 sledi p ∈ {−3,−1, 1, 3}, tj. jedini kandidati za
racionalnu nulu su brojevi −3,−1, 1, 3. Proverom se utvr�uje da je samo x0 = −1 racionalna
nula: P (−1) = 3 + 2 · (−1) + (−1)3 = 0.

Za polinom P kaжemo da je deƩiv polinomom Q 6= 0 ako postoji polinom T takav da je P = Q · T
i to pixemo Q | P .

Primer 4. Pokazati da je polinom P (x) = 6x3 −11x2 +13x−15 deƩiv polinomom Q(x) = 3x2 −x+5.

RexeƬe. Da bismo to proverili, moramo pokazati da postoji polinom T , takav da je P = Q · T .
Kako je P polinom tre�eg stepena, a Q drugog, T mora biti prvog stepena, tj. T = Ax + b. Mora
biti

6x3 − 11x2 + 13x − 15 = (3x2 − x + 5)(Ax + B) = 3Ax3 + (3B − A)x2 + (5A − B)x + 5B,

a odatle dobijamo sistem 3A = 6, 3B − A = −11, 5A − B = 13, 5B = −15.

Jedinstveno rexeƬe tog sistema je A = 2, B = −3, pa je T (x) = 2x− 3. Time smo pokazali da Q | P .

Primer 5. Ispitati da li je polinom P (x) = 2x2 + x + 1 deƩiv polinomom Q(x) = x + 1.

RexeƬe. Treba da vidimo da li postoji polinom T (x) = Ax + B, A 6= 0 takav da vaжi:

2x2 + x + 1 = (x + 1)(Ax + B), (∀x ∈ R).

Ta jednakost nije ispuƬena za svako x ∈ R, jer ona nije taqna za x = −1: tada je 2·(−1)2+(−1)+1 = 2,
a ((−1) + 1)(A(−1) + B) = 0 · (−A + B) = 0, pa smo dobili da P nije deƩiv sa Q.

Na ovaj naqin ne�emo deliti polinome, nego �emo koristiti slede�e tvr�eƬe. Kasnije �emo
videti da je polinom P (x) deƩiv polinomom Q(x) ako i samo ako je svaka nula polinoma Q(x),
tako�e i nula polinoma P (x) iste ili ve�e vixestruikosti.

Teorema 2. Za svaka dva polinoma P i Q 6= 0 postoje jedinstveni polinomi T i R, takvi da vaжi:
P = Q · T + R. Pri tome, ako je deg Q > 0, onda je deg R < deg Q, a ako je deg Q = 0 onda je R = 0.

Polinom T se naziva koliqnik deƩeƬa, a polinom R ostatak. Ukoliko je R = 0, kaжemo da je
polinom P deƩiv polinomom Q (tj. deƩiv bez ostatka). Praktiqno, deƩeƬe polinoma P polinomom
Q sprovodimo tako xto gledamo koliko se sadrжi vode�i qlan bmxm polinoma Q u vode�em qlanu
polinoma P (ili onog xto je od Ƭega ostalo). Rezultat upixemo u koliqnik, onda to pomnoжimo
sa Q i taj rezultat oduzmemo od polinoma P (ili onog xto je od Ƭega ostalo). To oduzimaƬe je
najboƩe da izvrximo tako xto �emo prvo samo pomnoжiti, a onda svakom koeficijentu promeniti
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znak i sabrati ta 2 polinoma. Postupak ponavƩamo sve dok nam ispod P ne ostane polinom stepena
maƬeg od stepena polinoma Q. Ilustrujmo deƩeƬe polinoma na dva primera.

Primer 6. Podeliti polinom P (x) = 6x3 − 11x2 + 13x − 15 polinomom Q(x) = 3x2 − x + 5.

RexeƬe.

( 6x3 − 11x2 + 13x − 15) ÷ (3x2 − x + 5) = 2x − 3
− 6x3 + 2x2 − 10x

− 9x2 + 3x − 15
9x2 − 3x + 15

0

Ovde smo dobili da je polinom P (x) = 6x3 − 11x2 + 13x − 15 deƩiv polinomom Q(x) = 3x2 − x + 5
(tj. dobili smo da je ostatak R(x) = 0). Na osnovu ovog deƩeƬa imamo faktorizaciju: P (x) =
6x3 − 11x2 + 13x − 15 = (3x2 − x + 5) · (2x − 3).

Primer 7. Podeliti polinom P (x) = 2x2 + x + 1 polinomom Q(x) = x + 1.

RexeƬe.

( 2x2 + x + 1) ÷ (x + 1) = 2x − 1 +
2

x + 1− 2x2 − 2x

− x + 1
x + 1

2

Ovde smo dobili da polinom P (x) = 2x2 + x + 1 nije deƩiv polinomom Q(x) = x + 1 (tj. dobili
smo ostatak R(x) = 2 i koliqnik T (x) = 2x − 1). Polinom P (x) moжemo predstaviti kao P (x) =
(x + 1) · (2x − 1) + 2.

Ako prethodno predstavƩaƬe podelimo sa Q(x) dobijamo da se koliqnik
P (x)

Q(x)
moжe se izraz-

iti u obliku zbira koliqnika T (x) i razlomka u kome ostatak R(x) delimo sa polinomom Q(x):
P (x)

Q(x)
= 2x − 1 +

2

x + 1
.

Napomena. Ovakva ,,izraжavaƬa“ treba�e vam u predmetu Analiza, kod integrala racionalne
funkcije, a vixe �emo se baviti time i u delu Racionalne funkcije.

Hornerova xema.

Pogodan metod za raqunaƬe vrednosti polinoma u taqki α, kao i za deƩeƬe polinoma P (x) poli-
nomom x − α je Hornerova xema (dobijamo i Q(x) i r, gde je P (x) = (x − α)Q(x) + r). U xemu gore
upixemo koeficijente polinoma P (x), poqev od vode�eg (an, an−1, . . . , a1, a0), levo upixemo broj
α i onda po slede�em algoritmu odre�ujemo koeficijente koliqnika Q(x) (bn−1, bn−2, . . . , b1, b0) i
ostatak r:

• vode�i koeficijent, an, samo prepixemo, tj. bn−1 = an,

• svaki slede�i koeficijent (bk) dobijamo tako xto broj koji je levo od Ƭega (bk+1) pomnoжimo
sa α i tome dodamo broj iznad Ƭega (ak+1), tj. bk = bk+1 ·α+ak+1 (ukƩuquju�i i R = b0 ·α+a0).

PosledƬi broj koji dobijamo je ostatak r i on je, po Bezuovom stavu, bax jednak vrednosti
polinoma P (α), tj. r = P (α). Ovaj celokupan postupak moжemo prikazati xemom (Ʃubiqasti izrazi
su izrazi koje raqunamo – Ƭih ne upisujemo u xemu!):

an an−1 an−2 . . . a2 a1 a0

an α · bn−1 + an−1 α · bn−2 + an−2 . . . α · b2 + a2 α · b1 + a1 α · b0 + a0

α bn−1 bn−2 bn−3 . . . b1 b0 r = P (α)

Ponovimo Primer 7, ali sada korix�eƬem Hornerove xeme.
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Primer 8. Podelimo polinom P (x) = 2x2 + x + 1 polinomom T (x) = x + 1.
Koeficijenti polinoma P (x) = 2x2 + x + 1 su, redom, 2, 1, 1, dok je α = −1, jer je x + 1 = x − (−1).

2 1 1

−1 2 −1 2

Objasnimo kako smo dobili crne i plavi broj u Hornerovoj xemi. Prvi broj 2 smo samo spustili
(od 2), dok slede�e raqunamo kao: −1 = 2 · (−1) + 1 i 2 = −1 · (−1) + 1.

Dakle, koeficijenti od Q(x) su 2 i −1, tj. Q(x) = 2x − 1, a ostatak je r = 2.

Tako�e, dobili smo i vrednost polinoma P (x) u taqki x = −1, tj. P (−1) = 2.

Polinomi sa celobrojnim koeficijentima.

Za polinom P (x) sa celobrojnim koeficijentima i cele brojeve α i β vaжi α − β | P (α) − P (β).

Podsetimo se da smo imali Teoremu koja kaжe da polinom P (x) sa celobrojnim koeficijentima

moжe da ima racionalnu nulu x =
p

q
, p ∈ Z, q ∈ N, (p, q) = 1, samo ukoliko vaжi p | a0 i q | an.

Bezuov stav. Ostatak pri deƩeƬu polinoma P (x) polinomom Q(x) = x−a jednak je P (a). Posebno,
polinom P (x) je deƩiv sa x − a ako i samo ako je P (a) = 0.

Faktorizacija polinoma.

Svaki polinom moжe se rastaviti na linearne qinioce u skupu C. Drugim reqima, za svaki
polinom P (x) = anxn + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 postoje kompleksni brojevi α1, α2, . . . , αn (polinom
stepena n ima taqno n nula u C), koji ne moraju biti razliqiti, takvi da vaжi

(1) P (x) = an(x − α1)(x − α2) . . . (x − αn).

Ako se neki od ovih brojeva (α1, . . . , αn) javƩa samo jedanput onda kaжemo da je to prosta nula poli-
noma P . U suprotnom kaжemo da je vixestruka nula. Broj ponavƩaƬa k te nule je vixestrukost
nule. Tako na primer, broj 2 je dvostruka nula polinoma P (x) ako se faktor x−2 javƩa taqno 2 puta
u rastavƩaƬu (1). Ako se javƩa taqno tri puta onda je trostruka, itd. Vixestrukost k nule x = α
moжe se uvesti tako da je to najve�i ceo broj k takav da vaжi (x−α)k | P (x), ali (x−α)k+1 ∤ P (x).
Ako je vixestrukost nule x = α jednaka k, onda vaжi P (α) = P ′(α) = . . . = P (k−1)(α) = 0 i P (k)(α) 6= 0.

Polinomi sa realnim koeficijentima.

Ako polinom P (x) sa realnim koeficijentima ima kompleksnu nulu z = α + iβ vixestrukosti k,
onda je za polinom P (x) i konjugovano-kompleksni broj z = α − iβ nula vixestrukosti k.

Vietove formule. Nule α1, α2, . . . , αn polinoma p i koeficijenti a0, a1, . . . , an vezani su Vietovim
pravilima. Mi �emo ih ovde dati za sluqajeve n = 3 i n = 4, koji se najqex�e javƩaju u praksi.

P3(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0

α1 + α2 + α3 = −a2

a3
,

α1α2 + α1α3 + α2α3 =
a1

a3
,

α1α2α3 = −a0

a3
.

P4(x) = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0

α1 + α2 + α3 + α4 = −a3

a4
,

α1α2 + α1α3 + α1α4 + α2α3 + α2α4 + α3α4 =
a2

a4
,

α1α2α3 + α1α2α4 + α1α3α4 + α2α3α4 = −a1

a4
,

α1α2α3α4 =
a0

a4
.
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Racionalne funkcije

Neka su P (x) i Q(x) polinomi stepena m i n (tj. vaжi deg P = m i deg Q = n) koji nemaju

zajedniqkih delioca (ako bi imali oni bi se mogli skratiti). Funkciju oblika f(x) =
P (x)

Q(x)
nazivamo racionalnom funkcijom. Ako je m < n kaжemo da je to prava racionalna funkcija, a
ukoliko je m > n onda je neprava racionalna funkcija i ona se moжe predstaviti u obliku f(x) =
P (x)

Q(x)
= T (x) +

R(x)

Q(x)
, gde je T (x) koliqnik, a R(x) ostatak pri deƩeƬu polinoma P (x) polinomom

Q(x) (ovde je T (x) polinom, dok je
R(x)

Q(x)
prava racionalna funkcija!). Racionalne funkcije oblika

A

(x − a)k
, A, a ∈ R, k ∈ N i

Bx + C

(x2 + px + q)r
, B, C, p, q ∈ R, D = p2 − 4q < 0, j ∈ N

nazivaju se parcijalni razlomci i svaka racionalna funkcija se moжe predstaviti u obliku zbira
parcijalnih razlomaka. Kada je diskriminanta D = p2−4q < 0 kvadratna funkcija x2 +px+ q nema
realnih nula i onda se ne rastavƩa (ukoliko je D>0 onda kvadratni trinom moжemo da rastavimo
kao ax2 + bx + c = a(x − x1)(x − x2) – obratite paжƬu ovde qesto zaboravite a!).

Ako je Q(x) = (x − a)k(x − b)l . . . (x2 + px + q)r(x2 + ux + v)s . . . tada se racionalna funkcija
P

Q
moжe

predstaviti u obliku

P (x)

Q(x)
=

A1

x − a
+

A2

(x − a)2
+ . . . +

Ak

(x − a)k
+ . . . +

B1x + C1

x2 + px + q
+

B2x + C2

(x2 + px + q)2
+ . . . +

Brx + Cr

(x2 + px + q)r
+ . . .

Nepoznate koeficijente A1, A2, . . . , B1, B2, . . . , C1, C2, . . . odre�ujemo tako xto prethodnu jednakost
pomnoжimo sa Q(x) i onda izjednaqavaƬem polinoma na levoj i desnoj strani dobijamo sistem
jednaqina, koji kad reximo dobijamo traжene koeficijente (brжe moжemo rexiti ovaj sistem
ukoliko zamenimo pogodne vrednosti za x).

Da ponovimo: svakom faktoru Q(x) oblika (x − a) odgovara parcijalni razlomak
A

x − a
, tj.

x − a 7→ A1

x − a

(x − a)2 7→ A1

x − a
+

A2

(x − a)2

...
...

(x − a)k 7→ A1

x − a
+

A2

(x − a)2
+ . . . +

Ak

(x − a)k

(x2 + px + q) 7→ Bx + C

x2 + px + q

(x2 + px + q)2 7→ B1x + C1

x2 + px + q
+

B2x + C2

(x2 + px + q)2

...
...

(x2 + px + q)r 7→ B1x + C1

x2 + px + q
+

B2x + C2

(x2 + px + q)2
+ . . . +

Brx + Cr

(x2 + px + q)r
.

RazbijaƬe racionalne funkcije na parcijalne razlomke se koristi kod raqunaƬa integrala, xto
�ete raditi u analizi.
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Zadaci

I Pojam polinoma, osnovne operacije sa polinomima, koeficijenti polinoma.

1. Data je funkcija: f(x) = x − x3. Izraqunati f(−2) =

2. Dati su polinomi P (x) = x3 + x + 1, Q(x) = x4 − 2x2 + 1, R(x) = x3 − 3x2 + 1.
Proveriti da li za svako a ∈ R vaжi:

a) P (a) + P (−a) = 2; b) P (1 + a) + P (1 − a) = 6 + 6a2; v) Q(a) − Q(−a) = 0;
g) Q(1 + a) − Q(1 − a) = 8a3; d) R(a) − R(−a) = 2a3; �) R(1 + a) + R(1 − a) = −2.

3. Za polinom P (x) = x3 − x odrediti polinom Q(x) = P (x − 1) + P (x) + P (x + 1).

4. Odrediti zbir P (x) + Q(x), razliku P (x) − Q(x), proizvod P (x) · Q(x) i linearnu kombinaciju
aP (x) + bQ(x) polinoma P (x) i Q(x) ako je dato:
a) P (x) = 3x2 − x + 1, Q(x) = x − 2, a = 3, b = 2
b) P (x) = x2 − 3x + 1, Q(x) = x2 + x − 1, a = 2, b = −3
v) P (x) = 2x6 − 3x2, Q(x) = 3x5 + 4x − 3, a = 1, b = −2
g) P (x) = −x3 + x2 − 2x, Q(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1, a = −3, b = −2.

5. Rastaviti polinom: −5x3 + 11x2 − 2x, na qinioce.

6. Odrediti polinom drugog stepena P (x) = a2x
2 + a1x + a0 takav da je: a) P (1) = 6, P (2) = 11,

P (−1) = 8;

b) P (1) = 4, P (0) = 3, P (2) = 9; v) P (1) = 2, P (−2) = 8, P (0) = −2; g) P (0) = 1, P (1) = 2, P (−1) = 6.

7. Na�i kvadratni polinom, f(x) = ax2 + bx + c, ako se zna da je:f(1) = −1, f(−1) = 9, f(2) = −3.

8. Na�i polinom 3. stepena, f(x) = ax3 + bx2 + cx + d, ako se zna da je:

f(−1) = 9, f(1) = 5, f(2) = 3, f(3) = −7.

9. Na�i polinom tre�eg stepena, y = ax3 + bx2 + cx + d, koji prolazi kroz taqke: (0, 1), (1,−1),
(2, 5), (3, 37).

10. Na�i polinom qetvrtog stepena, x = ay4 + by3 + cy2 + dy + e, koji prolazi kroz taqke:

(5, 0), (−1, 2), (44, 3), (−2, 1), (8,−1).

11. Odrediti polinom P (x) ako je
a) P (x + 3) = x2 + 2x + 2; b) P (−2x + 1) = 2x2 − x + 3; v) P (x − 2) = x3 − 6x2 + 11x − 5.

12. Odrediti zbir koeficijenata polinoma P (x): a) P (x) = (2x2 + x − 4)2016;

b) P (x) = (x2 − x + 1)1998 · (x2 − x + 2)10; v) P (x) = (x2 − 2x + 3)1999 + (x2 − 6x + 3)1999;

g) P (x) = (2x2 − 5x + 2)450 · (2x2 − 5x + 4)540; d) P (x) = (x2 + 3x + 2)100 · (x2 − 3x + 2)100.

13. Odrediti zbir koeficijenata polinoma P (x) = (x5+x−1)1999 uz qlanove sa neparnim stepenima.

14. Dokazati da ne postoji polinom P sa celobrojnim koeficijentima za koji je ispuƬeno P (2) = 1
i P (5) = 6.

15. Da li postoji polinom P (x) sa celobrojnim koeficijentima takav da je P (2) = 7 i P (7) =
2016?

16. Dokazati da ne postoji polinom P sa celobrojnim koeficijentima takav da je P (11) − P (7)
prost broj.

17. Dokazati da ne postoji polinom P sa celobrojnim koeficijentima takav da je P (a) = b, P (b) =
c, P (c) = a, gde su a, b, c tri razliqita cela broja.

18. Neka je P polinom sa celobrojnim koeficijentima. Dokazati da je za svako a ∈ Z i svako b ∈ N
izraz P (a +

√
b) + P (a −

√
b) ceo broj.
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19. Neka su dati polinomi P (x) = 1−x+x2−x3+ . . .−x99 +x100 i Q(x) = 1+x+x2+x3 + . . .+x99 +x100

i neka je P (x) ·Q(x) = (c0, c1, . . . , c200). Dokazati da u prizvodu P (x) ·Q(x) nema qlanova sa neparnim
eksponentom, tj. da su svi c2k−1 = 0, (k = 1, 2, . . . , 100).

20.
∗

U kojem od polinoma P (x) = (1+x2−x3)1000 i Q(x) = (1−x2 +x3)1000 je koeficijent uz x20 ve�i?

21. Skratiti razlomak:
x3 − 6x2 + 11x − 6

−x2 + 5x − 6
.

22. Izraqunati: (x4 + 1) : (x − 2) =

23. Srediti izraz:
1

x2 − 5x + 6
+

2

3 − x
.

24. Skratiti razlomak:
6x3 − 15x2 + 6x

x3 − 8
.

25. Srediti izraz:
1

x3 − 2x2 + x − 2
− 1

x − 2
.

26. Posle skra�ivaƬa vrednost razlomka
x4 + x2 + 1

x4 + 2x3 + 3x2 + 2x + 1
je:

A)
x + 1

x − 1
; B)

x2 + x + 1

x2 − x + 1
; C) 1; D)

x2 − x + 1

x2 + x + 1
; E)

x − 1

x + 1
.

27. Srediti izraz:
2(x4 + 3x2 + 1) + x4 + 4x2 + 1

x2 + 3
=

28. Dokazati identitete: a) a2 (x − b)(x − v)

(a − b)(a − v)
+ b2 (x − c)(x − a)

(b − c)(b − a)
+ c2 (x − a)(x − b)

(c − a)(c − b)
= x2;

b)
(x − a)(x − b)(x − v)

(d − a)(d − b)(d − v)
+

(x − b)(x − c)(x − g)

(a − b)(a − c)(a − g)
+

(x − a)(x − c)(x − g)

(b − a)(b − c)(b − g)
+

(x − a)(x − b)(x − g)

(c − a)(c − b)(c − g)
= 1.

29. Dokazati: ako polinom P , n–tog stepena uzima vrednost nula za n + 1 razliqitih vrednosti
x ∈ C, tada je P nula–polinom.

30. Dokazati: ako su P i Q polinomi n–tog stepena i postoje kompleksni, me�usobno razliqiti
brojevi x0, x1, . . . , xn takvi da vaжi P (xi) = Q(xi) (za i = 0, 1, . . . , n), tada je P = Q.

31. Polinom P (x) = x4 + 2x3 + ax2 + 2x + b je kvarat nekog polinoma Q(x), tj. vaжi P (x) = Q(x)2.
Odrediti a, b i polinom Q(x).

32. P je polinom qetvrtog stepena takav da je P (1) = P (−1) i P (2) = P (−2). Dokazati da je tada
P : R → R parna funkcija, tj da vaжi P (x) = P (−x)(∀x ∈ R).

33. Odrediti polinom P qetvrtog stepena za koji je P (x) = P (−x).

34. Dat je polinom P (x) = x4 + x3 + x2 + x + 1. Dokazati da ne postoji polinom Q takav da vaжi
P (x) = (Q ◦ Q)(x), gde je sa ◦ oznaqena kompozicija funkcija.

35. Za linearni polinom (tj. polinom oblika P (x) = ax + b, a, b ∈ K) P (x) = 2x + 3 odrediti
sve linearne polinome Q za koje vaжi = (P ◦ Q)(x) = (Q ◦ P )(x). Za takve polinome kaжemo da
komutiraju.

36. Dokazati da ne postoji polinom P prvog stepena koji komutira sa polinomom Q(x) = x2 − 2.

37. a) Odrediti polinome P i Q za koje vaжi: P (x) · Q(x) = (P ◦ Q)(x)(∀x);
b) Odrediti polinom P za koji vaжi: P (x) · P (x) = (P ◦ P )(x)(∀x).

II DeƩivost polinoma, Hornerova xema, Euklidov algoritam, Bezuov stav.

38. Odrediti koliqnik i ostatak pri deƩeƬu polinoma P (x) = x3 + x2 + 2x + 3 polinomom x − 2.
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39. Odrediti a, b ∈ R tako da je ostatak pri deƩeƬu polinoma P (x) = x4 − 3x2 − ax + b polinomom
x + 1 jednak 3, a polinomom x − 2 jednak −3.

40. Ostatak pri deƩeƬu polinoma P (x) polinomom x − 2 je 2, a polinomom x − 3 je P (x) deƩiv.
Koliki je ostatak pri deƩeƬu P (x) sa T (x) = x2 − 5x + 6?

41. Ako polinom pri deƩeƬu polinomom x − a daje ostatak ra, a pri deƩeƬu polinomom x − b daje
ostatak rb, koliki je ostatak pri deƩeƬu polinoma P (x) polinomom T (x) = (x − a)(x − b)?

42. Da li je polinom P (x) = (x2 + x − 1)n + (x2 − x + 1)n − 2 deƩiv polinomom Q(x) = x2 − x?

43. Za koje n je polinom P (x) = (x − 2)2n + (x − 1)n − 1 deƩiv polinomom Q(x) = x2 − 3x + 2?

44. Odrediti a, b ∈ R tako da polinom P (x) = 2x3+ax2−5x+b bude deƩiv polinomom Q(x) = x2−x−2.

45. Odrediti ostatak pri deƩeƬu polinoma P (x) = x3 − 4x2 + ax + b polinomom Q(x) = x2, ako
je polinom P (x) deƩiv sa x − 2 i sa x − 5.

46. Na�i ostatak pri deƩeƬu polinoma P (x) = x100 +3x99 +x2−3x+9 polinomom Q(x) = x2 +2x−3.

47. Ostatak pri deƩeƬu polinoma P (x) polinomom Q(x) = x2 + x − 2 je R(x) = x + 1. Odrediti
ostatak pri deƩeƬu P (x) sa x + 2.

48. Polinom P (x) = x3 + ax2 + bx + c deƩiv je sa Q(x) = x2 − 3x + 2, a pri deƩeƬu sa T (x) daje
ostatak −24. Odrediti koeficijente a, b i c.

49. Koliki je ostatak pri deƩeƬu polinoma P (x) = 2100x100 + 299x99 + . . . + 2x + 1 polinomom a)
Q(x) = x + 1; b) Q(x) = 2x − 1; v) Q(x) = x2 − 1

2x − 1
2?

50. Odrediti ostatak pri deƩeƬu polinoma Pn(x), n > 2, trinomom Q(x) = (x − 1)(x − 2), ako je
ostatak pri deƩeƬu sa x − 1 jednak 2, a sa x − 2 jednak 1.

51. Ako je polinom P (x) = x5 − 3x4 + ax3 + x2 + b deƩiv polinomom Q(x) = (x − 2)2, odrediti
vrednost izraza a2 + b2.

A) 16; B) 10; C) 13; D) 17; E) 20; N) ne znam.

52. Poznato je da polinom P (x) pri deƩeƬu polinomom x+1 daje ostatak 4, a pri deƩeƬu polinomom
x2 + 1 ostatak R(x) = 2x + 3. Koliki je ostatak pri deƩeƬu P (x) polinomom Q(x) = x3 + x2 + x + 1?

53. Odrediti ostatak pri deƩeƬu polinoma P (x) polinomom Q(x) = x4 +x2 +1 ako P (x) pri deƩeƬu
polinomom T1(x) = x2 +x+1 daje ostatak R1(x) = −x+1, a pri deƩeƬu polinomom T2(x) = x2 −x+1
daje ostatak R2(x) = 3x + 5.

54. Da li je polinom P (x) = x4n−2 − x4n−4 + x4n−6 − . . . + x2 − 1 deƩiv polinom Q(x) = x4 − 1?

55. Ako je polinom P (x) = x2n + a1x
2n−2 + . . . an−1x

2 + an deƩiv sa x − 1, onda je deƩiv i sa x2 − 1.
Dokazati.

56. Zbir svih koeficijenata polinoma P (x) jednak je 2, a zbir koeficijenata na parnim mestima
jednak je 1. Odrediti ostatak pri deƩeƬu polinoma P (x) polinomom Q(x) = x2 − 1.

57. Ako polinomi P1 iP2 nisu deƩivi polinomom Q, mogu li Ƭihov zbir P1 + P2, proizvod P1P2

i kompozicija P1 ◦ P2 biti deƩivi sa Q? Ako je mogu�e dati i primer, a ako nije dokazati da ne
moжe.

58. Dokazati: ako polinom P (x) sa celobrojnim koeficijentima za x = 1, 2, 3, 4 uzima istu vrednost
p, gde je p prost broj, onda ni za koji ceo broj a ne moжe biti P (a) = 2p.

59. Odrediti a, b ∈ R tako da polinom P (x) = 6x4 − 7x3 + ax2 + 3x + 2 bude deƩiv polinomom
Q(x) = x2 − x + b.

60. Dokazati da polinom P (x) = x6 + x3 + a nije deƩiv Q(x) = x3 + x + a ni za jedno a ∈ R.

61. a) Polinom P (x) = x3 − 3x2 + 4x + 1 razvijte po potencijama (stepenima) od (x − 1).
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b) Polinom P (x) = x3 − 2x2 + 3x + 1 razvijte po stepenima od (x + 2).

v) Polinom P (x) = x4 − x3 + x2 − 1 razvijte po potencijama od (x − 2).

g) Polinom P (x) = x4 − 3x2 − x + 1 razvijte po stepenima od (x − 3).

d) Polinom P (x) = x4 − 5x3 + 5x2 + x + 2 razvijte po stepenima od (x − 2).

�) Polinom P (x) = x5 + 2x4 − x2 + x + 1 razvijte po potencijama od (x + 1).

62. Primenom Hornerove xeme razviti polinom P (x) po potencijama (stepenima) od x − a ako je
dato:

a) P (x) = x4 + 3x3 − 4x2 + 6x − 5, a = −2; b) P (x) = 2x5 − 3x3 + 6x2 − 8x − 4, a = 3.

63. Korix�eƬem Hornerove xeme prevesti u dekadni sistem slede�e brojeve:
a) (11010001)2; b) (21102)3; v) (32131)5.

64. Ako su polinomi P (x) i Q(x) takvi da je deg P = n > 1, deg Q = m > 1, onda postoje polinomi
S(x) (stepena najvixe n−1) i T (x) (stepena najvixe m−1), takvi da vaжi: P (x)S(x)+Q(x)T (x) = 0
ako i samo ako P i Q nisu uzajamno prosti (tj. NZD(P, Q) 6= 1).

65. Odrediti polinome S i T , tako da vaжi PS + QT = NZD(P, Q): a) P (x) = 3x3 − 2x2 + x + 2,
Q(x) = x2 − x + 1;

b) P (x) = x4 + x3 − 3x2 − 6x − 3, Q(x) = x3 − 2x2 + x + 2; v) P (x) = x5 − x4 + x3 − x2 − 4,
Q(x) = x4 + x3 + 2x2 + 4.

66. Za P (x) = nxn+1 − (n + 1)xn + 1, Q(x) = xn − nx + n − 1, n ∈ N odrediti NZD(P, Q).

67. Dokazati da su polinomi P (x) = nxn−1 + (n − 1)xn−2 + . . . + 2x + 1 i Q(x) = xn−2 + 2xn−3 + . . . +
(n − 2)x + (n − 1) uzajamno prosti za svako n ∈ N, n > 2.

68. Ispitati da li je polinom P (x) = nxn+1 − (1 + np)xn + (p − 1)(xn−1 + xn−2 + . . . + x) = p deƩiv
polinomom Q(x) = x2 − (p + 1)x + p, gde je n prirodan, a p realan broj. Posebno uraditi sluqaj
kada je p = 1.

69. Dokazati da je polinom P2n+1(x) = (x + a + b)2n+1 − x2n+1 − a2n+1 − b2n+1 deƩiv polinomom P3(x).
Zatim rexiti jednaqinu P5(x) = 0.

III Nule polinoma (celobrojne, racionalne i kompleksne), Vietova pravila; ireducibilni
polinomi.

70. Rexiti u skupu C jednaqine: a) x3 = 1; b) x3 = −8.

71. Odrediti vixestrukost nule x polinoma P (x): a) x = 3 P (x) = 3x4 − 9x3 − x2 + 4x − 3;
b) x = −2 P (x) = x5 + 5x4 + 6x3 − 4x2 − 8x; v) x = − 1

2 P (x) = 4x3 + 8x2 + 5x + 1.

72. Odrediti polinom qetvrtog stepena kome su koreni −1 i 2, a −2 je dvostruki koren.

73. Odrediti moniqan polinom qetvrtog stepena P (x) ako je poznato da je x = −2 trostruka nula
polinoma P (x), a pri deƩeƬu polinoma P (x) polinomom Q(x) = x + 3 dobija se ostatak −1.

74. Odrediti zajedniqke nule polinoma: a) P (x) = x4 + x3 + 2x2 + x + 1, Q(x) = x3 − 2x2 + x − 2;

b) P (x) = x4 + 6x3 + 17x2 + 24x + 12, Q(x) = x3 − 2x2 − 13x − 10.

75. Broj x = a je nula reda k polinoma P i ujedno nula reda l > k polinoma Q. Odrediti
vixestrukosti nule x = a polinoma P · Q i P + Q.

76. Dat je polinom P (x) = x4−2x3+3x2−2x+2. Neka je α koren jednaqine x2−x−3 = 0. Izraqunati
P (α).

77. Brojevi x = 1 i x = 2 su nule polinoma P , kome je slobodan qlan jednak 4. Na�i ostatak pri
deƩeƬu polinoma P (x) polinomom Q(x) = x3 − 3x2 + 2x.
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78. Koje uslove je potrebno da ispuƬavaju prirodan broj n i realan broj a, da bi polinom P (x) =
xn − axn−1 + ax − 1 bio deƩiv polinomom Q(x) = (x − 1)2?

79. Odrediti a i b tako da jedan koren polinoma P (x) = x3 +6x2 +ax+b bude 3, a ostala dva korena
da budu uzastopni celi brojevi.

80. Odrediti a i b tako da je jedan koren polinoma P (x) = x3 + ax2 + 4x + b jednak 2, a i razlika
preostala dva korena je jednaka 2.

81. Odrediti a i b tako da su koreni polinoma P (x) = x3 + ax2 + 26x + b tri uzastopna cela broja.

82. Zbir rexeƬa jednaqine x3 − 8x2 + 5x + 14 = 0 jednak je:

A) −8; B) 9; V) 10; G) 6; D) 8.

83. Jedno rexeƬe jednaqine x3 + x2 = 32x + 60 je −2. Zbir ostalih rexeƬa te jednaqine je:

A) 1; B) −3; C) −1; D) 0; E) 2.

84. Jednaqina x3 + ax + b = 0 (a, b ∈ R) ima rexeƬa x1 = 1 i x2 = 2. Proizvod svih rexeƬa te
jednaqine je:

A) 1; B) −6; C) 2; D) 6; E) 10.

85. Odrediti proizvod svih rexeƬa jednaqine x4 − 5x2 + 10x − 6 = 0, ako je poznato da je 1 + i
jedno Ƭeno rexeƬe.

86. Ako su x1, x2, x3 rexeƬa jednaqine x3 − 2x2 + x + 1 = 0, onda jednaqina qija su rexeƬa
x1

2, x2
2, x3

2 glasi:

A) x3 + 3x2 + 2x + 1 = 0; B) x3 − 2x2 + 5x − 1 = 0; C) x3 − 2x2 + x − 1 = 0;

D) x3 + 2x2 + 5x + 1 = 0; E) x3 − 3x2 + 2x − 1 = 0.

87. Dokazati da za neparan ceo broj q jednaqina x3 + 3x + q = 0 nema celobrojnih rexeƬa.

88. Da bi me�u korenima polinoma P (x) = x3 + ax2 + bx + c bila dva suprotna broja, potreban i
dovoƩan uslov je ab = c. Dokazati.

89. Dokazati da algebarska jednaqina f(x) = 0 n-tog stepena sa celobrojnim koeficijentima nema
celobrojnih rexeƬa ako su brojevi f(0) i f(1) neparni.

90. Dokazati da algebarska jednaqina f(x) = 0 n-tog stepena sa celobrojnim koeficijentima nema
celobrojnih rexeƬa ako nijedan od brojeva f(1), f(2), f(3) nije deƩiv sa 3.

91. Polinom P n-tog stepena sa celobrojnim koeficijentima za x = 0, 1, . . . , n− 1 uzima vrednosti
razliqite od nule i po apsolutnoj vrednosti maƬe od n. Dokazati da P nema celobrojnih nula.

92. Neka je P ∈ Z[x] i neka su a i b uzajamno prosti celi brojevi. Ako je P (a) deƩiv sa b i P (b)
deƩiv sa a, dokazati da je tada P (a + b) deƩiv sa ab.

93. Ako je broj α nula polinoma sa celobrojnim koeficijentima, onda je za sve prirodne m i broj
m
√

α tako�e nula nekog polinoma sa celobrojnim koeficijentima.

94. Ako je x1 6= 0 koren jednaqine oblika ax4 + bx3 + cx2 + bx + a = 0, onda je i 1
x1

koren iste
jednaqine. Dokazati.

95. Odrediti a, b i c tako da jedan koren polinoma P (x) = 6x3 + ax2 + bx + c bude 1
3 , a ostala dva

korena da budu suprotni racionalni brojevi.

96. Dokazati da polinom sa celobrojnim koeficijentima P (x) = px5 − (p − 1)x2 + 1, gde je p prost
broj, nema racionalnih korena.

97. Odrediti sve proste brojeve p za koje jednaqina px3 +x+2 = 0 ima bar jedan racionalan koren.

98. Odrediti racionalne nule polinoma P (x) = 6x3 − 13x2 + 9x − 2.
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99. Rastaviti na qinioce polinom P (x) = x3 − 7x2 + 14x − 8.

100. Ako moniqan polinom P sa celobrojnim koeficijentima nema celobrojnih nula, tada su sve
realne nule tog polinoma iracionalni brojevi.

101. Dokazati da za svaki prirodan broj n > 2 i prost broj p vaжi da je n
√

p iracionalan broj.

102. Dokazati da ako je p prost broj onda polinom P (x) = xn + xn−1 + . . . + x + p nema racionalnih
korena.

103. Neka je P polinom sa celobrojnim koeficijentima i neka za tri razliqita cela broja a, b i
c vaжi P (a) = P (b) = P (c) = 1. Dokazati da P nema celobrojnih korena.

104. Dat je realni polinom P (x) = anxn +an−1x
n−1+ . . .+a1x+a0. Neka su Ƭegove nule x1, x2, . . . , xn.

Odrediti nule polinoma: a) Q1(x) =
P (n)(a)

n!
xn +

P (n−1)(a)

(n − 1)!
xn−1 + . . . +

P”(a)

2!
x2 + P ′(a)x + P (a);

b) Q2(x) = anxn − an−1x
n−1 + an−2x

n−2 − . . . + (−1)na0; v) Q3(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−1x + an;
g) Q4(x) = anxn + an−1bx

n−1 + an−2b
2xn−2 + . . . + a1b

n−1x + a0b
n, gde su a i b dati realni brojevi.

105. Ako polinom P sa celobrojnim koeficijentima uzima vrednost 2 za tri razliqite celobrojne
vrednosti, onda P ni za jedan ceo broj ne uzima vrednost 3. Dokazati.

106. Dokazati da se polinom P (x) = (x − a1)(x − a2) . . . (x − an) − 1, gde su a1, . . . , an razliqiti
celi brojevi, ne moжe prikazati u obliku proizvoda dva polinoma stepena > 1 sa celobrojnim
koeficijentima.

107. Dokazati da se polinom P (x) = (x − a1)(x − a2) . . . (x − an) + 1, gde su a1, . . . , an razliqiti
celi brojevi, ne moжe prikazati u obliku proizvoda dva polinoma stepena > 1 sa celobrojnim
koeficijentima.

108. Dokazati da se polinom P (x) = (x − a1)
2(x − a2)

2 . . . (x − an)2 + 1, gde su a1, . . . , an razliqiti
celi brojevi, ne moжe prikazati u obliku proizvoda dva polinoma stepena > 1 sa celobrojnim
koeficijentima.

109. Odrediti sve polinome P za koje vaжi: x · P (x − 1) = (x − 3) · P (x), ∀x ∈ R.

110. Odrediti sve polinome P za koje vaжi: (x − 1) · P (x) = (x − 3) · P (x − 1), ∀x ∈ R.

111. Odrediti sve polinome P za koje vaжi: P (x) · P (x + 1) = P (x2 + x + 1), ∀x ∈ R.

112. Neka je P (x) = xn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + 1 realan polinom sa nenegativnim koeficijentima,

koji ima n realnih korena. Dokazati da je P (2) > 3n.

113. Niz polinoma P0(x), P1(x), . . . zadat je sa P0(x) = 1, P1(x) = x, Pk+2(x) = 2x · Pk+1(x) − Pk(x)(k =
0, 1, . . .). Dokazati da se sve realne nule polinoma Pk(x) nalaze u intervalu (−1, 1).

114. Odrediti sve polinome n-tog stepena sa celobrojnim koeficijentima sa osobinom da u n
celobrojnih taqaka imaju vrednost n, a u 0 vrednost 0.

115. Polinom P je sedmog stepena i u sedam razliqitih celobrojnih taqaka uzima vrednost 1
ili −1. Dokazati da se polinom P ne moжe prikazati kao proizvod dva polinoma stepena > 1 sa
celobrojnim koeficijentima.

116. Na�i realne nule polinoma P (x) = x4 + 1.

117. Odrediti realne faktore polinoma P (x) = x2n + 1, n ∈ N.

118. Faktorisati polinom P (x) = x4 − x3 + 2x2 + 11x + 7.

119. Jednaqina x5 − 2x3 + 2x2 − 4 ima kompleksan koren qiji je argument π
4 . Odrediti taj koren.

120. Na�i sve realne brojeve p i q takve da polinomi P (x) = x3 + px2 + 18 i Q(x) = x3 + qx + 12
imaju dva zajedniqka korena. Odrediti te korene.
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121. Sve su nule polinoma P (x) = x3 +px+ q, q 6= 0 realne. Dokazati da je koeficijent p negativan.

122. Na�i polinom tre�eg stepena sa vode�im koeficijentom 2 takav da Ƭegove nule zadovoƩavaju
jednakosti 1

x1
+ 1

x2
+ 1

x3
= 2, 1

x1x2
+ 1

x1x3
+ 1

x2x3
= 4, 1

x1x2x3
= 8.

123. Neka su x1, x2, x3 i x4 koreni jednaqine x4 + 5x3 + ax2 + 3x + 5 = 0. Odrediti a ∈ R tako da
bude x1 · x2 = 1.

124. Odrediti a i b tako da P (x) = x4 + ax3 + bx2 − 8x + 4 ima dve dvostruke nule.

125. Odrediti a tako da P (x) = x4 − x3 + ax2 + 6x − 4 ima dva korena qiji je proizvod jednak 2.

126. Rexiti jednaqinu x4 + x3 + 2x2 + 2x + 4 = 0 ako se zna da ona ima jedan kompleksan koren qiji
je realan deo jednak imaginarnom delu.

127. Koreni polinoma Q(x) = x3 + x2 − 2 su kompleksni brojevi a i b i realan broj c. Odrediti
polinom drugog stepena P za koji je P (c) = c, P (a) = b, P (b) = a i dokazati da je polinom P (P (x))−x
deƩiv polinomom Q(x).

128. Dokazati da je polinom P (x) = (x + 1)6m+1 − (x + 1)6n+2 + (x + 1)6p+3 (m, n, p ∈ N0) deƩiv
polinomom Q(x) = x2 + x + 1.

129. Neka su P, q i r prirodni brojevi. Pod kojim uslovom je polinom P (x) = x3p + ax3q+1 + x3r+2

deƩiv polinomom Q(x) = x2 + ax + 1 ako je a) a = 1; b) a = −1?

130. Odrediti dovoƩan uslov pod kojim je polinom P (x) = xn + . . . + x + 1 deƩiv polinomom Q(x) =
xm + . . . + x + 1.

131. Dat je polinom P (x) = 4x5 − 24x4 + 53x3 − 61x2 + ax + b, gde je a, b ∈ R. Na�i sve nule polinoma
P ako se zna da je 1 + i jedna nula i da postoji bar jedna racionalna nula.

132. Ako jednaqina x3+ax+b = 0 ima racionalne korene p, q i r, dokazati da jednaqina py2+qy+r = 0
tako�e ima racionalne korene.

133. Odrediti vixestruke nule polinoma P (x) = x3 + x2 − x − 1.

134. Odrediti vrednost realnog parametra m tako da zbir dva korena polinoma P (x) = x4 − 6x3 +
mx2 − 12x + 16 bude jednak zbiru druga dva korena.

135. Koliko postoji polinoma sa kompleksnim koeficijentima P (x) = x3 + ax2 + bx+ c qije su nule
a, b i c?

136. Poznato je da su nule kompleksnog polinoma P (z) = zn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0 kompleksni

brojevi α1, α2, . . . , αn. Izraqunati proizvod
∏

= (α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αn + 1).

137. Dokazati da ni za jedno n ∈ N polinom Pn(x) = x(2n)2 − x(2n−1)2 − x(2n−2)2 − . . . + x4 − x + 1 nema
realnih nula.

138. Neka su a i b koreni polinoma P (x) = x4 + x3 − 1. Dokazati da je ab koren polinoma Q(x) =
x6 + x4 + x3 − x2 − 1.

139. Realni polinom P (x) = axn − axn−1 + cn−2x
n−2 + . . . + c2x

2 − n2bx + b ima n pozitivnih korena.
Dokazati da su svi ti koreni jednaki.

140. Dokazati da je polinom P (x) = x5 − 3x4 + 6x3 − 3x2 + 9x − 6 ireducibilan nad poƩem Z.

141. Rastaviti na faktore nad poƩem Q polinom P :

a) P (x) = x4 − 3x3 + 2x2 + 3x − 9; b) P (x) = x4 − 3x3 + 2x2 + 2x − 6;

v) P (x) = x4 + 4x3 − 6x2 − 23x − 12; g) P (x) = x5 + 4x4 + x3 − 2x2 + x + 1.

142. Dokazati da su polinomi P (x) = xn − 2 ireducibilni nad Q za sve prirodne n > 1.

143. Dokazati da je pol. P (x) = 1 + x + x2 + . . . + xp−1 ireducibilan nad Q za svaki prost broj p.
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144. Na�i najmaƬa tri prirodna broja n za koje je polinom P (x) = 1+x+x2+· · ·+xn−1 reducibilan
nad Q.

145. Dokazati da je polinom P (x) = x4 + px2 + q, p, q ∈ Q reducibilan nad Q ako je ispuƬen jedan
od ova dva uslova: 1o p2−4q je kvadrat racionalnog broja, 2o q je kvadrat racionalnog broja
r, 2r − p je kvadrat racionalnog broja.

146. Pokazati da su polinomi ireducibilni nad Q: a) P (x) = x4 − 8x3 + 12x2 − 6x + 2;

b) P (x) = x5 − 12x3 + 36x− 12;v) P (x) = x4 − x3 + 2x + 1;g) P (x) = xp − px + 2p− 1, gde je p prost broj.

IV Analitiqke osobine polinoma.

147. Dokazati da polinom P (x) = x5 + x − 10 ima bar jednu iracionalnu nulu.

148. Rexiti nejednaqinu 16x−7
x2+x+1 < 3x.

149. Odrediti polinom P qetvrtog stepena ako je poznato da je Ƭegov drugi izvod

P ′′(x) = 12x2 + 6x + 4 i da P ′′(x)|P (x).

150. Dokazati da polinom

f(x) = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x4

3!
+ . . . +

xn

n!
nema vixestrukih nula.

151. Ako je a vixestruka nula polinoma P (x), onda je a i vixestruka nula polinoma

Q(x) = P (x) + (P ′(x))2. Dokazati.

152. Dokazati da polinom P (x) = x3 − 4x2 + 7x nema nula u intervalu (0, 2).

153. Neka je P polinom stepena n > 2. Odrediti red nule x = a polinoma

Q(x) =
1

2
(x − a)[P ′(x) + P ′(a)] − P (x) + P (a).

154. Odrediti realan broj a tako da x = 1 bude nula polinoma P (x) = x2n − axn+1 + 2(n2 − 1)xn −
axn−1 + 1, a zatim odrediti red k nule x = 1.

155. Dokazati da je realan polinom P deƩiv svojim izvodnim polinomom, P ′, ako i samo ako je
P (x) = an(x − x0)

n, gde su an, x0 ∈ R.

156. Odrediti polinom sedmog stepena P koji zadovoƩava uslove (x−1)4|P (x)+1 i (x+1)4|P (x)−1.

157. Odrediti polinom qetvrtog stepena P koji zadovoƩava uslove (x−1)3|P (x)−8 i (x+1)2|P (x)+8.

158. Realni polinom P qetvrtog stepena ima dvostruku nulu x = 1, a polinom Q(x) = P (x) + 4 ima
dvostruku nulu x = −1. Odrediti polinom P ako je Q(0) = −2.

159. Odrediti broj realnih korena jednaqine P (x) = 3x4 − 4x3 − 12x2 + a u zavisnosti od realnog
parametra a.

160. Neka je an

n+1 + an−1

n + . . . + a1

2 + a0 = 0. Dokazati da polinom P (x) = anxn + . . . + a1x + a0 ima bar
jednu nulu na intervalu [0, 1].
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V Racionalne funkcije.

161. Ako za realne brojeve A i B vaжi jednakost

1

x2 − 6x + 5
=

A

x − 1
+

B

x − 5
, tada je proizvod AB jednak:

A) − 1
25 ; B) −1; C) − 1

64 ; D) − 1
16 ; E) − 1

36 .

162. Razloжiti slede�e racionalne funkcije na zbir polinoma i prave racionalne funkcije:

a) R(x) =
x4

x + 4
; b) R(x) =

x3 − 7x + 6

x2 + x − 2
; v) R(x) =

x5 + 5x4 + 5x3 + 5x2 + 5x + 1

x2 − 2x + 3
.

163. Predstaviti prave racionalne funkcije u obliku zbira parcijalnih razlomaka:

a) R(x) =
x2 + 1

(x − 1)(x − 2)(x − 3)
; b) R(x) =

x

x2 − 4x + 3
; v) R(x) =

1

x3 − x2 − 32x + 60
; g)

R(x) =
x2 + x + 1

(x − 1)3
;

d) R(x) =
5x4 − 1

x5(x + 5)
; �) R(x) =

2x4 + 3x3 + 31x2 + 5x + 10

(x + 3)3(x − 4)2
; e) R(x) =

x2 + 1

x3 + x2 − x − 1
; ж) R(x) =

x3 + x2 + 2x + 7

(x + 1)2(x2 + 4)
;

z) R(x) =
1

x3 + 1
; i) R(x) =

11x4 + 20x3 − 45x2 + 22x + 158

(x − 3)(x + 2)2(x2 − 2x + 2)
; j) R(x) =

27x4 − 26x3 + 212x2 − 194x− 119

(x − 1)3(x2 + 9)2
.

164. Predstaviti date racionalne funkcije u obliku zbira (polinoma i) parcijalnih razlomaka:

a) R(x) =
1

(x + 1)(x + 4)
; b) R(x) =

x

(x + 1)(x + 2)(x + 3)
; v) R(x) =

x5

x2 + x − 2
; g) R(x) =

x3 + 1

x3 − 5x2 + 6x
;

d) R(x) =
x3 + 1

x3 − 5x2 + 6x
; �) R(x) =

1

x(x + 1)(x2 + x + 1)
; e) R(x) =

x7 − x6

x3 + 1
; ж) R(x) =

9

(x3 + 1)2
;

z) R(x) =
1

x4 − 1
; i) R(x) =

x2 + 3x − 2

(x − 1)(x2 + x + 1)2
; j) R(x) =

6x2 − 13x + 4

x3 − 3x2 + 2x
; k) R(x) =

1

(x − 1)2(x2 + 1)
;

l) R(x) =
x3 − 2

(x2 + 1)x
; Ʃ) R(x) =

1

x2 + 6x + 13
; m) R(x) =

1

x4 − 5x3 + 6x2
; n) R(x) =

1

x4 + 5x2 + 4
.

165. Racionalnu funkciju R(x) =
x3 + 1

(x2 + 4x + 5)(x2 + 1)3
predstaviti kao zbir: a) parcijalnih ra-

zlomaka;

b) razlomaka qiji su imenioci polinomi prvog stepena.

166. Dokazati da za date realne brojeve A, a1, a2, . . . , an (brojevi ai su me�usobno razliqiti) postoje
realni brojevi A1, A2, . . . , An, takvi da vaжi jednakost:

A

(x2 + a1)(x2 + a2) . . . (x2 + an)
=

A1

x2 + a1
+

A2

x2 + a2
+ . . . +

An

x2 + an
.

167. Rastaviti na zbir parcijalnih razlomaka slede�e funkcije:

a)
3

(x2 + 4)(x2 + 1)
; b)

a2 + b2 + c2

(x2 + a2)(x2 + b2)(x2 + c2)
, gde su a, b, c ∈ R i a2, b2, c2 me�usobno razliqiti

brojevi.

168. Dokazati da za svaki prirodan broj n vaжi
1

(x + 1)(x + 2) . . . (x + n)
=

n
∑

i=1

(

n − 1

i − 1

)

(−1)i−1

x + i
, gde

je x ∈ R \ Z.
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RexeƬa zadataka, uputstva i rezultati

I Pojam polinoma, osnovne operacije sa polinomima, koeficijenti polinoma.

1. f(−2) = (−2) − (−2)3 = 6.

2. Svi identiteti vaжe.

3. Q(x) = 3x3 + 3x.

4. a) P + Q = 3x2 − 1, P − Q = 3x2 − 2x + 3, P · Q = 3x3 − 7x2 + 3x − 2, 3P + 2Q = 9x2 − x − 1;

b) P + Q = 2x2 − 2x, P − Q = −4x + 2, P · Q = x4 − 2x3 − 3x2 + 4x − 1, 2P − 3Q = −x2 − 9x + 5;

v) P + Q = 2x6 + 3x5 − 3x2 + 4x− 3, P −Q = 2x6 − 3x5 − 3x2 − 4x+ 3, P ·Q = 6x11 − x7 − 6x6 − 12x3 + 9x2,

P − 2Q = 2x6 − 6x5 − 3x2 − 8x + 6;

g) P + Q = x4 + 2x2 − x + 1, P − Q = −x4 − 2x3 − 3x − 1, P · Q = −x7 − 2x5 − 2x4 − 2x3 − x2 − 2x,

−3P − 2Q = −2x4 + x3 − 5x2 + 4x − 2.

5. −5x3 + 11x2 − 2x = −x · (5x2 − 11x + 2) = −x(5x − 1)(x − 2).

6. a) P (x) = 2x2 − x + 5; b) P (x) = 2x2 − x + 5; v) P (x) = 2x2 − x + 5.

7. f(x) = x2 − 5x + 3.

8. f(x) = −x3 + 2x2 − x + 5.

9. Kako polinom f(x) prolazi kroz taqke (x, y): (0, 1), (1,−1), (2, 5), (3, 37) imamo da je
f(0) = 1, f(1) = −1, f(2) = 5, f(3) = 37. Sa druge strane imamo f(0) = d, f(1) = a + b + c + d,
f(2) = 8a + 4b + 2c + d i f(3) = 27a + 9b + 3c + d, tj.

f(0) = d = 1
f(1) = a + b + c + d = −1
f(2) = 8a + 4b + 2c + d = 5
f(3) = 27a + 9b + 3c + d = 37 ,

koji kada reximo dobijamo rexeƬe (a, b, c, d) = (3,−5, 0, 1), tj. traжeni polinom je y = f(x) =
3x3 − 5x2 + 1.

10. Ovde je x polinom po y: x = y4 − 3y2 − 5y + 5.

11. a) P (x) = x2 − 4x + 5; b) P (x) = 1
2x2 − 1

2x + 3; v) P (x) = x3 − x + 1;

12. Zbir koeficijenata polinoma P (x) = anxn + . . . + a1x + a0 jednak je P (1) = an . . . + a1 + a0. Stoga
imamo:

a) P (1) = (2 · 12 + 1 − 4)2016 = (−1)2016 = 1; b) P (1) = 11998 · 210 = 1024; v) P (1) = 21999 + (−2)1999 = 0;

g) P (1) = (−1)450 · (−1)540 = 1; d) P (1) = 1100 · 0100 = 0.

13.
P (1)−P (−1)

2 = 31999+1
2 .

14. Ako je P (x) = anxn + . . . + a1x + a0, ai ∈ Z, onda je razlika P (5)− P (3) deƩiva sa 5 − 2 = 3, jer
je P (5) − P (3) = an(5n − 2n) + an−1(5

n−1 − 2n−1) + . . . + a1(5 − 2). Kako je P (5) − P (2) = 5, xto nije
deƩivo sa 3, to dobijamo da takav polinom ne postoji.

15. Ako bi postojao, onda bi razlika P (7) − P (2) = 2016 − 7 = 2009 bila deƩiva sa 7 − 2 = 5, xto
nije taqno, pa takav polinom ne postoji.

16. Na osnovu prethodnih zadatka dobijamo da ako postoji polinom sa celobrojnim koeficijentima
tada je P (11) − P (7) uvek deƩivo sa 4, pa ne moжe biti prost broj.
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17. Sliqno kao i u zadatku 1.5 dobijamo a−b | P (a)−P (b) = b−c | P (b)−P (c) = c−a | P (c)−P (a) = a−b.
Iz ovog niza jednakosti sledi da je a−b = ±(b−c) i a−b = ±(c−a). Ako je a−b = c−b onda je a = c
xto daje kontradikciju sa qiƬenicom da su brojevi a, b, c razliqiti. Ako je a − b = a − c onda je
b = c xto je opet kontradikcija. Ako je a− b = b− c i a− b = c− a onda iz prve jednaqine dobijamo
a − c = 2(a − b), a iz druge a − c = b − a odakle je a − b = 0, tj. a = b. Kako smo u svim sluqajevima
dobili kontradikciju, polazna pretpostavka ne moжe da vaжi, pa ne postoji takav polinom.

18. Pokazati matematiqkom indukcijom ili uz pomo� binomnomnog obrasca da je (a+
√

b)k+(a−
√

b)k

ceo broj za svako prirodno k.

19. P (x) · (x) = [1 + x2 + . . . + x100 − x(1 + x2 + . . . + x98)] · [1 + x2 + . . . + x100 + x(1 + x2 + . . . + x98)] =
(1 + x2 + . . . + x100)2 − x2(1 + x2 + . . . + x98)2 i sad je oqigledno da ima samo parne stepene.

20. Kako polinom P (−x) ima isti koeficijent kao i polinom P (x) uz x20 i Q(−x) kao i Q(x),
problem se svodi na posmatraƬe polinoma P (−x) = (1 + x2 + x3)1000 i Q(−x) = (1 − x2 − x3)1000.
Svi qlanovi u P (−x) su pozitivni i sabiraju se, dok su neki qlanovi u Q(−x) sa negativnim
predznakom, tako da �e se neki qlanovi me�usobno pokratiti. Stoga je koeficijent uz x20 ve�i u
P (−x) nego u Q(−x), tj. ve�i je u P (x) nego u Q(x).

21. 1 − x. 22. x3 + 2x2 + 4x + 8 +
17

x − 2
(ili koliqnik je x3 + 2x2 + 4x + 8, a ostatak 17).

23.
5 − 2x

x2 − 5x + 6
=

5 − 2x

(x − 2) · (x − 3)
. 24.

6x2 − 3x

x2 + 2x + 4
=

3x(2x − 1)

x2 + 2x + 4
. 25.

−x2

x3 − 2x2 + x − 2
=

−x2

(x − 2) · (x2 + 1)
.

26. D)
x2 − x + 1

x2 + x + 1
. 27. 3x2 + 1.

28. a) Ako x2 prebacimo na drugu stranu, dobijamo polinom drugog stepena, koji je nula–polinom
jer uzima vrednost 0 za tri razliqite vrednosti: x = a, x = b, x = c. b) Prebacimo 1 na drugu
stranu i dobijamo polinom P tre�eg stepena za koji je P (a) = P (b) = P (c) = P (d) = 0, te je
nula–polinom.

29. Ako traжimo koeficijente polinoma P dobi�emo homogen sistem od n + 1 jednaqina sa n + 1
nepoznatih, qija je determinanta sistema razliqita od nule jer je to Vandermondova determinanta
za n + 1 razliqitih vrednosti. Stoga sistem ima jedinstveno rexeƬe. To je trivijalno rexeƬe,
pa je polinom P nula–polinom.

30. Posmatra se novi polinom P − Q i primeni se rezultat prethodnog zadatka.

31. a = 3, b = 1, P (x) = x2 + x + 1.

32. Neka je P (x) = ax4 + bx3 + cx2 + dx + e. Iz uslova P (1) = P (−1) i P (2) = P (−2) dobijamo sistem
b + d = 0, 8b + 2d = 0, qije je rexeƬe b = d = 0. Znaqi P (x) = ax4 + cx2 + e. Odatle direktno sledi
P (x) = P (−x)(∀x ∈ R).

33. Iz P (x) = P (−x) nakon izjednaqavaƬa koeficijenata i rexavaƬa homogenog sistema, dobija se
P (x) = ax4 − 2ax3 + bx2 + (a − b)x + c, a, b, c ∈ R, a 6= 0.

34. Kada bi postojao Q(x) bi bio polinom drugog stepena Q(x) = ax2+bx+c. Odredimo kompoziciju
(Q◦Q)(x) = a(ax2+bx+c)2+b(ax2+bx+c)+c = a3x4+2a2bx3+(2a2c+ab2+ab)x2+(2abc+b2)x+(ac2+bc+c).
IzjednaqavaƬem koeficijenata dobijamo a = 1, b = 1

2 , c = 1
8 iz koeficijenata najstarija tri qlana,

ali to se ne slaжe sa narednim jednaqinama 2abc + b2 = 1, ac2 + bc + c = 1, pa ne postoji takav
polinom Q.

35. Q(x) = ax + 3a − 3, a ∈ R.

36. Dobije se sistem koji nema rexeƬa (kao u zadatku 1.19).

37. a) Ako je deg P = n, deg Q = m tada mora da vaжi n + m = nm, n, m ∈ N0. Trivijalno rexeƬe
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n = m = 0 daje P = 1, Q = c, c ∈ R .

Imamo i netrivijalno rexeƬe ove jednaqine n = m = 2.
Tada su P (x) = ax2 + bx + c i Q(x) = dx2 + ex + f . Iz uslova P · Q = P ◦ Q, kada izjednaqimo
koeficijente, dobijamo sistem: ad2 = ad, 2ade = ae + bd, ae2 + 2df + bd = af + be + cd, 2aef + be =
bf + ce, af2 + bf + c = cf . ƫegovo rexeƬe je d = 1, b = ae, f = −e, c = 0, tj. traжeni polinomi su

P = x2 + aex, Q = x2 + ex − e, a, e ∈ R, a 6= 0 .

Pored ovih rexeƬa imamo i rexeƬe P = 0, Q je proizvoƩan polinom .

b) Iz a) dobijamo da su rexeƬa P = Q = x2, P = Q = 1 i P = Q = 0 .

II DeƩivost polinoma, Hornerova xema, Euklidov algoritam, Bezuov stav.

38. Koliqnik je Q(x) = x2 + 3x + 8, a ostatak je R(x) = 19. Ovaj rezultat moжemo dobiti obiqnim
deƩeƬem polinoma ili primenom Hornerove xeme.

39. Iz jednakosti P (x) = (x + 1)Q1(x) + 3 i P (x) = (x − 2)Q2(x) − 3 uvrxtaƬem x = −1 tj. x = 2
dobijamo sistem −2 + a + b = 3, 4 − 2a + b = −3, qija su rexeƬa a = 4, b = 1.

40. Ostatak je R(x) = −2x + 6.

41. Ostatak je R(x) = x−b
a−bra + x−a

b−a rb.

42. Po Bezuovom stavu imamo da iz P (1) = 1n + 1n − 2 = 0 sledi da x − 1 deli P (x). Kako je

P (0) = (−1)n +1n−2 =

{

0 za n parno
−2 za n neparno

to je za n parno P (x) deƩiv sa x, a za n neparno nije.

Stoga je i P (x) deƩiv polinomom Q(x) ako i samo ako je n paran broj.

43. Za svako n.

44. a = −1, b = 2.

45. P (x) = x2 · (x − 4) + ax + b

Koliqnik je x − 4, a ostatak je ax + b.

Bezuov stav:

x − 2 | P (x) ⇒ P (2) = 0 = −8 + 2a + b

x − 5 | P (x) ⇒ P (5) = 0 = 25 + 5a + b

RexavaƬem sistema 2a + b = 8 5a + b = −25 dobijamo a = −11 i b = 30.

Traжeni ostatak je −11x + 30.

46. Ostatak je R(x) = −4x + 15.

47. Ostatak je r = −1.

48. a = −6, b = 11, c = −6.

49. a) Na osnovu Bezuovog stava imamo da je ostatak jednak P (−1) = 2100 − 299 + . . .− 2 + 1 = 2101+1
3 .

b) Ostatak pri deƩeƬu polinomom Q = 2x−1 je isti kao i ostatak pri deƩeƬu polinomom Q′ = x− 1
2

(samo je koliqnik u ovom sluqaju dva puta ve�i). Stoga je traжeni ostatak jednak P (1
2 ) = 1 + 1 +

. . . + 1 = 101. v) Sliqno kao pod a) i b) ostaci pri deƩeƬu polinoma P sa x − 1 i x + 1
2 jednaki

su P (1) = 2100 + 299 + . . . + 2 + 1 = 2101 − 1 i P (− 1
2 ) = 1 − 1 + · · · − 1 + 1 = 1, respektivno. Sada

iskoristimo rezultat zadatka 2.5 i ostatak je R(x) = 2102
−4

3 x + 2101+1
3 .

50. Pn(x) = (x − 1)(x − 2) · T (x) + R(x).

Kako je polinom kojim delimo, Q(x), stepena 2, pa je ostatak R(x) stepena < 2, tj. R(x) = Ax + B

Na osnovu Bezuovog stava imamo:

2 je ostatak pri deƩeƬu sa x − 1 ⇒ P (1) = 2 = A · 1 + B;
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1 je ostatak pri deƩeƬu sa x − 2 ⇒ P (2) = 1 = A · 2 + B.

RexavaƬem sistema A + B = 2 2A + B = 1 dobijamo A = −1 i B = 3.

Traжeni ostatak je R(x) = −x + 3.

51. D) 17.

I naqin: Ako se polinom P (x) podeli sa Q(x) = x2 − 4x + 4 dobija se da je

P (x) = Q(x) · (x3 + x2 + ax + (4a − 3)) + (12a− 12)x + (b + 12 − 16a).

Ostatak mora biti 0, tj. 12a− 12 = 0 i b + 12 − 16a = 0 ⇒ a = 1, b = 4 ⇒ a2 + b2 = 17.

II naqin: Dva puta primenimo Hornerovu xemu sa a = 2.

III naqin: P (2) = −12 + 8a + b = 0, P ′(x) = 5x4 − 12x3 + 3ax2 + 2x ⇒ P ′(2) = 12a− 12 = 0.

52. P (x) = (x + 1)(x2 + 1)Q(x) + ax2 + bx + c. Odmah imamo da je ostatak pri deƩeƬu polinoma P (x)
sa x+1 jednak P (−1) = 4 = a− b+ c. GrupisaƬem dobijamo P (x) = (x2 +1)[(x+1)Q(x)+ a]+ bx+ c− a,
pa je 2x+3 = bx+ c−a ostatak pri deƩeƬu polinoma P (x) sa x2 +1. Iz ove dve jednaqine se dobija
rexeƬe a = 3

2 , b = 2, c = 9
2 , tj. traжeni ostatak je R(x) = 3

2x2 + 2x + 9
2 .

53. R(x) = −2x3 + 2x2 + x + 5.

54. Stavimo smenu x2 = y. Imamo da je P ′(x) = y2n−1−y2n−2+ . . .+y−1 i Q′(y) = y2−1 = (y−1)(y+1).
Iz P ′(−1) = −2n 6= 0 sledi da Q′(y) ne deli P ′(y), tj. P (y) nije deƩiv sa Q(y).

55. Iz deƩivosti polinoma P (x) sa x − 1 dobijamo da je P (1) = 0. Kako je P (−x) = P (x) dobijamo
P (−1) = 0, pa je P (x) deƩiv i sa x + 1, tj. deƩiv je sa (x − 1)(x + 1) = x2 − 1.

56. Iz postavke zadatka imamo da je zbir koeficijenata na parnim mestima jednak zbiru koefi-
cijenata na neparnim mestima, a odatle se dobija P (−1) = 0 i P (1) = 2. Sada se iz izraza
P (x) = (x2 − 1)Q(x) + R(x), gde je R(x) = ax + b ili direktnom primenom rezultata zadatka 2.5
dobija R(x) = x + 1.

57. Mogu�e je u sva tri sluqaja:
P1(x) = x + 5, P2(x) = x − 3, Q(x) = x + 1 tada Q|P1 + P2.
P1(x) = x − 1, P2(x) = x + 2, Q(x) = x2 + x − 2 tada Q|P· + P2.
P1(x) = x + 1, P2(x) = x − 2, Q(x) = x − 1 tada Q|P1(P2).

58. Uvedimo pomo�ni polinom Q(x) = P (x) − p. Kako je Q(1) = Q(2) = Q(3) = Q(4) = 0, to je mogu�e
Q predstaviti u obliku Q(x) = (x − 1)(x − 2)(x − 3)(x − 4)T (x). Ako bi bilo P (a) = 2p ⇒ Q(a) = p,
tj. imali bismo da broj p dele sva qetiri broja a − 1, a − 2, a − 3 i a − 4 xto je nemogu�e jer su
{−p,−1, 1, p} jedini delioci prostog broja p.

59. Zadatak ima dva rexeƬa: a = −7, b = −1 i a = −12, b = −2.

60. Stavivxi (x3 +x+a)(x3 +kx2 + lx+m) = x6 +x3 +a, dobijamo kontradiktoran sistem jednaqina.

61. a) Ovaj zadatak �emo rexiti na 3 naqina: rexavaƬem sistema, vixestrukom primenom
Hornerove xeme i korix�eƬem Tejlorove formule.

I naqin: P (x) = x3 − 3x2 + 4x + 1 = a(x − 1)3 + b(x − 1)2 + c(x − 1) + d, odnosno kad stepenujemo i
grupixemo dobijamo

P (x) = x3 − 3x2 + 4x + 1 = ax3 + (b − 3a)x2 + (c − 2b + 3a)x + (d − c + b − a).

IzjednaqavaƬem odgovaraju�ih koeficijenata dobijamo sistem

a = 1

b − 3a = −3

c − 2b + 3a = 4

d − c + b − a = 1,

qija su rexeƬa a = 1, b = 0, c = 1 i d = 3. Traжeni razvoj po potencijama od x − 1 je P (x) =
(x − 1)3 + (x − 1) + 3.
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II naqin: Vixestruko �emo deliti polinom P (x) sa x − 1 Hornerovom xemom:

1 −3 4 1

1 1 −2 2 3

1 1 −1 1

1 1 0

1 1

Time smo dobili da je P (x) = x3−3x2+4x+1 = (x−1)·(x2−2x+2)+3 = (x−1)·
(

(x−1)·(x−1)+1
)

+3 =
(x − 1)3 + (x − 1) + 3.
Vidimo da koeficijente razvoja 1,0,1,3 dobijamo kada proqitamo obrnutim redosledom ostatke u
vixestrukoj Hornerovoj xemi.

III naqin: Polinom P (x) stepena n je jednak svom Tejlorovom polinomu Tn stepena n. Razvimo
funkciju P (x) u Tejlorov polinom u okolini taqke 1.
P (x) = x3 − 3x2 + 4x+ 1, P ′(x) = 3x2 − 6x+ 4, P ′′(x) = 6x− 6, P ′′′(x) = 6. P (1) = 3, P ′(1) = 1, P ′′(1) = 0,
P ′′′(1) = 6. P (x) = T3(x) = 3 + 1

1! (x − 1) + 0
2! (x − 1)2 + 6

3! (x − 1)3 = 3 + (x − 1) + (x − 1)3.

b) Razvimo funkciju P (x) u Tejlorov polinom u okolini taqke −2. −2 uzimamo jer je x+2 = x−(−2).
P (x) = T3(x) = −21 + 23(x + 2) − 8(x + 2)2 + (x + 2)3.

v) I naqin: Vixestruko �emo deliti polinom P (x) sa x − 2 Hornerovom xemom. Obratite paжƬu
da koeficijenti polinoma P (x) = x4−x3+x2−1 u prvom redu Hornerove xeme nisu 1 −1 1 −1
jer bi to odgovaralo polinomu tre�eg stepena x3−x2+x−1, nego su 1 −1 1 0 −1 , jer polinom
P (x) moжemo zapisati kao P (x) = x4 − x3 + x2 + 0 · x − 1. Stoga imamo:

1 −1 1 0 −1

2 1 1 3 6 11

2 1 3 9 24

2 1 5 19

2 1 7

2 1

Time smo dobili da je P (x) = (x − 2)4 + 7(x − 2)3 + 19(x − 2)2 + 24(x − 2) + 11.
Koeficijente razvoja 1,7,19,24,11 dobijamo kada qitamo unazad ostatke u vixestrukoj Hornerovoj
xemi.

II naqin: Razvimo P (x) u Tejlorov polinom u okolini taqke 2. P (x) = x4 − x3 + x2 − 1, P ′(x) =
4x3 − 3x2 + 2x, P ′′(x) = 12x2 − 6x + 2, P ′′′(x) = 24x − 6, P iv(x) = 24. P (2) = 11, P ′(2) = 24, P ′′(2) = 38,
P ′′′(2) = 42, P iv(2) = 24. P (x) = T4(x) = 11 + 24(x − 2) + 19(x − 2)2 + 7(x − 2)3 + (x − 2)4.

g) P (x) = T4(x) = 52 + 89(x − 3) + 51(x − 3)2 + 12(x − 3)3 + (x − 3)4.

d) P (x) = T4(x) = −7(x − 2) − (x − 2)2 + 3(x − 2)3 + (x − 2)4.

�) P (x) = T5(x) = (x + 1)2 + 2(x + 1)3 − 3(x + 1)4 + (x + 1)5.

62. a) P (x) = (x − 1)3 + (x − 1) + 3; b) P (x) = (x + 2)4 − 5(x + 2)3 + 2(x + 2)2 + 26(x + 2) − 41; v)
P (x) = 2(x − 3)5 + 30(x − 3)4 + 177(x − 3)3 + 519(x− 3)2 + 757(x − 3) + 431.

63. a) 209; b) 200; v) 2166.

64.

65. a) NZD(P, Q) = 1, S(x) = x, T (x) = −3x2 − x + 1;
b) NZD(P, Q) = x + 2, S(x) = 1

8 (x − 3), T (x) = 1
8 (−x2 + 3x + 1);

v) NZD(P, Q) = x2 − x + 2, S(x) = − 1
2x, T (x) = − 1

2 (x2 − 2x + 1).

66. x2 − 2x + 1.

67.

68. Jeste za svako p.
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69. Ako je a = −b, onda je P2n+1 = 0. Neka je zato a + b 6= 0.
Za n = 1 dobija se da je P3(x) = [x2 + (a + b)x + ab] · 3(a + b) = 3(a + b)(x + a)(x + b). Dakle nule
polinoma P3 su x1 = −a i x2 = −b. Kako je P2n+1(−a) = b2n+1 +a2n+1−a2n+1−b2n+1 = 0 i P2n+1(−b) =
a2n+1 + b2n+1 − a2n+1 − b2n+1 = 0, vidimo da su x1 = −a i x2 = −b nule i polinoma P2n+1, pa
P3(x)|P2n+1 = 0, xto je i trebalo dokazati.
Za n = 2 dobija se polinom P5(x) = 5(a + b)[x4 + 2(a + b)x3 + 2(a + b)2x2 + (a + b)3x + ab(a2 + ab + b2)].
P5 : P3 = 5

3 [(x2 + (a + b)x + (a2 + ab + b2)]. Nule ovog koliqnika su x3 i x4 xto sa prethodno na�enim
nulama daje skup rexeƬa jednaqine P5 = 0:

x1 = −a, x2 = −b, x3,4 = −a + b

2
± i ·

√

3

4
(a2 + b2) +

ab

2
.

III Nule polinoma (celobrojne, racionalne i kompleksne), Vietova pravila; ireducibilni
polinomi.

70. a) Jednaqinu moжemo zapisati kao x3 − 1 = (x − 1) · (x2 + x + 1), te ona ima rexeƬa: x1 = 1,

x2,3 =
−1 ± i

√
3

2
.

b) Jednaqinu moжemo zapisati kao x3 + 8 = (x + 2) · (x2 + 2x + 4), te ona ima rexeƬa: x1 = −2,
x2,3 = 1 ± i

√
3 .

71. a) k = 2; b) k = 3; v) k = 2;

72. P (x) = a(x + 1)(x − 2)(x + 2)2 = ax4 + 3ax3 − 2ax2 − 12ax − 8a, a ∈ R, a 6= 0.

73. P (x) = x4 + 10x3 + 36x2 + 56x + 32.

74. Zajedniqke nule polinoma P i Q su rexeƬa jednaqine NZD(P, Q) = 0.
a) x1,2 = ±i; b) x1 = −1, x2 = −2.

75. Broj x = a je nula reda kl polinoma P · Q i nula reda k polinoma P + Q.

76. P (x) = x2(x2 −x)−x(x2−x)+2(x2−x)+2. Kako je α2 −α = 3, imamo P (α) = α2 ·3−α ·3+2 ·3+2 =
3(α2 − α) + 8 = 3 · 3 + 8 = 17.

77. R(x) = 2x2 − 6x + 4.

78. Napiximo polinom P u obliku P (x) = xn − 1− ax(xn−2 − 1) = (x− 1)[xn−1 + . . .+ x+ 1− ax(xn−3 +
. . . + x + 1)]. Da bi polinom u uglastoj zagradi bio deƩiv sa x − 1, potrebno je i dovoƩno (po
Bezuovom stavu) da bude n − a(n − 2) = 0. Dakle P (x) je deƩiv sa (x − 1)2 za proizvoƩno n > 2 i
a = n−2

n .

79. a = −7, b = −60. Koreni polinoma P su x1 = 3, x2 = −4, x3 = −5.

80. Iz jednakosti (x−2)(x−α)(x−α+2) = x3+ax2+4x+b se dobija sistem a = −2α, 4 = α2+2α−4, b =
−2α2 +4α. Ovaj sistem ima dva rexeƬa u skupu Z: α1 = 2, a1 = −4, b1 = 0 i α2 = −4, a2 = 8, b2 = −48,
a odgovaraju�i koreni jednaqine su x1 = 0, x2 = 2, x3 = 2 i x1 = −6, x2 = −4, x3 = 2.

81. Ima dva rexeƬa: a1 = −9, b1 = −24 i a2 = 9, b2 = 24, a odgovaraju�e nule polinoma su x1 =
2, x2 = 3, x3 = 4 i x1 = −4, x2 = −3, x3 = −2.

82. D) 8.

83. A) 1.

84. B) −6.
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85. Iz Vietovih formula odmah moжemo dobiti x1x2x3x4 = −6.

Da su se u zadatku traжile i nule polinoma, onda bi na osnovu tvr�eƬa za kompleksne nule
polinoma sa realnim koeficijentima dobili da x1 = 1 + i ⇒ x2 = 1 − i nula ovog polinoma. Po
Bezuovom stavu imamo da (x − x1) | P (x) i (x − x2) | P (x), pa i (x − x1) · (x − x2) | P (x). Kako je

(x − x1) · (x − x2) = (x − (1 + i)) · (x − (1 − i)) = (x − 1)2 − i2 = x2 − 2x + 2,

ostaje da sa ovim polinomom podelimo P (x). Kao koliqnik se dobija x2 +2x− 3 i odatle dobijamo
preostale 2 nule: x3 = 1 i x4 = −3.

86. Odrediti proizvod svih rexeƬa jednaqine x4 − 5x2 + 10x − 6 = 0, ako je poznato da je 1 + i
jedno Ƭeno rexeƬe.

87. C) x3 − 2x2 + x − 1 = 0.

88. Ako je q neparan, neparni su mu i svi delioci, pa bi i rexeƬe, oznaqimo ga sa x0 moralo biti
neparno. A kako je to koren jednaqine moralo bi da vaжi x0

3 + 3x0 + q = 0, xto je nemogu�e jer
suma tri neparna broja ne moжe biti jednaka nuli.

89. Ako me�u korenima polinoma P imamo dva suprotna broja λ i −λ i preostali koren nek je µ,
tada se p moжe predstaviti u obliku P (x) = (x − λ)(x + λ)(x − µ). Kad izjednaqimo koeficijente
dobija se a = −µ, b = −λ2, c = λ2µ, a odatle se direktno dobija da je ab = c.
Ako je ab = c, tada imamo da je P (x) = (x2 + b)(x + a), a kako su rrexeƬa jednaqine x2 + b = 0
suprotni brojevi, to dobiajmo da me�u korenima P postoje dva suprotna broja.

90. Neka je x1 ∈ Z rexeƬe. Iz Bezuovog stava imamo f(x) = (x − x1)q(x). Tada iz uslova da je
f(0) = −x1q(0) neparan dobijamo da je x1 neparan. Iz uslova da je f(1) = (1 − x1)q(1) neparan
dobijamo da je 1 − x1 neparan, xto je nemogu�e, pa f nema celobrojnih korena.

91. Sliqno kao prethodni primer. Neka je x1 ∈ Z rexeƬe. Tada je f(x) = (x − x1)q(x). Kad tu
zamenimo redom x = 1, 2, 3 i izmnoжimo te jednakosti dobija se f(1) · f(2) · f(3) = (1− x1)(2− x1)(3−
x1)q(1)q(2)q(3), a ta jednakost nije mogu�a jer je taqno jedan od brojeva 1 − x1, 2 − x1, 3 − x1 koji
javƩaju na levoj strani jednakosti deƩiv sa 3, proizvod f(1) ·f(2) ·f(3) sa desne strane nije deƩiv
sa 3 iz uslova zadatka. Kontradikcija.

92. Neka je x1 ∈ Z nula polinoma P (x) = anxn + . . .+a1x+a0. Prikaжimo je u obliku x1 = nk+ r, k ∈
Z, 0 6 r 6 n − 1. Tada je P (r) = P (r) − 0 = P (r) − P (x1) = (anrn + . . . + a1r + a0) − [an(nk + rn + . . . +
a1(nk + r) + a0]. OduzimaƬem a0 se ukida, ponixtavaju se qlanovi oblika air

i, a od preostalih
svaki sadrжi n kao faktor, pa moжemo pisati P (r) = nc, gde je c neki ceo broj razliqit od nule
(jer je iz postavke zadatka P (x) 6= 0, za x = 0, 1, . . . , n − 1). Ali tada odbijamo kontradikciju sa
drugom polaznom predpostavkom: |P (x)| < n, za x = 0, 1, . . . , n − 1.

93. Koristiti binomni obrazac i uslove zadatka.

94. Neka je α nula polinoma P (x) = anxn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0 sa celobrojnim koeficijentima.

Tada je m
√

α nula polinoma Q(x) = anxmn + an−1x
m(n−1) + . . . + a1x

m + a0.

95. Iz P (x1) = x4 · P ( 1
x1

) direktno sledi da je x1 6= 0 koren jednaqine da je tada i 1
x1

koren te
jednaqine.

96. a = −2, b = −24.

97. Treba proveriti jesu li x = ±1 ili x = ± 1
p koreni polinoma P . Za x = 1 imamo P (1) = 2 6= 0.

Za x = −1 imamo P (−1) = −2p + 2 < 0. Da bi x = 1
p bio koren treba P ( 1

p ) = 0, tj. 1
p4 − p−1

p2 + 1 = 0,

odnosno, p4−p3 +p2 +1 = 0, a ova jednaqina nema celobrojnih korena (jedini kandidati ±1 se lako
odbace). Analogno se pokazuje i da x = − 1

p nije koren.

Od kandidata za koren odmah �emo odbaciti pola: x = 1, 2, 1
p , 2

p jer je za Ƭih f(x) = px3+x+2 > 0.
DaƩi postupak je potpuno isti kao u prethodnom zadatku i na kraju se dobije da ni za jedan prost
brost broj p data jednaqina nema racionalni koren (1 nije prost broj!).

98. x1 = 1
2 , x2 = 2

3 , x3 = 1.
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99. P (x) = (x − 1)(x − 2)(x − 4).

100. Kako je polinom moniqan, to je Ƭegov najstariji koeficijent an = 1. Stoga ako bi imao
racionalnih nula one bi bile celobrojne, a kako je u postavci dato da P nema celobrojnih nula,
to dobijamo da su sve realne nule tog polinoma iracionalni brojevi.

101. Neka je x1 = n
√

p. To je rexeƬe jednaqine xn − p = 0. Racionalni kandidati za koren ove
jednaqine su: ±1 i ±p. Ali kako je P (1) = 1 − p < 0, P (−1) = ±1 − p < 0, P (p) = pn − p > 0 i

P (−p) = (−p)n − p =

{

pn − p > 0 za n parno
−pn − p < 0 za n neparno

to dobijamo da je x1 = n
√

p iracionalan broj.

102. Isti dokaz kao u prethodnim zadacima.

103. Uvedimo pomo�ni polinom Q(x) = P (x) − 1. Kako su mu nule x = a, x = b i x = c on se moжe
predstaviti u obliku Q(x) = (x−a)(x− b)(x− c)R(x). Tada je P (x) = (x−a)(x− b)(x− c)R(x)+1. Ako
bi P imao celobrojnu nulu x = d tada bi vaжilo 0 = P (d) = (d − a)(d − b)(d− c)R(d) + 1. Ali u tom
sluqaju dobijamo da postoje 3 razliqita broja d−a, d−b i d−c koji dele −1 xto je kontradikcija.

104. a) Nule polinoma Q1(x) su x1 − a, x2 − a, . . . , xn − a. b) Nule polinoma Q2(x) su x1, x2, . . . , xn.
v) Nule polinoma Q3(x) su 1

x1

, 1
x2

, . . . , 1
xn

. g) Nule polinoma Q4(x) su bx1, bx2, . . . , bxn.

105. Neka je P (a) = P (b) = P (c) = 2 za razliqite brojeve a, b, c. Pretpostavimo da je P (d) = 3, tada
je −1 = P (a)−P (d) = (a− d) ·m, m ∈ Z (vidi zadatak 1.5). Odatle sledi da je a− d = ±1. Analogno
se dobijaju b− d = ±1 i c− d = ±1. Odatle se dobija da su bar dva od brojeva a, b, c jednaka xto je
u kontradikciji sa pretpostavkom zadatka.

106. Pretpostavimo da postoje R, S takvi da je P (x) = R(x) · S(x). Iz P (ai) = −1 = R(ai) · S(ai)
dobijamo R(ai) = −S(ai), tj. R(ai)+S(ai) = 0, pa polinom R(x)+S(x) ima n nula (ai), a stepen mu je
maƬi od n pa po zadatku 1.12 dobijamo da je R(x) + S(x) = 0. Tj. dobili smo da je P (x) = −R(x)2,
ali to je nemogu�e jer smo dobili da je P (x) 6 0 ∀x, a treba P (x) → ∞ kad x → ∞.

107.

108.

109. Ako u datu jednaqinu uvrstimo x = 0 dobijamo P (0) = 0. Ako uvrstimo x = 3 dobijamo
P (2) = 0. Ako uvrstimo x = 1 dobijamo P (1) = − 1

2P (0) = 0. P (3) nije jednoznaqno odre�en, a od
Ƭegovog izbora zavise P (4), P (5), . . . Na osnovu Bezuovog stava imamo da je P (x) = x(x−1)(x−2)Q(x).
Kada ovo uvrstimo u uslov zadatka dobijamo x(x−1)(x−2)(x−3)Q(x−1) = (x−3)x(x−1)(x−2)Q(x),
tj. Q(x − 1) = Q(x). Na osnovu zadatka 1.13 dobijamo da je Q(x) = c. Stoga su sva rexeƬa polazne
jednaqine polinomi P (x) = cx(x − 1)(x − 2), c ∈ R.

110. Ako u datu jednaqinu uvrstimo x = 1 dobijamo P (0) = 0. Ako uvrstimo x = 2 dobijamo
P (1) = − 1

2P (1) = 0. Ako u datu jednaqinu uvrstimo x = 3 dobijamo P (3) = 0. Ako uvrstimo x = 4
dobijamo P (4) = 1

3P (3) = 0 . . . Kako je P (n) = n−3
n−1P (n − 1) za n > 4 to nam P (3) = 0 ⇒ P (4) = 0 ⇒

P (5) = 0 ⇒ . . . Matematiqkom indukcijom moжemo pokazati da je P (n) = 0, n ∈ N. Na osnovu
zadatka 1.13 dobijamo da je P (x) = 0 i to je jedino rexeƬe.

111. Polinom nema realnih nula (ako bi imao imao bi beskonaqno mnogo realnih nula jer P (x) = 0
povlaqi P (x2 + x + 1) = 0). Ovaj polinom je ili konstanta ili ima kompleksnih nula. Ako je

konstanta P (x) = c, onda je c2 = c, tj. imamo rexeƬa P (x) = 0, P (x) = 1 . Ako ima kompleksan

koren a+bi onda su mu koreni i a−bi (zbog osobina kompleksnih korena) i −a−bi i −a+bi (ove dva
zbog parnosti funkcije: funkcija je parna jer je P (x) ·P (x+1) = P (x2 +x+1) = P (−x) ·P (−x−1) za
beskonaqno mnogo vrednosti). Neka je a > 0, b > 0 (ako nije zamenimo koren sa nekim od preostala
tri korena). Kad zamenimo koren a + bi u x2 + x + 1 i izraqunamo kvadrat modula tog kompleksnog
broja on je jednak (b4 − 2b2 + 1) + (a2 + b2) + (a4 + 2a3 + 2a2 + 2a + 2a2b2 + 2ab2) > (a2 + b2). Kako u
gorƬoj nejednakosti treba da vaжi jednakost (da ne bismo imali beskonaqno kompleksnih korena)
to mora da bude ispuƬeno b2 = 1 a = 0. Dobili smo da su jedine nule ±i pa je u ovom sluqaju

rexeƬe P (x) = (x2 + 1)n .
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112. Svi koreni su negativni jer x > 0 ⇒ P (x) > 0. Oznaqimo te korene sa x1, x2 . . . , xn. Neka je
yk = −xk > 0, k = 1, . . . , n. Tada je P (x) = (x + y1)(x + y2) . . . (x + yn). Ako primenimo nejednakost
aritmetiqke i geometrijske sredine dobijamo 2 + yk = 1 + 1 + yk > 3 3

√
yk, pa je P (2) > 3n 3

√
y1y2 . . . yn.

Iz Vietovih formula imamo da je
∏

xi = (−1)n ⇒
∏

yi = 1, jer su yk > 0. Kad to uvrstimo u
prethodnu nejednakost dobijamo P (2) > 3n.

113. Fiksiramo x = a. Tada rexavamo diferencnu jednaqinu Pk+2(a) = 2a · Pk+1(a) − Pk(a), P0(a) =
1, P1(a) = a. ƫeno rexeƬe je Pk(a) = 1

2 (a +
√

a2 − 1)k + 1
2 (a −

√
a2 − 1)k. Za a > 1 Pk(a) > 0. Za

a 6 −1 i k parno Pk(a) > 0. Za a 6 −1 Pk(a) < 0. Stoga dobijamo da su sve realne nule |a| < 1.

114. Posmatrati pomo�ni polinom Q(x) = P (x)−n. Nule su mu razliqiti brojevi x1, x2 . . . , xn ∈ Z.
Tada je Q(x) = A(x−x1)(x−x2) . . . (x−xn). Slobodan qlan polinoma Q je Q(0) = −n, pa iz Vietovih

formula dobijamo x1x2 . . . xn = (−1)n (−n)
A , tj. n = (−1)n+1x1x2 . . . xn = |(−1)n+1x1x2 . . . xn| > 2n−2 (jer

su najvixe dva korena xk maƬa od 2 po apsolutnoj vrednosti). n > 2n−2 ⇒ n 6 4. Za n = 1 imamo
da je Q(x) = x− 1 ili Q(x) = −x + 1, tj. rexeƬa koja odgovaraju su x1 = 1 i A = 1, odnosno x1 = −1
i A = −1. Za n = 2 imamo da je Q(x) = x2 + x − 2 ili Q(x) = x2 − x − 2 ili Q(x) = −x2 + 3x − 2 ili
Q(x) = −x2 − 3x− 2 — rexeƬa koja odgovaraju x1 = 1, x2 = −2 i A = 1, tj. x1 = −1, x2 = 2 i A = 1,tj.
x1 = 1, x2 = 2 i A = −1, tj. x1 = −1, x2 = −2 i A = −1. Za n = 3 imamo da je Q(x) = x3 + 3x2 − x − 3
ili Q(x) = −x3 + 3x2 + x − 3 — rexeƬa koja odgovaraju x1 = 1, x2 = −1, x3 = −3 i A = 1, tj.
x1 = 1, x2 = −1, x3 = 3 i A = −1. Za n = 4 imamo da je Q(x) = −x4 + 5x − 4 — rexeƬe koje odgovara
x1 = 1, x2 = −1, x3 = 2, x4 = −2 i A = 1.

RexeƬa su: P (x) ∈ {±x, x2 ± x,−x2 ± 3x,±x3 + 3x2 ∓ x,−x4 + 5x2} .

115. P7(x) = Q(x) · R(x) i neka je 1 < deg R < 4 6 deg Q. R(xi) = ±1 pa R ima bar u qetiri taqke
vrednost 1 (ili −1 i tad razmatraƬe ide potpuno analogno) pa po zadatku 1.13 dobijamo da je
R = 1. Tad je 1 = deg R, pa smo dobili da je polinom P nemogu�e rastaviti na proizvod dva
polinoma stepena > 1 sa celobrojnim koeficijentima.

V Racionalne funkcije.

161. E) − 1
36 .

162. a) R(x) =
x4

x + 4
= x3 − 4x2 + 16x− 64+

256

x + 4
; b) R(x) =

x3 − 7x + 6

x2 + x − 2
=

x2 + x − 6

x + 2
= x− 1 +

−4

x + 2
;

v)

( x5 + 5x4 + 5x3 + 5x2 + 5x + 1) ÷ (x2 − 2x + 3) = x3 + 7x2 + 16x + 16 +
−11x − 47

x2 − 2x + 3− x5 + 2x4 − 3x3

7x4 + 2x3 + 5x2

− 7x4 + 14x3 − 21x2

16x3 − 16x2 + 5x
− 16x3 + 32x2 − 48x

16x2 − 43x + 1
− 16x2 + 32x − 48

− 11x − 47

ovde je prava racinalna funkcija
−11x − 47

x2 − 2x + 3
ve� parcijalni razlomak (jer imenilac x2 − 2x + 3

ima diskriminantu D < 0, pa se on ne rastavƩa).

163. a) R(x) =
x2 + 1

(x − 1)(x − 2)(x − 3)
=

1

x − 1
− 5

x − 2
+

5

x − 3
; b) R(x) =

x

x2 − 4x + 3
=

−1/2

x − 1
+

3/2

x − 3
;

v) R(x) =
1

x3 − x2 − 32x + 60
=

1

x − 2
+

1

x − 5
− 2

x + 6
; g) R(x) =

x2 + x + 1

(x − 1)3
=

1

x − 1
+

3

(x − 1)2
+

3

(x − 1)3
;

d) R(x) =
5x4 − 1

x5(x + 5)
=

1 − 1
55

x
+

1
54

x2
−

1
53

x3
+

1
52

x4
−

1
5

x5
+

1
55 − 1

x + 5
;
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�) R(x) =
2x4 + 3x3 + 31x2 + 5x + 10

(x + 3)3(x − 4)2
=

1

x + 3
− 2

(x + 3)2
+

1

(x + 3)3
+

1

x − 4
+

2

(x − 4)2
;

e) R(x) =
x2 + 1

x3 + x2 − x − 1
=

x2 + 1

(x + 1)2(x − 1)
=

1/2

x + 1
− 1

(x + 1)2
+

1/2

x − 1
;

ж) R(x) =
x3 + x2 + 2x + 7

(x + 1)2(x2 + 4)
=

1

x + 1
+

1

(x + 1)2
− 1

x2 + 4
;

z) R(x) =
1

x3 + 1
=

1

(x + 1)(x2 − x + 1)
=

1

3(x − 1)
+

−x + 2

3(x2 − x + 1)
;

i) R(x) =
11x4 + 20x3 − 45x2 + 22x + 158

(x − 3)(x + 2)2(x2 − 2x + 2)
=

10

x − 3
− 1

x + 2
+

1

(x + 2)2
+

2x − 6

x2 − 2x + 2
;

j) R(x) =
27x4 − 26x3 + 212x2 − 194x− 119

(x − 1)3(x2 + 9)2
=

2

x − 1
+

3

(x − 1)2
− 1

(x − 1)3
− 2x + 5

x2 + 9
+

2x + 2

(x2 + 9)2
.

164. a) R(x) =
1

(x + 1)(x + 4)
=

1/3

x + 1
− 1/3

x + 4
; b) R(x) =

x

(x + 1)(x + 2)(x + 3)
=

−1/2

x + 1
+

2

x + 2
+

−3/2

x + 3
;

v) R(x) = x3 − x2 + 3x − 5 +
1/3

x − 1
+

32/3

x + 2
;

g) R(x) =
x

(x − 1)2(x + 1)2
=

0

x − 1
+

1/4

(x − 1)2
+

0

x + 1
− 1/4

(x + 1)2
=

1/4

(x − 1)2
− 1/4

(x + 1)2
.

d) R(x) =
x3 + 1

x3 − 5x2 + 6x
= 1 +

1/6

x
− 9/2

x − 2
+

28/3

x − 3
;

�) R(x) =
1

x(x + 1)(x2 + x + 1)
=

1

x
− 1

x + 1
− 1

x2 + x + 1
;

e) R(x) =
x7 − x6

x3 + 1
= x4 − x3 − x + 1 − 2/3

x + 1
+

2/3x− 1/3

x2 − x + 1
;

ж) R(x) =
9

(x3 + 1)2
=

2

x + 1
+

1

(x + 1)2
+

3 − 2x

x2 − x + 1
+

3 − 3x

(x2 − x + 1)2
;

z) R(x) =
1

x4 − 1
=

1

(x − 1)(x + 1)(x2 + 1)
=

1/4

x − 1
− 1/4

x + 1
− 1/2

x2 + 1
;

i) R(x) =
x2 + 3x − 2

(x − 1)(x2 + x + 1)2
=

2/9

x − 1
+

−2/9x− 4/9

x2 + x + 1
+

1/3x + 8/3

(x2 + x + 1)2
;

j) R(x) =
6x2 − 13x + 4

x3 − 3x2 + 2x
=

2

x
+

3

x − 1
+

1

x − 2
; k) R(x) =

1

(x − 1)2(x2 + 1)
=

−1/2

x − 1
+

1/2

(x − 1)2
+

1/2x

x2 + 1
;

l) R(x) =
x3 − 2

(x2 + 1)x
= 1 +

−x − 2

(x2 + 1)x
= 1 − 2

x
+

2x − 1

x2 + 1
;

Ʃ) x2 + 6x + 13 nema realnih nula, jer je D = b2−4ac = −16 < 0, pa je R(x) =
1

x2 + 6x + 13
parcijalni

razlomak;

m) R(x) =
1

x4 − 5x3 + 6x2
=

1

x2(x − 2)(x − 3)
=

5/36

x
+

1/6

x2
− 1/4

x − 2
+

1/9

x − 3
;

n) Ako prvo uvedemo smenu t = x2, mnogo lakxe �emo na�i parcijalne razlomke:

R(x) =
1

x4 + 5x2 + 4
=

1

t2 + 5t + 4
=

1

(t + 1)(t + 4)
= . . . =

1/3

t + 1
− 1/3

t + 4
=

1/3

x2 + 1
− 1/3

x2 + 4
.

165. a) R(x) =
x3 + 1

(x2 + 4x + 5)(x2 + 1)3
=

5
4x + 1

x2 + 4x + 5
−

1
4x

x2 + 1
.
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