
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

Rexeǌa zadataka

Prvi razred – A kategorija

Ok 2016 1A 1

1. a) Venov dijagram za zadate skupove izgleda kao na slici, pri qemu su malim
slovima oznaqene kardinalnosti odgovaraju�ih delova. Jednakost iz postavke se pre-
vodi na

(e+ h+ k + g +m+ j) + (f + g) + (h+ i+ j + n) + (l +m) = e+ f + h+ i+ k + l,

a odavde sledi 2g + h + 2j + 2m + n = 0, te zakǉuqujemo g = h = j = m = n = 0. Prema
tome, B ∪ C se sastoji samo od delova u kojima su slova f , i, k i l, pa odmah imamo
B ∪ C ⊆ A.

b) Ne mora va�iti nijedna od tih inkluzija. Uzmimo A = {1, 2}, B = {1} i C =
D = {2}. Tada ne va�i nijedna od posmatranih inkluzija, a pritom imamo A4B = {2},
B \ C = {1}, C \D = ∅ i B ∩D = ∅, pa je ispuǌena jednakost iz postavke.

2. Na osnovu osobina periferijskih i centralnih uglova imamo ]ACB ∼= ]ATB
2
∼=

]ATO i ]ADB ∼= ]AOB
2
∼= ]AOT . Sada sledi
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]DBE = ]DBC = 180◦ − ]ACB − ]ADB = 180◦ − ]ATO − ]AOT = ]TAO = 90◦,

pa je DE preqnik kru�nice k.

3. Dokaza�emo da je odgovor 23. Prvo konstruixemo primer kada 22 pobede nisu
dovoǉne za prolazak u slede�i krug. Odaberimo nekih 9 ekipa i neka je svaka od tih
ekipa pobedila oba puta preostalih 7 ekipa, dok za svake dve ekipe od tih 9 va�i da u
me�usobna dva duela imaju po taqno jednu pobedu. Tada svaka od tih 9 ekipa ima taqno
2 · 7 + 8 = 22 pobede, a kako 8 ǌih prolazi daǉe, jedna od tih 9 ne�e pro�i. Dakle,
potrebne su bar 23 pobede. One su i dovoǉne, jer u suprotnom bi bar 9 timova moralo
da ima po bar 23 pobede, xto uz utakmice koje igraju preostalih 7 timova, a takvih
je 42, daje da je na turniru bilo bar 23 · 9 + 42 = 249 utakmica; me�utim, na turniru
je odigrano 15 · 16 = 240 utakmica, kontradikcija.

4. Znamo da je n deǉiv sa 2, a kako mu je zbir cifara deǉiv sa 3, to i n mora biti deǉiv sa 3. Znamo i da n nije
deǉiv sa 4, a tako�e ni sa 9 (jer mu zbir cifara nije deǉiv sa 9), pa n mora imati jox neki prost faktor, poxto
ima taqno 8 delilaca. Iz ovoga zakǉuqujemo da n mora biti oblika n = 6p, gde je p prost broj razliqit od 2 i 3.
Sada mo�emo odrediti zbir delilaca broja n: on iznosi 1 + 2 + 3 + 6 + p+ 2p+ 3p+ 6p = 12(p+ 1), a kako je ovaj broj
po uslovu zadatka deǉiv sa 10, mora va�iti 5 | p + 1. Odavde se prost broj p zavrxava cifrom 9, a broj n = 6p se
zavrxava cifrom 4. Zbir cifara broja n je 6, xto ostavǉa tri mogu�nosti za dvocifreni zavrxetak tog broja: 04, 14
i 24. Me�utim, ako se broj zavrxava sa 04 ili 24, onda je deǉiv sa 4, xto ne va�i za n, pa je dvocifreni zavrxetak
broja n jednak 14. Poxto je zbir cifara broja n jednak 6, sledi n = 10x + 14 za neki prirodan broj x > 1. Za x > 4
va�i n ≡ 14 (mod 16), a ovo je iskǉuqeno uslovom iz postavke. Prema tome, ostaje jox ispitati mogu�nosti x = 2 i
x = 3. U sluqaju x = 2 dobijamo rexeǌe 114 = 6 ·19 (daje ostatak 2 pri deǉenu sa 16), dok u sluqaju x = 3 nema rexeǌa
zbog 1014 = 6 · 169 a 169 nije prost broj (xto je u suprotonosti sa oblikom n = 6p). Dakle, jedino rexeǌe je n = 114.

5. Ne mora biti pravougli. Primetimo da su trouglovi sa stranicama du�ine 9, 12 i 15, kao i 5, 12 i 13, pravougli
i da imaju celobrojnu povrxinu (ona iznosi 54, odnosno 30). ǋih mo�emo ,,slepiti“ po zajedniqkoj kateti du�ine
12, i na taj naqin dobijamo trougao qije su stranice du�ine 13, 15 i 9 + 5 = 14, ǌegova povrxina je 54 + 30 = 84, a
ovaj trougao oqigledno nije pravougli jer 132 + 142 = 365 6= 225 = 152.



Drugi razred – A kategorija

1. Za x = 0 dobijamo iz prvog uslova f(0) 6 0, a iz drugog uslova f(y) 6 f(0) + f(y), tj. 0 6 f(0), pa skupa imamo
f(0) = 0. Sada za y = −x, koriste�i oba zadata uslova, dobijamo

0 = f(0) = f(x+ (−x)) 6 f(x) + f(−x) 6 x+ (−x) = 0,

odakle zakǉuqujemo f(x) = −f(−x) za sve x ∈ R. Kako iz uslova iz postavke sledi f(−x) 6 −x, dobijamo

x 6 −f(−x) = f(x) 6 x

(na kraju smo ponovo iskoristili uslov iz postavke). Odavde direktno sledi f(x) = x za sve x ∈ R.

2. Oqigledno mora va�iti d > 1. Zatim, poxto je broj na desnoj strani neparan broj, na osnovu leve strane
sledi da je i d neparna cifra. Dodatno, d 6= 5, jer bi u suprotnom leva strana bila deǉiva sa 5 a desna ne. Dakle
d ∈ {3, 7, 9}. Daǉe, imamo i a > 1, jer bi u suprotnom desna strana bila negativna.

Doka�imo da va�i a2 > a+ b+ c. Pretpostavimo suprotno: a2 6 a+ b+ c− 1. Tada imamo

da
2
+ db+c − da+b+c − da + 1 < da+b+c−1 + da+b+c−1 − da+b+c − da + 1 < d · da+b+c−1 − da+b+c − da + 1 = 1− da < 0,

kontradikcija. Dakle, a2 > a+ b+ c.
Uzmimo prvo a > 3. Ako va�i a2 = a+ b+ c, tada imamo b+ c = a2 − a i dobijamo:

da
2
+ db+c − da+b+c − da + 1 = da

2−a − da + 1 = d · da
2−a−1 − da + 1 > (d− 1)da

2−a−1 + 1 > da
2−a−1,

a ako va�i a2 > a+ b+ c, sledi a+ b+ c 6 a2 − 1, pa dobijamo:

da
2
+ db+c − da+b+c − da + 1 > da

2
− da

2−1 − da + 1 > (d− 2)da
2−1 + 1 > da

2−a−1.

Dakle, svakako smo desnu stranu jednaqine iz postavke ograniqili odozdo sa da
2−a−1. Me�utim, za a > 4 imamo

da
2−a−1 > 311 > 9999, a za a = 3 sledi d ∈ {7, 9} (jer su a i d razliqite cifre), pa imamo da

2−a−1 > 76 > 9999. Sve
zajedno, za a > 3 broj na desnoj strani ne mo�e biti qetvorocifren, pa preostaje jedino a = 2.

Za a = 2 sledi 2 > b + c, a poxto su b i c razliqite cifre, mora biti {b, c} = {0, 1}. Tada 3 | a + b + c, pa 3 - d jer
bi u suprotnom broj na levoj strani bio deǉiv sa 3 (poxto mu je zbir cifara deǉiv sa 3) ali broj na desnoj strani
ne. Dakle, jedina preostala mogu�nost je d = 7, pa izraqunavamo:

abcd = 722
+ 71 − 73 − 72 + 1 = 2401 + 7− 343− 49 + 1 = 2017,

xto je jedino rexeǌe zadatka.
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3. Neka su α, β i γ uglovi posmatranog trougla, i neka su M i N
podno�ja normala iz E na AC i BC, redom. Poxto je visina romba
jednaka preqniku upisane kru�nice, sledi EM = EN = 30

√
3. Sada do-

bijamo sinα = EM
EA = 3

√
3

14 i sinβ = EN
EB = 5

√
3

14 , a odatle izraqunavamo i

cosα =
p

1− sin2 α = 13
14 i cosβ =

È
1− sin2 β = 11

14 (ovde smo koristili da
su α i β oxtri, jer je γ tup). Odatle imamo

sin γ = sin (180◦ − γ) = sin (α+ β) = sinα cosβ + sinβ cosα =
98
√

3
196

=
√

3
2
,

pa kako je γ tup, sledi γ = 120◦. Daǉe, poxto imamo AB = 140 + 84 = 224, sada iz AB
sin γ = BC

sinα = AC
sin β dobijamo BC = 96

i AC = 160. Odatle nalazimo P4ABC =
BC ·AC · sin γ

2
= 3840.

4. Prema nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine va�i
√
ab

a+ b− c
+

√
bc

b+ c− a
+

√
ca

c+ a− b
> 3 3

Ê
abc

(a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b)
,

pa je dovoǉno pokazati jox abc
(a+b−c)(b+c−a)(c+a−b) > 1. Uvo�eǌem smene x = b + c − a, y = c + a − b, z = a + b − c (tj.

a = y+z
2 , b = x+z

2 , c = x+y
2 ) �eǉena nejednakost se svodi na (y+z)(x+z)(x+y)

8xyz > 1, a poxto prema nejednakosti izme�u
aritmetiqke i geometrijske sredine va�i y + z > 2

√
yz, x+ z > 2

√
xz i x+ y > 2

√
xy, mno�eǌem ovih izraza dobijamo

(y + z)(x + z)(x + y) > 8xyz, xto smo i �eleli dokazati (alternativno, umesto uvo�eǌa navedene smene mogu�e je i
raspisati dobijenu nejednakost, qime se ona svodi na a3 +b3 +c3 +3abc > a2b+ab2 +b2c+bc2 +c2a+ca2, a xto je Xurova
nejednakost).



5. Doka�imo da Maxa ima pobedniqku strategiju. Ona treba u svakom svom potezu da uzima qokoladice s levog
kraja stola (tamo gde se na poqetku igre nalazi qokoladica s brojem 1). Primetimo da Medved u svakom potezu
jede paran broj uzastopnih qokoladica, pa se, uz ovakvu Maxinu strategiju, tokom igre na stolu uvek naizmeniqno
smeǌuju qokoladice s parnim i neparnim brojevima. Tako�e, qokoladica na skroz desnom kraju �e uvek imati neparan
broj, kako god Medved igrao. Prema tome, kada na kraju igre ostane samo jedna qokoladica, ona �e imati neparan
redni broj.

Tre�i razred – A kategorija

1. Neka su a, b i c stranice tog trougla, s ǌegov poluobim, a r, ra, rb i rc posmatrani polupreqnici. Iz izraza
za povrxinu P = rs = ra(s − a) = rb(s − b) = rc(s − c) zakǉuqujemo da i veliqine s, s − a, s − b i s − c tako�e obrazuju
geometrijsku progresiju. Uz pretpostavku (bez umaǌeǌa opxtosti) a < b < c sledi s(s− c) = (s− a)(s− b), xto se daǉe
svodi na sa+ sb− sc = ab, tj. (a+ b+ c)(a+ b− c) = 2ab, a odavde imamo a2 + b2− c2 = 0, pa je najve�i ugao u posmatranom
trouglu jednak 90◦.

2. Neka su y, z, u i v nule datog polinoma, gde va�i y+z = 1. Iz Vijetovih formula imamo y+z+u+v = a, odakle
sledi u + v = a − 1; daǉe, (y + z)u + (y + z)v + uv + yz = 1, tj. u + v + uv + yz = 1, a xto uz prethodni zakǉuqak daje
uv+ yz = 1− (u+ v) = 1− (a− 1) = 2− a; i zatim, (y+ z)uv+ (u+ v)yz = 0, tj. uv+ (a− 1)yz = 0, a oduzimaǌem prethodno
dobijene jednakost od ove sledi (a− 2)yz = a− 2, tj. (a− 2)(yz − 1) = 0.

Ukoliko va�i yz = 1, tada iz prethodnih jednakosti dobijamo uv = 1 − a, pa da bi bila ispuǌena i posledǌa
Vijetova formula, yzuv = a, mora va�iti 1− a = a, tj. a = 1

2 . Ova vrednost jeste rexeǌe zadatka jer brojevi y, z, u
i v ispuǌavaju sve qetiri Vijetove formule za posmatrani polinom, a onda oni zaista moraju biti ǌegove nule.

U sluqaju a = 2 jednaqina iz postavke svodi se na x4− 2x3 +x2 +2 = 0, tj. 0 = (x2−x)2 +2 = (x2−x− 2i)(x2−x+2i).
Iz Vijetovih formula primeǌenih na polinom u prvoj zagradi (ili drugoj) sledi da je zbir korena tog polinoma
jednak 1, pa i a = 2 jeste mogu�a vrednost.

Dakle, zadatak ima dva rexeǌa: a ∈ { 1
2 , 2}.

3. Va�i

4|u|2 +
|z|2

4
> 2

r
4|u|2 · |z|

2

4
= 2|uz| > 2 Re(uz),

i analogno

4|v|2 +
|w|2

4
> 2 Re(vw).

Sabiraǌem ovih nejednakosti dobijamo nejednakost iz postavke.

4. Potra�imo takve brojeve u obliku n = pk gde je p prost broj. Skup delilaca broja n je tada {1, p, p2, p3, ..., pk}.
Podelimo ovaj skup na slede�e dvoqlane podskupove: {1, p}, {p2, p3}, . . . , {pk−1, pk}, gde smo postavili dodatan zahtev
da k bude neparan broj i k > 1. Zbir brojeva u svakom ovakvom podskupu je oblika p2i(1+p), pa da bi ovo bilo potpun
kvadrat, dovoǉno je da 1 + p bude potpun kvadrat. Ovo je ispuǌeno npr. za p = 3 (i zapravo samo za p = 3, ali to nam
je dovoǉno). Dakle, uslov iz postavke ispuǌavaju svi brojevi oblika 3k za k > 1, 2 - k.

5. Uvedimo relaciju ∼ na taqkama skupa S: za A,B ∈ S pixemo A ∼ B akko je du� AB crvena ili A = B.
Pretpostavimo da ne postoji trougao qija je taqno jedna stranica plava. To znaqi da, kad god su A, B i C razliqite
taqke skupa S za koje va�i A ∼ B i B ∼ C, tada i du� AC mora biti crvena, tj. A ∼ C. Sledi da je ∼ relacija
ekvivalencije. Neka su S1, S2, . . . , Sn sve klase ekvivalencije. Oqigleno, n > 1. Pretpostavimo n = 2 i oznaqimo |S1| = k
i |S2| = 100− k. Tada crvenih du�i ima ukupno�

k

2

�
+
�

100− k
2

�
=
k(k − 1) + (100− k)(99− k)

2
= k2 − 100k + 4950 = (k − 50)2 + 2450 > 2017,

xto je nemogu�e. Prema tome, n > 3. Sada odaberimo proizvoǉne taqke A,B ∈ S1, C ∈ S2 i D ∈ S3: tada je du� AB
crvena dok su du�i AC, AD, BC, BD i CD sve plave, pa je tetraedar ABCD tra�eni.

Qetvrti razred – A kategorija

1. a) Kako iz druge jednaqine sledi ~b ⊥ ~a, imamo ~b · ~a = 0, tj. 4 + (p+ 1) + 4p = 0, a odatle dobijamo p = −1. Dakle,
ova vrednost jedina dolazi u obzir za parametar p, ukoliko za ǌu mo�emo na�i vektor ~v kakav je tra�en (a xto �e
se ispostaviti da jeste mogu�e u narednom delu zadatka).

b) Imamo ~a = (2, 1,−1) i ~b = (2, 0, 4), i oznaqimo ~v = (x, y, z). Tada iz prve jednakosti iz postavke imamo 2x+ y− z =√
22 + 02 + 42 = 2

√
5, a iz druge (z + y,−2z − x, 2y − x) = (2, 0, 4), tj. jox i z + y = 2 i x + 2z = 0 (posledǌu jednaqinu



izostavǉamo jer je posledica prve dve). Zamenom npr. x = −2z i y = 2− z iz posledǌe dve jednaqine u prvu dobijamo
−6z+2 = 2

√
5, tj. z = 1−

√
5

3 , pa onda nalazimo ~v = ( 2
√

5−2
3 , 5+

√
5

3 , 1−
√

5
3 ), xto je, dakle, jedinstveno rexeǌe za ~v. Konaqno,

~v sa ~b zaklapa ugao od 90◦, xto se odmah vidi iz druge jednakosti iz postavke, a ako sa ϕ oznaqimo ugao koji ~v zaklapa
sa ~a, tada imamo cosϕ = ~a·~v

|~a||~v| = 2
√

5√
6·
√

20
3

=
√

2
2 , tj. ϕ = 45◦.

2. Prvo rexeǌe. Neka je x broj parova uzastopnih qlanova niza koji se razlikuju za 2, a y broj parova koji se
razlikuju za 3. Jasno, mora va�iti 2x+ 3y = 25− 1 = 24, a odatle sledi 3 | x i na osnovu toga lako izlistavamo sve
mogu�nosti:

(x, y) ∈ {(12, 0), (9, 2), (6, 4), (3, 6), (0, 8)}.

Za svaki ovakav par (x, y) prebroja�emo koliko postoji tra�enih nizova qiji je to korespondentni par. U jednom
nizu kom odgovara par (x, y) postoji ukupno x+ y razlika izme�u susednih qlanova, od kojih treba izabrati x onih
koje su jednake 2, i tada su preostalih y jednake 3; dakle, postoji

�x+y
y

�
takvih nizova. Stoga, tra�eni broj je

�
12
12

�
+
�

11
9

�
+
�

10
6

�
+
�

9
3

�
+
�

8
0

�
= 1 + 55 + 210 + 84 + 1 = 351.

Drugo rexeǌe. Oznaqimo sa An broj rastu�ih konaqnih nizova qiji je prvi element 1, posledǌi n, i svaka dva
uzastopna qlana se razlikuju za 2 ili 3. Razdvajaǌem sluqajeva po tome da li je posledǌa razlika jednaka 2 ili 3,
dobijamo rekurentnu formulu An = An−2 + An−3. S obzirom na poqetne uslove A1 = 1, A2 = 0, A3 = 1, lako mo�emo
izraqunati prvih 25 elemenata niza:

1, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16, 21, 28, 37, 49, 65, 86, 114, 151, 200, 265, 351

pa je rexeǌe zadatka A25 = 351.

3. Jednocifrenih brojeva ima taqno n, dvocifrenih n(n − 1), trocifrenih n(n − 1)(n − 2) itd. do n-tocifrenih
brojeva (xto je maksimalan mogu� broj cifara pod zadatim uslovima), kojih ima n!. Dakle,

N = n+ n(n− 1) + n(n− 1)(n− 2) + · · ·+ n! = n!
�

1 +
1
1!

+ ...+
1

(n− 1)!

�
.

Prema tome,

|n!e−N | =

�����n!
∞X
i=0

1
i!
− n!

�
1 +

1
1!

+ ...+
1

(n− 1)!

������ = n!
∞X
i=n

1
i!
,

a koriste�i oqiglednu nejednakost n!
(n+k)! 6 1

(n+1)k , gde se jednakost dosti�e samo za k = 0, 1, daǉe imamo

∞X
i=n

n!
i!
<
∞X
k=0

1
(n+ 1)k

=
1

1− 1
n+1

= 1 +
1
n
,

qime je dokaz zavrxen.
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4. Va�i 4BDP ∼ 4ADC, xto sledi iz ]DBP ∼= ]DAC (ugao izme�u
tetive i tangente) i ]BPD = 180◦ −]BCD = ]ACD. Sledi PD

CD = PB
CA = QA

CA
(posledǌa jednakost sledi iz PB ∼= PA ∼= QA), pa uz ]PDC = 180◦−]PBC =
180◦ − ]PAB = ]QAC sledi 4PDC ∼ 4QAC. Odavde dobijamo ]PBD ∼=
]PCD ∼= ]QCA.

5. Odgovor: zadata jednaqina ima sedam rexeǌa, i to su

(p, q, r) ∈ {(1, 0, 1), (1, 1, 1), (1, 2, 2), (2, 0, 0), (2, 1, 0), (4, 3, 3), (18, 5, 1)}.

Posmatra�emo zadatu jednaqinu po modulu 9. Za q > 6 va�i 9 | q!. Tada
mora va�iti p3 + 5 ≡ −7r3 ≡ 2r3 (mod 9). Ostaci kubova pri deǉeǌu sa 9
mogu biti samo 0, 1 ili 8 (xto se direktno proverava). Prema tome, leva
strana prethodne relacije kongruentna je sa 5, 6 ili 4 po modulu 9, dok
je desna strana kongruentna sa 0, 2 ili 7. Odatle zakǉuqujemo da za q > 6
nema rexeǌa.

Za q = 0 imamo q! = 1, pa se tada zadata jednaqina svodi na p3 = 7(7− r3)− 41 = 8− 7r3. Da bi desna strana bila
nenegativna (budu�i da leva jeste nenegativna), mora va�iti r 6 1. Za r = 0 dobijamo dobijamo p = 2, a za r = 1
dobijamo p = 1. Sve identiqno va�i za q = 1. Time smo nabrojali ukupno qetiri od navedenih sedam rexeǌa.

Posmatrajmo sluqaj q = 2. Tada se zadata jednaqina svodi na p3 = 7(14 − r3) − 41 = 57 − 7r3, odakle imamo r 6 2.
Jedina mogu�nost je r = 2 i p = 1, qime dobijamo jox jedno rexeǌe. Sliqno, za q = 3 iz qiǌenice da tada desna



strana zadate jednaqine postaje 7(42 − r3) sledi r 6 3; direktno se proverava da za r ∈ {0, 1, 2} nema rexeǌa, dok za
r = 3 imamo p3 = 7 · (42− 27)− 41 = 7 · 15− 41 = 64, tj. p = 4, pa smo dobili i xesto rexeǌe.

Da bismo malo smaǌili broj sluqajeva koje treba ispitati za q = 4 i q = 5, prethodno �emo napraviti odre�ene
zakǉuqke posmatraǌem zadate jednaqine po modulu 8. Za q > 4 imamo 8 | q!, pa dobijamo 7(7q!− r3) ≡ −7r3 ≡ r3 (mod 8),
tj. (uzimaju�i u obzir i levu stranu zadate jednaqine) p3 + 1 ≡ r3 (mod 8). Primetimo jox da za ma koji paran broj
a va�i a3 ≡ 0 (mod 8), dok za neparan broj a va�i a3 ≡ a (mod 8). Odatle, da bi va�ila maloqas dobijena relacija,
direktno sledi da su jedine dve mogu�nosti:

p je paran broj i r ≡ 1 (mod 8), ili r je paran broj i p ≡ 7 (mod 8). (∗)

Uzmimo sada q = 4. Iz uslova 7q!−r3 > 0 dobijamo r3 6 7·24 = 168, tj. r 6 5. Osim toga, imamo i p3 = 7(7q!−r3)−41 <
49q! = 1176, tj. p 6 10. Prva mogu�nost iz (∗) direktno daje r = 1, tj. p3 = 7(7 · 24− 1)− 41 = 7 · 167− 41 = 1128, pa ovde
ne dobijamo rexeǌe. Druga mogu�nost iz (∗) direktno daje p = 7, ali tada leva strana zadate jednaqine nije deǉiva
sa 7 a desna jeste.

Najzad, uzmimo q = 5. Sliqno kao malopre, dobijamo r3 6 7 ·120 = 840, tj. r 6 9, i p3 < 49 ·120 = 5880, tj. p 6 18. Prva
mogu�nost iz (∗) daje r = 1 ili r = 9; za r = 1 dobijamo p3 = 7(7 ·120−1)−41 = 5832, tj. p = 18, xto qini sedmo rexeǌe,
a za r = 9 dobijamo p3 = 7(7 · 120− 729)− 41 = 7 · 111− 41 = 736, pa ovde nema rexeǌa. Druga mogu�nost iz (∗) daje p = 7,
xto je nemogu�e kako je ve� vi�eno, ili p = 15, u kom sluqaju ostaje r3 = 7q!− p3+41

7 = 7 · 120− 3375+41
7 = 840− 488 = 352,

pa ni ovde nema vixe rexeǌa.

Prvi razred – B kategorija

1. Za svako x ∈ R va�i x2 − x2 = 0 > 0, tj. x ρ x, pa ρ jeste refleksivna. Pretpostavimo da va�i x ρ y i y ρ x. Tada
imamo x2−y2 > 0 i y2−x2 > 0, pa sledi x2−y2 = 0, tj. x = ±y. Dakle, ρ nije ni simetriqna (jer npr. va�i 1 ρ 0 ali ne
va�i 0 ρ 1) ni antisimetriqna (jer npr. va�i 1 ρ −1 i −1 ρ 1, ali 1 6= −1); odmah primetimo, odavde sledi da ρ nije
ni relacija ekvivalencije ni relacija poretka. Konaqno, ako va�i x ρ y i y ρ z, tada imamo x2 − y2 > 0 i y2 − z2 > 0,
a odatle dobijamo x2 − z2 > 0, pa i x ρ z; dakle, ρ jeste tranzitivna.

2. Ako va�i 60 = a− b, tada sledi a > 61, pa b i c mogu biti najvixe 100− 61− 1 = 38. Prema tome, razlika brojeva
b i c je najvixe 38− 1 = 37. Dakle, da bi uslov zadatka bio ispuǌen, jedino je mogu�e da razlika brojeva a i c bude
38, tj. poxto je a oqigledno ve�e od c, imamo 38 = a− c. Sada zamenom b = a− 60 i c = a− 38 u a+ b+ c = 100 dobijamo
3a = 198, tj. a = 66, b = 6 i c = 28.
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3. Va�i ]DBA = 90◦ − ]DAB = 90◦ − 40◦ = 50◦ = ]DEA, pa je qetvorougao ADBE
tetivan. Sada sledi ]AEB = ]ADB = 90◦, pa po stavu SSU imamo 4ADB ∼= 4BEA.
Dakle, BD ∼= AE, pa qetvorougao ADBE ima dva para podudarnih naspramnih stra-
nica i on je stoga paralelogram (xtavixe, pravougaonik). Sada iz AE ∼= BD ∼= CD i
AE ‖ BC sledi da je ACDE paralelogram.

4. Neka je n tra�eni broj. Tada va�i n = 197k + 47 = 198l + 37 za neke nenegativne
cele brojeve k i l. Odatle sledi 198l − 197k = 10. Poxto va�i 198 − 197 = 1, jedno
oqigledno rexeǌe je k = l = 10, i tada imamo n = 2017. Pretpostavimo da postoji
jox neko rexeǌe. Tada, ukoliko od jednakosti 198l − 197k = 10 oduzmemo jednakost
198 ·10−197 ·10 = 10, dobijamo 198(l−10)−197(k−10) = 0, a poxto su 197 i 198 uzajamno
prosti, sledi 197 | l − 10, tj. l = 197s + 10 za neko s. Ukoliko bi va�ilo s > 0, imali
bismo l > 207 i n = 198l + 37 > 198 · 207 + 37 > 9999, tj. n ne bi bio qetvorocifren broj. Dakle, jedino rexeǌe je
n = 2017.

5. Jednocifrenih brojeva nema. Mogu�i dvocifreni su 12, 20, 32 i 52, tj. ima ih 4. Trocifreni brojevi moraju
imati dvocifreni zavrxetak deǉiv sa 4, tj. dvocifreni zavrxetak im mora biti nexto od ovih upravo nabrojanih
brojeva ili pak 00; dakle, to je pet mogu�nosti za dvocifreni zavrxetak i jox 4 mogu�nosti za cifru stotina (1, 2,
3 ili 5, ali ne 0), pa trocifrenih brojeva ima 5 · 4 = 20. Sliqno, qetvorocifrenih ima 5 · 5 · 4 = 100 (5 mogu�nosti za
dvocifreni zavrxetak, 5 mogu�nosti za cifru stotina i 4 mogu�nosti za cifru hiǉada), a petocifrenih ima 5·5·5·4 =
500. Kako po uslovu zadatka posmatrani brojevi mogu biti najvixe petocifreni, ukupno ih ima 4+20+100+500 = 624.



Drugi razred – B kategorija

1. Iz Vijetovih formula imamo x1 + x2 = − 3
2 , pa mo�emo zapisati 3 = 2x1 − x2 = 2(x1 + x2) − 3x2 = −3 − 3x2, te

izraqunavamo x2 = −2. Uvrxtavaǌem x = −2 u postavǉenu jednaqinu imamo 2(−2)2 + 3(−2) + 3k + 1 = 0, tj. 3 + 3k = 0,
odakle dobijamo k = −1.
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2. Analiza. Sredixte stranice BC, oznaqimo ga sa A1, nalazi se na produ�etku
du�i AT preko taqke T i va�i TA1 = 1

2AT , zbog odnosa u kom te�ixte deli svaku
te�ixnu du�. Poxto se centar opisane kru�nice nalazi na preseku simetrala stran-
ica, to je prava OA1 jedna od ǌih, a prava koja je normalna na OA1 u taqki A1 je prava
koja sadr�i stranicu BC. Taqke B i C se nalaze u preseku te prave sa kru�nicom s
centrom u O i koja prolazi kroz A.

Konstrukcija. Prvo konstruixemo taqku A1 u produ�etku AT za du�inu AT
2 . Zatim

povuqemo pravu OA1, a potom i normalu na OA1 u A1. Na kraju konstruixemo kru�nicu
sa centrom O koja prolazi kroz A, i u ǌenom preseku sa posledǌom konstruisanom
pravom dobijemo taqke B i C.

Dokaz. Po konstrukciji je taqka O centar kru�nice na kojoj le�e taqke A, B i
C, a iz podudarnosti 4OA1B ∼= 4OA1C (po stavu SSU: OB ∼= OC, OA1

∼= OA1 i
]OA1B = ]OA1C = 90◦) sledu BA1

∼= CA1, tj. A1 je zaista sredixte stranice BC.
Tada je i T te�ixte 4ABC zbog odnosa u kom deli te�ixnu du� AA1.

Diskusija. Ako posmatrane kru�nica i prava imaju dve preseqne taqke (a to se
dexava ako i samo ako va�i OA > OA1), tada postoji jedinstveno rexeǌe (do na
preimenovaǌe temena B i C). U sluqaju OA 6 OA1 zadatak nema rexeǌa.

3. Poxto va�i 400 · 400 = 160000 > 99999, zakǉuqujemo T < 4. Poxto je T zavrxna cifra potpunog kvadrata (TRI 2

se zavrxava sa T ), sledi T ∈ {0, 1, 4, 5, 6, 9}, a s obzirom na ograniqeǌa T < 4 i T 6= 0, preostaje jedino T = 1.
Odatle sledi I ∈ {1, 9}, me�utim poxto su I i T razliqite cifre, dobijamo I = 9. Sada direktno proveravamo sve
mogu�nosti: 1092 = 11881, 1292 = 16641, 1392 = 19321, 1492 = 22201, 1592 = 25281, 1692 = 28561, 1792 = 32041 i 1892 = 35721,
pa poxto se ni u jednom od ovih sluqajeva ne dobija rezultat koji odgovara obrascu DEVET , sledi da nije mogu�e
ispuniti zahtev iz postavke.

4. Uvedimo smenu y = x2 + x. Tada se jednaqina svodi na y(y + 1) = 6, tj. y2 + y − 6 = 0, i ǌena rexeǌa su
y1/2 = −1±

√
1+24

2 = −1±5
2 , tj. y1 = 2 i y2 = −3. U drugom sluqaju vra�aǌem smene dobijamo x2 + x + 3 = 0, a poxto je

diskriminanta ove jednaqine negativna: 12 − 4 · 3 = −11 < 0, tu nema realnih rexeǌa. U prvom sluqaju vra�aǌem
smene dobijamo x2 + x− 2 = 0, i ǌena rexeǌa su x1/2 = −1±

√
1+8

2 = −1±3
2 , tj. x1 = 1 i x2 = −2, xto su jedina dva realna

rexeǌa polazne jednaqine.

5. a) Poxto su qetiri ugaona poǉa dijagonale du�ine 1, u svako od ǌih moramo upisati broj 2017. Poxto sve
ostale dijagonale imaju po taqno dva iviqna poǉa, ako bismo upisali u iviqna poǉa (osim ugaonih) broj 2017

2 , a u
sva preostala poǉa broj 0, na ovaj naqin postigli smo da zbir brojeva na svakoj dijagonali iznosi 2017, osim za dve
najdu�e dijagonale: zbir na ǌima iznosi 4034. Kako bismo ovo korigovali, primetimo da centralno poǉe tablice
pripada jedino tim dvema najdu�im dijagonalama, pa ukoliko na ǌega upixemo broj −2017 umesto 0, na taj naqin
smo korigovali zbir na te dve dijagonale, a nismo poremetili zbir na ostalim dijagonalama. Dole prikazujemo
popuǌenu tablicu.

2017 2017
2

2017
2

2017
2 2017

2017
2 0 0 0 2017

2

2017
2 0 −2017 0 2017

2

2017
2 0 0 0 2017

2

2017 2017
2

2017
2

2017
2 2017

b) Imaju�i u vidu istu ideju kao u delu pod a), tablicu mo�emo popuniti na slede�i naqin: u qetiri ugaona
poǉa upixemo broj 2017, u preostala iviqna poǉa upixemo broj 2017

2 , u centralno poǉe upixemo broj −2017, a u sva
preostala poǉa upixemo broj 0.



Tre�i razred – B kategorija

1. S obzirom na identitete tg x = 1
ctg x i tg 2x = 2 tg x

1−tg2 x , postavǉena jednaqina se svodi na

1− tg2 x

tg x(3 sinx+ cos 2x)
=

1− tg2 x

2 tg x
.

Dakle, va�i ili 1− tg2 x = 0 ili 3 sinx+cos 2x = 2, uz uslov da je tg x definisan i tg x 6= 0. U prvom sluqaju dobijamo
tg x = ±1, xto daje rexeǌa x = π

4 + kπ
2 , k ∈ Z. U drugom sluqaju iskoristimo identitet cos 2x = 1 − 2 sin2 x, qime se

posmatrana jednaqina svodi na 2 sin2 x− 3 sinx+ 1 = 0; uvo�eǌem smene t = sinx i rexavaǌem tako dobijene kvadratne
jednaqine, 2t2 − 3t + 1 = 0, dobijamo t1/2 = 3±

√
9−8

4 = 3±1
4 , tj. t = sinx = 1 ili t = sinx = 1

2 . U sluqaju sinx = 1 imamo
da tg x nije definisan, pa ostaje sinx = 1

2 , xto daje rexeǌa x = π
6 + 2kπ ili x = 5π

6 + 2kπ, k ∈ Z. Dakle, sve zajedno
dobijamo:

x ∈
§
π

4
+
kπ

2
: k ∈ Z

ª
∪
nπ

6
+ 2kπ : k ∈ Z

o
∪
§

5π
6

+ 2kπ : k ∈ Z
ª
.
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2. Postavimo kroz taqku K pravu koja je paralelna sa BC, a ǌene preseke sa AB
i AC oznaqimo sa D i E. Iz Talesove teoreme imamo CA1

EK = A1A
KA i BA1

DK = A1A
KA , tj.

CA1
EK = BA1

DK , a s obzirom na BA1 = CA1, odavde sledi DK = EK, tj. K je sredixte
du�i DE. Prema tome, KP je sredǌa linija 4ADE i stoga imamo AE = 2KP = 14. S
druge strane, EKLC je paralelogram, pa va�i EC = KL = 5, a tra�ena du�ina iznosi
AC = 14 + 5 = 19.

3. Prvo rexeǌe. Drugu jednaqinu mo�emo raspisati kao x2+2mx+m2+y2−2my+m2 =
1, a koriste�i ovde prvu jednaqinu, dobijamo 4 + 2m(x − y) + 2m2 = 1, tj. 2m(x −
y) = −2m2 − 3. Odmah vidimo da za m = 0 nema rexeǌa. Pretpostavimo sada m 6= 0.
Tada dobijamo x = y − 2m2+3

2m . Uvrstimo ovo u prvu jednaqinu sistema, qime dobijamo
(y − 2m2+3

2m )2 + y2 = 4, tj.

2y2 − 2m2 + 3
m

y +
4m4 − 4m2 + 9

4m2
= 0.

Ova jednaqina ima taqno jedno rexeǌe ako i samo ako je ǌena diskriminanta jednaka 0, to jest:

0 =
(2m2 + 3)2

m2
− 8 · 4m

4 − 4m2 + 9
4m2

=
4m4 + 12m2 + 9− 8m4 + 8m2 − 18

m2
= −4m4 − 20m2 + 9

m2
.

Dakle, uz smenu t = m2, imamo 4t2 − 20t + 9 = 0, qija su rexeǌa t1/2 = 20±
√

400−144
8 = 20±16

8 , tj. t1 = 9
2 i t2 = 1

2 . Prema
tome, postoje qetiri mogu�e vrednosti parametra m: m = ± 3√

2
i m = ± 1√

2
.
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Drugo rexeǌe. U koordinatnoj ravni posmatrajmo taqke O(0, 0), A(x, y) i
M(−m,m). Tada va�i OA2 = x2 + y2 i MA2 = (x + m)2 + (y −m)2, pa iz jednakosti
iz postavke sledi da je A taqka za koju va�i OA = 1 i MA = 2. Drugim reqima, za
datu vrednost m taqka A je u preseku kru�nica k1(O, 1) i k2(M, 2).

Rexeǌe (x, y) datog sistema je jedinstveno ako i samo ako se kru�nice k1 i k2

dodiruju, a to je ekvivalentno uslovu OM = 2 ± 1, dakle OM = 3 ili OM = 1. S
obzirom na OM = |m|

√
2, sledi m = ± 3√

2
ili m = ± 1√

2
.

4. Jedini takav broj je n = 4 (posmatrani brojevi su tada 5, 7, 11, 13, 17 i 19).
Tvrdimo da je neki od brojeva n+ 1, n+ 3, n+ 7, n+ 9, n+ 13 i n+ 15 deǉiv sa 5.

Zaista, u zavisnosti od toga da li n pri deǉeǌu sa 5 daje ostatak 0, 1, 2, 3 ili 4,
deǉiv sa 5 bi�e broj n+ 15, n+ 9, n+ 3, n+ 7 odnosno n+ 1, redom. Dakle, poxto su
posmatrani brojevi po uslovu zadatka svi prosti, a me�u ǌima postoji broj deǉiv
sa 5, sledi da neki broj mora biti upravo jednak 5. To je mogu�e oqigledno samo za
brojeve n+ 1 i n+ 3. U prvom sluqaju dobijamo n = 4, xto je ve� navedeno rexeǌe.

U drugom sluqaju dobijamo n = 2, ali tada imamo n+ 7 = 9, xto nije prost broj, pa ovo nije rexeǌe.

5. Neka je C broj velikih crvenih kuglica, c broj malih crvenih kuglica, B broj velikih belih, a b broj malih
belih kuglica. Tada su svi ovi brojevi prosti i va�i C+c+B+b = 67. Da bi zbir qetiri prosta broja bio neparan,
me�u ǌima mora biti broj 2 (jer je zbir qetiri neparna broja paran). Kako je 2 najmaǌi prost broj, iz tre�eg uslova
sledi b = 2. Ostaje C + c + B = 65. Poxto 5 | C + c (prvi uslov), sledi 5 | B, pa mora biti B = 5 (jer je B prost
broj). Sada iz drugog uslova dobijamo C = B+ b = 7, a onda preostaje c = 53. Dakle, kuglica u kutiji ima: 7 velikih
crvenih, 53 male crvene, 5 velikih belih i 2 male bele.



Qetvrti razred – B kategorija

1. Neka se 172 pojavǉuje pod korenom k puta. Mo�emo zapisati

3 · 172 = 172 + 172 + 172 =
p

172 + 172 + 172 + · · ·+ 172 + 172 + 172 =
√
k · 172 = 17

√
k,

pa odatle sledi k = (3 · 17)2 = 512 = 2601.
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2. Prvo rexeǌe. Neka su a i b ve�a i maǌa osnovica tog trapeza, H ǌegova
visina, α ugao na osnovici, P povrxina a O obim. Va�i a = b+2H ctgα, a odatle
P = H a+b

2 = H(b + H ctgα). Daǉe, poxto su kraci ovog trapeza jednaki H
sinα ,

imamo O = 2H
sinα +2b+2H ctgα = 2( H

sinα +b+H ctgα). Iz malopre�axǌe formule za

povrxinu imamo b+H ctgα = P
H = 6

√
3

H , pa sledi O = 2( H
sinα + 6

√
3

H ) = 2( 2H√
3

+ 6
√

3
H ),

te se zadatak svodi na nala�eǌe minimuma izraza u zagradi. Ako taj izraz
oznaqimo sa f(H), izvod po H iznosi f ′(H) = 2√

3
− 6
√

3
H2 . Izjednaqavaǌem ovoga s

nulom dobijamo 2√
3

= 6
√

3
H2 , tj. H2 = 9, pa sledi H = 3 (zbog H > 0). U ovoj taqki

zaista se dosti�e minimum jer vidimo da va�i f ′(H) < 0 za H ∈ (0, 3), a f ′(H) > 0
za H > 3. Tada dobijamo b = 6

√
3

3 −3 ctg 60◦ = 2
√

3−3
√

3
3 =

√
3, a = b+2H ctgα = 3

√
3

i O = 8
√

3.

Drugo rexeǌe. Uz oznake kao u prvom rexeǌu, neka je c krak. Poxto va�i α = 60◦, uoqavaǌem jednakostraniqnog
trougla nad jednim krakom dobijamo a = b+ c i H = c

√
3

2 . Zato imamo

6
√

3 = P =
c
√

3
2
· a+ b

2
=
√

3
4
c(2b+ c),

te zakǉuqujemo c(2b + c) = 24. Daǉe, imamo O = a + b + 2c = 2b + 3c, pa primenom nejednakosti izme�u aritmetiqke i
geometrijske sredine dobijamo

2b+ 3c
2

=
(2b+ c) + (2c)

2
>
È

(2b+ c)(2c) =
√

48,

tj. O > 2
√

48 = 8
√

3. Jednakost se zaista i dosti�e za 2b+ c = 2c, tj. c = 2b, pa je minimalna vrednost obima 8
√

3.

3. Tra�eni brojevi su najvixe qetvorocifreni. Ako svaki takav broj dopunimo vode�im nulama do ukupno qetiri
cifarska mesta (npr. broj 17 zapisiva�emo kao 0017), tada, poxto se u broju pojavǉuje taqno jedna cifra 1, za ǌu
imamo izbor od 4 pozicije, a za svaku od preostalih pozicija postoji po 6 mogu�nosti (sve cifre osim 4, 8, 9 i 1).
Prema tome, tra�enih brojeva ima 4 · 63 = 864.

4. Pretpostavimo suprotno: 20172017 + 19 = nk za neko k > 2. Poxto va�i 2017 ≡ 1 (mod 8), sledi

20172017 + 19 ≡ 12017 + 19 = 20 ≡ 4 (mod 8),

pa je 20172017 + 19 deǉiv sa 4 ali ne i sa 8. Dakle, kako je posmatrani broj paran, jedina mogu�nost je k = 2 (jer bi
za k > 3 on bio deǉiv i sa 8). Me�utim, 20172017 + 19 ≡ 12017 + 1 = 2 (mod 3), a nijedan potpun kvadrat ne daje ostatak
2 pri deǉeǌu sa 3 (mogu�i ostaci su 02 = 0, 12 = 1 i 22 = 4 ≡ 1 (mod 3)), pa broj 20172017 + 19 nije ni potpun kvadrat.
Time je zadatak rexen.

5. Smenom x+ 1 = t postavǉena jednaqina se svodi na (t− 1)4 + (t+ 1)4 = 2, tj.

2 = ((t− 1)2)2 + ((t+ 1)2)2 = (t2 − 2t+ 1)2 + (t2 + 2t+ 1)2 = 2t4 + 12t2 + 2,

a ovo je daǉe ekvivalentno sa 0 = t4 + 6t2 = t2(t2 + 6). Rexeǌa ove jednaqine su t1 = t2 = 0, t3/4 = ±i
√

6. Vra�aǌem
smene x = t− 1 dobijamo skup svih rexeǌa za x: x ∈ {−1,−1 + i

√
6,−1− i

√
6}.


