
          ЈЕДНАКОСТ ДВА ЗБИРА КВАДРАТА УЗАСТОПНИХ ПРИРОДНИХ БРОЈЕВА  
 
Теорема.  
За сваки природан број 𝑛𝑛  ≥ 2  постоји 𝑛𝑛  узастопних природних бројева чији је збир 

квадрата једнак збиру квадрата наредних  𝑛𝑛 − 1  узастопних природних бројева.  
Доказ.  
Уствари, теорема тврди да за сваки природан број 𝑛𝑛 ≥ 2 постоји природан број 𝑘𝑘 такав да 

важи једнакост:  
𝑘𝑘2 + (𝑘𝑘 + 1)2 + (𝑘𝑘 + 2)2 + ⋯+ (𝑘𝑘 + 𝑛𝑛 − 1)2 = (𝑘𝑘 + 𝑛𝑛)2 + (𝑘𝑘 + 𝑛𝑛 + 1)2 + ⋯+ (𝑘𝑘 + 2𝑛𝑛 − 2)2.  

На левој страни ове једнакости има 𝑛𝑛 сабирака, а на десној  𝑛𝑛 − 1 сабирак, што значи да 
једнакост увек има укупно непаран број  2𝑛𝑛 − 1 сабирака. 

Потребно је и довољно да покажемо да је 𝑘𝑘 заиста природан број у зависности од 
природног броја 𝑛𝑛 и да одредимо ту зависност. У том циљу извршићемо назначене операције у 
датој једнакости.  

Када извршимо потребно квадрирање на обема странама, добијамо једнакост:   
𝑘𝑘2 + (𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘 + 1) + (𝑘𝑘2 + 4𝑘𝑘 + 4) + ⋯+ (𝑘𝑘2 + 2(𝑛𝑛 − 1)𝑘𝑘 + (𝑛𝑛 − 1)2) = (𝑘𝑘2 + 2𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑛𝑛2) +
+(𝑘𝑘2 + 2(𝑛𝑛 + 1)𝑘𝑘 + (𝑛𝑛 + 1)2) + ⋯+ (𝑘𝑘2 + 2(2𝑛𝑛 − 2)𝑘𝑘 + (2𝑛𝑛 − 2)2).  

Даље,примењујући асоцијативност и дистрибутивност, добијамо:    
𝑛𝑛𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘(1 + 2 + 3 + ⋯+ 𝑛𝑛 − 1) + 12 + 22 + 32 + ⋯+ (𝑛𝑛 − 1)2 = (𝑛𝑛 − 1)𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘(𝑛𝑛 + 𝑛𝑛 + 1 +
+ 𝑛𝑛 + 2 + ⋯+ 𝑛𝑛 + 𝑛𝑛 − 2) + 𝑛𝑛2 + (𝑛𝑛 + 1)2 + ⋯+ (2𝑛𝑛 − 2)2 . Овде треба применити формуле за 
збир првих 𝑛𝑛 природних бројева и за збир квадрата првих  𝑛𝑛  природних бројева, то јест формуле:  
1 + 2 + 3 + ⋯+ 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2
  и  12 + 22 + 32 + ⋯+ 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)(2𝑛𝑛+1)

6
 . Тако добијамо:  

𝑛𝑛𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘 (𝑛𝑛−1)𝑛𝑛
2

+ (𝑛𝑛−1)𝑛𝑛(2𝑛𝑛−1)
6

= (𝑛𝑛 − 1)𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘 �𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + (𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−2)
2

� + (2𝑛𝑛−2)(2𝑛𝑛−1)(4𝑛𝑛−3)
6

−

− (𝑛𝑛−1)𝑛𝑛(2𝑛𝑛−1)
6

 , односно квадратну једначину по 𝑘𝑘:  

𝑛𝑛𝑛𝑛2 − (𝑛𝑛 − 1)𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘 �(𝑛𝑛−1)𝑛𝑛
2

− 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) − (𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−2)
2

� + 2 ∙ (𝑛𝑛−1)𝑛𝑛(2𝑛𝑛−1)
6

− (2𝑛𝑛−2)(2𝑛𝑛−1)(4𝑛𝑛−3)
6

= 0 , 
која може даље да се упрости:  
𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘 �− (𝑛𝑛−1)𝑛𝑛

2
− (𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−2)

2
� + (𝑛𝑛−1)𝑛𝑛(2𝑛𝑛−1)

3
− (𝑛𝑛−1)(2𝑛𝑛−1)(4𝑛𝑛−3)

3
= 0,  

𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘 ∙ −𝑛𝑛
2+𝑛𝑛−𝑛𝑛2+3𝑛𝑛−2

2
+ (𝑛𝑛−1)(2𝑛𝑛−1)

3
(𝑛𝑛 − 4𝑛𝑛 + 3) = 0,  

𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘 ∙ −2𝑛𝑛
2+4𝑛𝑛−2
2

+ (𝑛𝑛−1)(2𝑛𝑛−1)
3

(−3𝑛𝑛 + 3) = 0 ,    
𝑘𝑘2 − 2𝑘𝑘(𝑛𝑛2 − 2𝑛𝑛 + 1) − (𝑛𝑛 − 1)(2𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 1) = 0  и, на крају:  
𝑘𝑘2 − 2(𝑛𝑛 − 1)2𝑘𝑘 − (𝑛𝑛 − 1)2(2𝑛𝑛 − 1) = 0 .  
  Сада треба решити квадратну једначину по 𝑘𝑘, примењујући познату формулу: 

𝑘𝑘1,2 =
−�−2(𝑛𝑛−1)2� ± �(−2(𝑛𝑛−1)2)2−4�−(𝑛𝑛−1)2(2𝑛𝑛−1)�

2
= 2(𝑛𝑛−1)2 ± �4(𝑛𝑛−1)4+ 4(𝑛𝑛−1)2(2𝑛𝑛−1)

2
 ,  

𝑘𝑘1,2 = 2(𝑛𝑛−1)2 ± �4(𝑛𝑛−1)2((𝑛𝑛−1)2+ 2𝑛𝑛−1)
2

= 2(𝑛𝑛−1)2± 2(𝑛𝑛−1)√𝑛𝑛2−2𝑛𝑛+1+2𝑛𝑛−1 
2

= 2(𝑛𝑛−1)2± 2(𝑛𝑛−1)𝑛𝑛
2

 , одакле се 
јасно види да 𝑘𝑘 није ирационалан број, односно да је цео број:  𝑘𝑘1,2 = (𝑛𝑛 − 1)2 ±  (𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛 .Овај 
цео број је природан само за знак + и за 𝑛𝑛 ≥ 2, што значи да, за дати природан број 𝑛𝑛, постоји 
јединствен природан број 𝑘𝑘 = (𝑛𝑛 − 1)2 +  (𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛 = (𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 1 + 𝑛𝑛) = (𝑛𝑛 − 1)(2𝑛𝑛 − 1) ≥ 3. 
Овим је доказ завршен.  

Дакле,  k = (𝒏𝒏 − 𝟏𝟏)(𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝟏𝟏) , па, заменом у полазној једнакости  
𝑘𝑘2 + (𝑘𝑘 + 1)2 + (𝑘𝑘 + 2)2 + ⋯+ (𝑘𝑘 + 𝑛𝑛 − 1)2 = (𝑘𝑘 + 𝑛𝑛)2 + (𝑘𝑘 + 𝑛𝑛 + 1)2 + ⋯+ (𝑘𝑘 + 2𝑛𝑛 − 2)2  
закључујемо да за сваки природан број 𝑛𝑛 ≥ 2 важи једнакост: 
  



 �(𝑛𝑛 − 1)(2𝑛𝑛 − 1)�2 + �(𝑛𝑛 − 1)(2𝑛𝑛 − 1) + 1�2 + ⋯+ �(𝑛𝑛 − 1)(2𝑛𝑛 − 1) + 𝑛𝑛 − 1�2 =                    
= �(𝑛𝑛 − 1)(2𝑛𝑛 − 1) + 𝑛𝑛�2 + �(𝑛𝑛 − 1)(2𝑛𝑛 − 1) + 𝑛𝑛 + 1�2 + ⋯+  �(𝑛𝑛 − 1)(2𝑛𝑛 − 1) + 2𝑛𝑛 − 2�2                                                                                             

После сређивања неких чланова ова једнакост има облик:   
 �(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏)(𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝟏𝟏)�𝟐𝟐 + �(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏)(𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝟏𝟏) + 𝟏𝟏�𝟐𝟐 + �(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏)(𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝟏𝟏) + 𝟐𝟐�𝟐𝟐 + ⋯+ �(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏) ∙ 𝟐𝟐𝟐𝟐�𝟐𝟐 =
  = �(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏) ∙ 𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟏𝟏�𝟐𝟐 + �(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏) ∙ 𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟐𝟐�𝟐𝟐 + �(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏) ∙ 𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟑𝟑�𝟐𝟐 + ⋯+  �(𝒏𝒏 − 𝟏𝟏)(𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟏𝟏)�𝟐𝟐.    

Ево примера за бројеве прве десетице:  
За 𝑛𝑛 = 2, добијамо познату Питагорину тројку:   32 + 42 = 52 . 
За = 3 :       102 + 112  + 122 = 132 + 142 . 
За 𝑛𝑛 = 4:        212 + 222  + 232  + 242 = 252 + 262 + 272 . 
За 𝑛𝑛 = 5:        362 + 372 + 382 + 392 + 402 = 412 + 422 + 432 + 442.  
За 𝑛𝑛 = 6:        552 + 562 + 572 + 582 + 592 + 602 = 612 + 622 + 632 + 642 + 652 . 
За 𝑛𝑛 = 7:        782 + 792 + 802 + 812 + 822 + 832 + 842 = 852 + 862 + 872 + 882 + 892 + 902. 
За  𝑛𝑛 = 8:        1052 + 1062 + 1072 + 1082+1092 + 1102 + 1112 + 1122 = 1132 + 1142 + 1152 +
+1162 + 1172 + +1182 + 1192.  
За 𝑛𝑛 = 9:       1362 + 1372 + 1382 + 1392+1402 + 1412 + 1422 + 1432 + 1442 = 1452 + 1462 +
+1472 + 1482 + +1492 + 1502+1512 + 1522.  
За 𝑛𝑛 = 10:    1712 + 1722 + 1732 + 1742+1752 + 1762 + 1772 + 1782 + 1792 + 1802 = 1812 +
+1822 + 1832+1842 + 1852+1862 + 1872 + 1882 + 1892.  

Што је већи природан број 𝑛𝑛, то у одговарајућој једнакости имамо већи број сабирака. На 
пример, за = 100 , 𝑘𝑘 = 99 ∙ 199 = 19701,  па добијамо једнакост која садржи 199 сабирака:   
197012 + 197022 + 197032 + ⋯+ 198002 = 198012 + 198022 + 198032 + ⋯+ 198992.   

Одушевљава помисао да има гигантских узастопних природних бројева са овом особином. 
На пример, једнакост која само на левој страни има милијарду сабирака почиње са квадратом  
деветнаестоцифреног броја  1 999 999 997 000 000 001, а њена вредност је 45-тоцифрени број.  

Вредност било које од датих једнакости може се израчунати квадрирањем чланова, затим 
сабирањем, али за велике бројеве то је прилично велики посао, па би било пожељно да изведемо  
формулу за израчунавање те вредности у зависности од  𝑛𝑛. 

Нека је  𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑘𝑘2 + (𝑘𝑘 + 1)2 + (𝑘𝑘 + 2)2 + ⋯+ (𝑘𝑘 + 𝑛𝑛 − 1)2.  
У претходном поступку, после примене формула за збир првих 𝑛𝑛 природних бројева и за 

збир њихових квадрата, на левој страни, добили смо једнакост: 
𝑘𝑘2 + (𝑘𝑘 + 1)2 + (𝑘𝑘 + 2)2 + ⋯+ (𝑘𝑘 + 𝑛𝑛 − 1)2 = 𝑛𝑛𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘 (𝑛𝑛−1)𝑛𝑛

2
+ (𝑛𝑛−1)𝑛𝑛(2𝑛𝑛−1)

6
 .  

Заменом 𝑘𝑘, једнакост постаје:  
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)2(2𝑛𝑛 − 1)2 + 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)2(2𝑛𝑛 − 1) + (𝑛𝑛−1)𝑛𝑛(2𝑛𝑛−1)

6
 ;   

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(2𝑛𝑛 − 1) �(𝑛𝑛 − 1)(2𝑛𝑛 − 1) + 𝑛𝑛 − 1 + 1
6
�; 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(2𝑛𝑛 − 1) �(𝑛𝑛 − 1)(2𝑛𝑛) + 1
6
� ; 

Коначно:  𝑺𝑺𝒏𝒏 = 𝒏𝒏(𝒏𝒏−𝟏𝟏)(𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟏𝟏)[𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏(𝒏𝒏−𝟏𝟏) +𝟏𝟏]
𝟔𝟔

 . 
Овај израз је увек природан број јер је производ  𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(2𝑛𝑛 − 1)  дељив са 6.   
Читаоцу препуштам да до ове формуле дође полазећи од једнакости 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑆𝑆𝑘𝑘+𝑛𝑛−1 − 𝑆𝑆𝑘𝑘−1 

користећи познату формулу за збир квадрата првих  𝑛𝑛 природних бројева или сређивањем десне 
стране полазне једнакости.   

За наведене примере једнакости добијамо:  
    
S2 = 2 ∙ 1 ∙ 3 ∙ 25

6
= 25 = 32 + 42 = 52  



𝑆𝑆3 = 3 ∙ 2 ∙ 5 ∙ 73
6

= 5 ∙ 73 = 365 = 102 + 112  + 122 = 132 + 142 ;  

𝑆𝑆4 = 4 ∙ 3 ∙ 7 ∙ 145
6

= 14 ∙ 145 = 2030 = 212 + 222  + 232  + 242 = 252 + 262 + 272 ;  

𝑆𝑆5 = 5 ∙ 4 ∙ 9 ∙ 241
6

= 30 ∙ 241 = 7230 = 362 + 372 + 382 + 392 + 402 = 412 + 422 + + 432 + 442        
и тако даље.  

Помоћу формуле за 𝑆𝑆𝑛𝑛 брже израчунавамо вредности једнакости, као на пример,    𝑆𝑆100 =
197012 + 197022 + ⋯+ 198002 = 100 ∙ 99 ∙ 199 ∙118801

6
= 328350 ∙ 118801 = 39 008 308 350 , јер 

бисмо много више  времена изгубили поступним квадрирањем и сабирањем. За много веће 
бројеве, готово је немогуће замислити израчунавање вредности без формуле.  
   Напомена 1. Свака једнакост у овој теми може се увећати множењем леве и десне стране 
квадратом неког природног броја. Тако добијамо нове једнакости код којих су сабирци квадрати 
узастопних чланова неког аритметичког низа. 

Тако на пример, Питагорина тројка (3, 4, 5) постаје (9, 12, 15) множењем са 3, односно, 
једнакост 32 + 42 = 52 постаје 92 + 122 = 152 множењем са 32, а њена вредност постаје 25 ∙ 9 =
225. Бројеви 9, 12, 15 чине трочлани аритметички низ са диференцијом 3 . 

У другом примеру, ако леву и десну страну једнакости  102 + 112  + 122 = 132 + 142 
помножимо са 4 = 22 добијамо 202 + 222  + 242 = 262 + 282, а њена вредност износи 365 ∙ 4 =
1460 . Бројеви 20, 22, 24, 26, 28  су чланови аритметичког низа са првим чланом 20  и 
диференцијом  2.  

Напомена 2. Пошто се ова тема бави сабирањем квадрата, ове једнакости имају и своју 
геометријску интерпретацију, али то није циљ теме.  
 
  


