
44. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Xabac, 17.04.2004.

Prvi razred

Na�i sve parove prirodnih brojeva (a, b) za koje va�i:1.

5ab − b = 2004.

Dat je trougao 4ABC i taqke D i E redom na polupravama CB2.

i CA, tako da va�i CD = CE =
AC + BC

2
. Neka je H ortocen-

tar trougla ABC i P sredixte luka AB kru�nice opisane oko
trougla ABC, koji ne sadr�i taqku C. Dokazati da prava DE
polovi du� HP .

Ako su a, b, c pozitivni brojevi, takvi da je abc = 1, dokazati3.
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U prostoru je dat skup S od 100 taqaka, tako da nikoje 4 od4.
ǌih ne pripadaju jednoj ravni. Dokazati da ne postoji vixe od
4 · 1012 tetraedara sa temenima iz skupa S, takvih da svaka dva
od tih tetraedara imaju najvixe dva zajedniqka temena.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred

Ako su a, b, c prirodni brojevi takvi da je i
a

b
+

b

c
+

c

a
prirodan1.

broj, dokazati da je abc potpun kub.

Dat je oxtrougli trougao sa polupreqnikom upisane kru�nice2.
r. Dokazati da zbir rastojaǌa ortocentra od stranica trougla
nije ve�i od 3r.

Neka su M , N , P proizvoǉne taqke redom na stranicama BC,3.
CA, AB oxtrouglog trougla ABC. Dokazati da je taqna bar
jedna od nejednakosti:

NP >
1
2
BC, PM >

1
2
CA, MN >

1
2
AB.

Razgovarali su baron Minhauzen i matematiqar. Baron Min-4.
hauzen je rekao da se u ǌegovoj zemǉi iz svakog grada mo�e
putem sti�i u bilo koji drugi grad. Pri tome, ako se iz
proizvoǉnog grada putuje po zemǉi proizvoǉnim putem do
povratka u taj grad, onda se pro�e kroz neparan broj usput-
nih gradova. Matematiqar je pitao koliko puta se broji grad,
ako se vixe puta pro�e kroz ǌega. Baron je odgovorio da se
takav grad broji onoliko puta koliko puta se pro�e kroz ǌega.
Osim toga, baron Minhauzen je dodao da iz svakog grada u ǌe-
govoj zemǉi polazi jednak broj puteva, osim iz ǌegovog rodnog
grada iz koga polazi maǌi broj puteva. Na to je matematiqar
rekao da baron Minhauzen la�e. Kako je to zakǉuqio?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i i qetvrti razred

U trouglu 4ABC povrxine S taqka H je ortocentar, D, E i F1.
su podno�ja visina iz A, B i C, a P , Q i R taqke simetriqne
taqkama A, B i C u odnosu na prave BC, CA i AB, redom.
Poznato je da trouglovi DEF i PQR imaju jednaku povrxinu

T i da je T >
3
5
S. Dokazati da je T = S.

Niz (an) odre�en je uslovima a1 = 0 i2.

(n + 1)3an+1 = 2n2(2n + 1)an + 2(3n + 1) za n > 1.

Dokazati da beskonaqno mnogo qlanova niza pripada skupu
prirodnih brojeva.

Neka je A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}. Koliko ima podskupova3.
B skupa A, takvih da za svako n ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} va�i: ako
n ∈ B i n + 2 ∈ B, onda bar jedan od brojeva n + 1 i n + 3 tako�e
pripada skupu B?

Neka je (an) niz odre�en uslovima a1 = x ∈ R i 3an+1 = an + 1 za4.
n > 1. Neka je
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Izraqunati zbir A + B u zavisnosti od x.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazlo�iti.


