
DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.03.2009.

Prvi razred , A kategorija

Koliko ima funkcija f : R+ → R takvih da za svako x ∈ R+ va�i1.

f

(
x +

1
x

)
= x2 +

1
x2

?

Neka taqka C pripada du�i AB i neka su k0, k01 i k02 krugovi qiji su2.
preqnici AB, AC i CB, redom. Neka je D taqka preseka kru�nice k0 i
normale kroz C na du� AB. Neka su k1 i k2 krugovi koji se nalaze u
istoj poluravni odre�enoj pravom AB u kojoj i taqka D i koji dodiruju,
redom, kru�nice k01, k0 i du� CD, odnosno kru�nice k02, k0 i du� CD.
Neka je k krug najmaǌeg polupreqnika koji sadr�i i dodiruje krugove k1

i k2. Dokazati da je preqnik kruga k jednak du�ini du�i CD.

Na kru�nici je uoqen konaqan broj lukova, takvih da je du�ina svakog od3.
ǌih maǌa od poluobima kru�nice i da svaka tri od ǌih imaju neprazan
presek. Dokazati da postoji taqka kru�nice koja se ne nalazi ni na
jednom luku.

Konstruisati barem jednu pravu koja figuru sa slike, sastavǉenu od4.
trougla i kru�nog odseqka, deli na dva po povrxini jednaka dela.

Da li postoji prirodan broj koji je potpun kvadrat i qiji je zbir cifara5.
jednak 20082009?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.03.2009.

Prvi razred , B kategorija

Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja 5102 + 499 + 3100 sa 13.1.

Neka su V, S, T razliqite taqke ravni. Konstruisati trougao ABC, tako2.
da su taqke V, S i T preseqne taqke opisane kru�nice ovog trougla sa
pravama kojima pripadaju visina, simetrala ugla i te�ixna linija koje
odgovaraju temenu C, redom.

Dokazati da za sve realne x i y va�i nejednakost3.

x2y4 + 2 · (x2 + 2
) · y2 + 4xy + x2 � 4xy3.

Neka je ABC tupougli trougao (�ABC > 90◦) i neka je R polupreqnik4.
opisane kru�nice ovog trougla. Simetrale unutraxǌeg i spoǉaxǌeg
ugla kod temena C seku pravu AB u taqkama L i M , redom. Ako je CL =
CM , dokazati da je 4R2 = AC2 + BC2.

Na koliko naqina je mogu�e u svako poǉe tabele sa dve vrste i 20095.
kolona upisati prirodan broj ne ve�i od 2803, tako da ni u jednoj koloni
ve�i broj ne bude iznad maǌeg?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.03.2009.

Drugi razred , A kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu1.

28 · 3 · 2009 = 28x · 3x2 · 2009x3
.

Odrediti sve prirodne brojeve n za koje jednaqina2.

xn + 2xn−1 + 3xn−2 + . . . + nx + n + 1 = 0

ima bar jedno rexeǌe u skupu racionalnih brojeva.

Neka su r i R polupreqnici upisane i opisane kru�nice, redom, oxtrou-3.
glog trougla, a α, β i γ ǌegovi uglovi. Dokazati da va�i

1
cos α

+
1

cos β
+

1
cos γ

� 9R

R + r
.

Na koliko naqina se 6 razliqitih kuglica mo�e rasporediti u 6 kutija4.
koje se ne razlikuju? U svaku kutiju se mo�e rasporediti proizvoǉan
broj kuglica; kutija mo�e biti i prazna.

Da li postoji prirodan broj koji je potpun kvadrat i qiji je zbir cifara5.
jednak 20092008?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.03.2009.

Drugi razred , B kategorija

Sve�i krastavci sadr�e 99% vode. Ako sve�i krastavci preno�e, ujutru1.
sadr�e 98% vode. Ako je uveqe u prodavnici ostavǉeno 100 kilograma
sve�ih krastavaca, koliko �e kilograma ujutru biti za prodaju?

Neka su P i Q sredixta stranica AB i AC, redom, jednakostraniqnog2.
trougla ABC. Neka je R preseqna taqka prave PQ i opisane kru�nice

�ABC, tako da je P − Q − R. Dokazati da je
PQ

QR
=

PR

PQ
.

Koji je od brojeva a = log3 10 i b = log4 17 ve�i?3.

Neka je a ∈ R i funkcija f : R → R definisana sa4.

f(x) = ax2 + x + 1.

Odrediti sve vrednosti parametra a, tako da za svako x ∈ R va�i neje-
dnakost

f (f(x)) � 0.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu5.

28 · 3 · 2009 = 28x · 3x2 · 2009x3
.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.03.2009.

Tre�i razred , A kategorija

Dokazati da polinom1.

P (x) = (x4 + x3 − 3x2 + x + 1)2008 = a8032x
8032 + a8031x

8031 + . . . + a1x + a0

ima bar dva negativna koeficijenta.

Kru�nice k1 i k2 se seku u taqkama A i B. Tangenta na k1 u A i tangenta2.
na k2 u B se seku u taqki M . Proizvoǉna prava kroz A seqe krugove k1 i
k2 u taqkama X i Y (razliqitim od taqke A), redom. Ako je BY ∩MX = P
i MA ∩ k2 = Q �= A, dokazati da je PQ ‖ XY .

Neka je n � 3 prirodan broj i neka su x0, x1, x2, . . . , xn, xn+1 nenegativni3.
realni brojevi takvi da je x0 = x1 = 0, xn = xn+1 = 1. Dokazati da
postoji j ∈ {1, 2, . . . , n} za koje va�i:

|xj+1 + xj−1 − 2xj | � 4
n2

.

Odrediti sve prirodne brojeve a, b, c, tako da va�i4.

4 | a + b i a2 − 2a = b2 + c2.

Qetiri deteta imaju qokoladu pravougaonog oblika sa 10 redova i po 65.
kockica u redu. Svako dete dr�i qokoladu za jedan ugao, i �eli da po-
jede parqe u obliku pravougaonika (sa stranicama paralelnim ivicama
qokolade) koje sadr�i taj ugao. Na koliko naqina je mogu�e odlomiti
takva qetiri parqeta, ako qokolada mo�e da se lomi samo po linijama
izme�u kockica?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.03.2009.

Tre�i razred , B kategorija

U xOy-ravni odrediti jednaqine stranica trougla ABC, ako su koordi-1.
nate taqke A(0,−9), jednaqina prave koja sadr�i te�ixnu du� koja odgo-
vara temenu B je x + 2y + 13 = 0, a jednaqina prave koja sadr�i visinu
koja odgovara temenu C je 3x + y + 19 = 0.

Neka taqka M pripada opisanoj kru�nici jednakostraniqnog �ABC. Ako2.
je polupreqnik ove kru�nice R, izraqunati MA4 + MB4 + MC4.

U pravu kupu polupreqnika osnove r = 17 i izvodnice s =
√

545 upisana3.
je prava trostrana prizma osnovnih ivica a = 17, b = 10 i c = 9, tako
da se temena doǌe osnove nalaze u osnovi kupe, a gorǌe na omotaqu.
Izraqunati zapreminu prizme.

Koliko se najvixe koǌa mo�e postaviti na xahovsku tablu dimenzija4.
7 × 7 tako da se nikoja dva ne tuku?

Odrediti sve realne brojeve x za koje va�i5.

logx+1 x � logx2+1 x2 � logx3+1 x3 � . . . � logxn+1 xn � . . . .

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.03.2009.

Qetvrti razred , A kategorija

Neka je1.
P (x) =

(
x2009 − 2009

) · (x2008 − 2008
) · . . . · (x1 − 1

)
.

Odrediti sve a ∈ C takve da (x − a)2 | P (x).

Kru�nice k1 i k2 se seku u taqkama A i B. Tangenta na k1 u A i tangenta2.
na k2 u B se seku u taqki M . Proizvoǉna prava kroz A seqe krugove k1 i
k2 u taqkama X i Y (razliqitim od taqke A), redom. Ako je BY ∩MX = P
i MA ∩ k2 = Q �= A, dokazati da je PQ ‖ XY .

Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Dokazati da va�i3.

2a3 + 2b3 + 2c3 + ab2 + bc2 + ca2 � 3a2b + 3b2c + 3c2a.

Odrediti sve prirodne brojeve a, b, c, tako da va�i4.

4 | a + b i a2 − 2a = b2 + c2.

Odrediti najmaǌe n sa osobinom da ma kako se postavi n dama na xa-5.
hovsku tablu dimenzija 2009× 2009, mo�e se izabrati 2009 dama, tako da
se nikoje dve od ǌih ne napadaju.

Napomena. Na jednom poǉu table mo�e se nalaziti samo jedna dama.
Dama napada figuru ako se nalaze u istoj vrsti, u istoj koloni ili na
istoj (ne nu�no glavnoj) dijagonali.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.03.2009.

Qetvrti razred , B kategorija

Zbir tri broja je 14. Ako se sredǌi po veliqini pove�a za 1, dobijaju1.
se tri uzastopna qlana aritmetiqkog niza. Ako se isti broj smaǌi za
1, dobijaju se tri uzastopna qlana geometrijskog niza. Odrediti zbir
kvadrata ta tri broja.

Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje su nejednaqine2.

logx2(x + 6) � 1
4

i logx+a(x + 4) � 1

ekvivalentne.

Neka su a, b, c ∈ R i neka je funkcija f : [ 0, 2π ] → R definisana sa3.

f(x) = a sin2 x + 2b sinx cosx + c cos2 x.

Odrediti max
x∈[ 0,2π ]

f(x) (u funkciji od a, b, c).

Koliko se najvixe koǌa mo�e postaviti na xahovsku tablu dimenzija4.
7 × 7 tako da se nikoja dva ne tuku?

Stranice trougla ABC su uzastopni qlanovi aritmetiqke progresije.5.
Na�i uglove ovog trougla, ako su i odgovaraju�e te�ixne linije ta, tb
i tc uzastopni qlanovi aritmetiqke progresije.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.


