
DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 29.03.2008.

Prvi razred , A kategorija

Odrediti na koliko naqina se mogu izabrati prirodni brojevi a, b i c1.
tako da va�i:

1◦ a < b < c < 52;

2◦ a deli c;

3◦ b deli c;

4◦ a i b nisu deǉivi kvadratom prirodnog broja ve�eg od 1;

5◦ c jeste deǉiv kvadratom prirodnog broja ve�eg od 1.

U trouglu ABC je �ABC = 45◦ i �CAB = 15◦. Neka je M taqka na2.
polupravoj BC takva da je

−−→
BM = 3 ·−−→BC. Odrediti uglove trougla ABM .

Odrediti ostatak pri deǉeǌu polinoma x2008 − x2007 − 3x + 4 polinomom3.
(x − 1)3.

Oko trougla ABC opisati jednakostraniqan trougao PQR najve�e mogu-4.
�e du�ine stranice (�PQR je opisan oko �ABC ako je A ∈ QR, B ∈ RP ,
C ∈ PQ).

Dokazati da postoji prirodan broj n takav da je broj 2pn + 3 slo�en za5.
svaki prost broj p.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 29.03.2008.

Prvi razred , B kategorija

Neka su a i b prirodni brojevi. Dokazati da je broj (a + b)6 − a6 deǉiv1.
brojem a2 + ab + b2.

Dokazati da je broj 3105 + 4105 deǉiv sa 49 · 181.2.

Neka je P taqka u unutraxǌosti �ABC, takva da je �PAC = �PBC.3.
Neka su M i K podno�ja normala iz taqke P na stranice BC i AC,
redom. Ako je D sredixte stranice AB, dokazati da je DK = DM .

U trouglu ABC je �ABC = 45◦ i �CAB = 15◦. Neka je M taqka na4.
polupravoj BC takva da je

−−→
BM = 3 ·−−→BC. Odrediti uglove trougla ABM .

Kapetan je dobio zadatak da rasporedi 12 vojnika (razliqitih po visini)5.
u 3 vrste po 4 vojnika, tako da su ispuǌeni slede�i uslovi:

1◦ svaki vojnik je ni�i od svih vojnika koji se nalaze iza ǌega (u
ostalim vrstama);

2◦ svaki vojnik je ni�i od svih vojnika koji se nalaze desno od ǌega
(u ǌegovoj vrsti);

3◦ u posledǌoj vrsti se nalaze 4 najvixa vojnika.

Na koliko naqina kapetan to mo�e uqiniti?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 29.03.2008.

Drugi razred , A kategorija

U skupu celih brojeva rexiti n(n + 1)(n + 2) = m2.1.

Neka je n > 1 prirodan broj, a a1, a2, . . . , an celi brojevi, tako da va�i2.

a2
1 + a2

2 + . . . + a2
n + n3 � (2n − 1)(a1 + a2 + . . . + an) + n2.

Dokazati da su svi ai nenegativni i da broj a1 + a2 + . . . + an + n + 1 nije
potpun kvadrat.

U �ABC va�i �CAB = 2 · �BCA. Neka je N centar spoǉa pripisane3.
kru�nice �ABC koji dodiruje stranicu BC, a taqka M sredixte stra-
nice AC. Ako je presek du�i BC i NM taqka P , dokazati da je AB = BP .

Na stranicama pravilnog petougla ABCDE uoqeno je n razliqitih4.
taqaka (me�u uoqenim taqkama mogu biti i taqke A, B, C, D i E). Ispo-
stavilo se da postoji taqno 2008 trouglova qija su sva temena neke od
tih taqaka (trougao je odre�en sa tri nekolinearne taqke). Koliki je
najmaǌi mogu�i broj uoqenih taqaka?

U bolnicu je dovedeno 10 obolelih osoba. Me�u 1 000 flaxa u magacinu,5.
samo u jednoj se nalazi lek. Ukoliko neko od tih osoba popije makar jednu
kap iz flaxe u kojoj se nalazi lek, nakon 24 sata lekar �e primetiti
simptome ozdravǉeǌa. Lekar ima zadatak da u roku od 24 sata otkrije
flaxu u kojoj se nalazi lek, da bi se pripremio za mogu�u epidemiju.
Dokazati da lekar mo�e da obavi svoj zadatak.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 29.03.2008.

Drugi razred , B kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti1.

|x2 + x − 2| = 4x + 2.

Neka su D, E i F podno�ja visina iz taqaka A, B i C, redom, oxtrouglog2.
trougla ABC. Dokazati da je

BD · CD = DE · DF.

U skupu realnih brojeva rexiti3.

4 ·
√

2x − 1
2x

+
√

14 � 14 ·
√

2x−2

2x − 1
.

Poznato je da je 37 = 2187 > 2048 = 211. Dokazati da va�i4.

(log24 48)2 + (log12 54)2 > 4.

Koliko najmaǌe �aka mo�e biti u grupi u kojoj va�i slede�e – svaki5.
�ak poznaje najmaǌe xest �aka, i ne postoje tri �aka koja se me�usobno
poznaju (poznanstva su uzajamna)?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 29.03.2008.

Tre�i razred , A kategorija

Polo�aj velike i male kazaǉke na satu naziva se dvostruko mogu�im ako1.
�e zamenom mesta velike i male kazaǉke one opet korektno pokazivati
neko vreme. Koliko ima dvostruko mogu�ih polo�aja kazaǉki?

Neka je n > 1 prirodan broj. Odrediti koeficijent uz x
n2+n−4

2 u razvoju2.
polinoma

(x + 1)1 · (x + 2)2 · . . . · (x + n)n.

U svako poǉe tablice 8× 7 upisan je broj na slede�i naqin: u poǉe (i, j)3.
koje se nalazi u preseku i-te vrste i j-te kolone upisan je broj i·(2j+1). U
tako dobijenoj tablici dozvoǉeno je izabrati bilo koji kvadrat 3×3 ili
kvadrat 4×4 i pove�ati za 1 svaki broj u poǉima izabranog kvadrata. Da
li se polazna tablica primenom takvih operacija mo�e transformisati
u tablicu u kojoj su svi brojevi parni?

U skupu prirodnih brojeva rexiti4.

7x + 12y = 13z.

Neka je d > 0 realan broj. Konstruisati pravougaonik MNPQ dijagona-5.
le NQ = d upisan u dati trougao ABC, tj. pravougaonik kome stranica
MN pripada pravoj odre�enoj sa AB, a temena P i Q pripadaju strani-
cama BC i CA, redom.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 29.03.2008.

Tre�i razred , B kategorija

Dokazati da se kru�nice1.

x2 + y2 − 2x − 12y + 12 = 0 i x2 + y2 + 2x − 9y + 15 = 0

dodiruju iznutra i odrediti jednaqinu ǌihove zajedniqke tangente.

Neka je SABC trostrana piramida, qiji su svi iviqni uglovi kod vrha2.
S pravi i neka je O podno�je visine iz taqke S na ravan ABC.

(a) Dokazati da je O ortocentar trougla ABC.

(b) Ako su povrxine trouglova ABC i OBC jednake P1 i P2, redom,
odrediti povrxinu trougla SBC.

U skupu realnih brojeva rexiti3.

log 1
3

(
4cos 2x + 4cos2 x

)
� sgn

(
logx 5

√
1−x

)

(sgn x =

⎧⎨
⎩

1, za x > 0
0, za x = 0

−1, za x < 0
).

Da li se u ravni mo�e konstruisati4.

(a) 2006; (b) 2007; (v) 2008

podudarnih kru�nica, tako da svaka od ǌih dodiruje taqno 3 druge kru-
�nice i nikoje dve kru�nice se ne seku?

Polo�aj velike i male kazaǉke na satu naziva se dvostruko mogu�im ako5.
�e zamenom mesta velike i male kazaǉke one opet korektno pokazivati
neko vreme. Koliko ima dvostruko mogu�ih polo�aja kazaǉki?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 29.03.2008.

Qetvrti razred , A kategorija

Niz prirodnih brojeva (an)n∈N definisan je sa a1 = 3 i an+1 = 3an za1.
n � 1.

Odrediti posledǌe dve cifre broja a2008.

Neka je ABCDEF xestougao upisan u kru�nicu polupreqnika 1, tako da2.
su stranice AB, CD, EF du�ine 1. Dokazati da sredixta stranica BC,
DE i AF formiraju jednakostraniqni trougao.

Neka su α, β i γ sve nule polinoma x3 − 9x + 9. Dokazati da je3.

α2 + α − 6 ∈ {β, γ}.

U skupu realnih brojeva rexiti4.

2008log2006(x−1) − 2006log2008(x+1) = 2.

100 sijalica je pore�ano u tablu 10 × 10, pri qemu svaka mo�e da bude5.
upaǉena ili ugaxena. U jednom koraku je dozvoǉeno:

1◦ promeniti staǌa svih sijalica u jednoj vrsti;

2◦ promeniti staǌa svih sijalica u jednoj koloni;

3◦ upaliti proizvoǉnu sijalicu koja je okru�ena sa 4 upaǉene (sija-
lice koje okru�uju sijalicu S su one koje se nalaze na poǉima koja
imaju zajedniqku stranicu sa poǉem na kome se nalazi S).

U poqetku su sve sijalice ugaxene. Da li je mogu�e nizom ovakvih ko-
raka posti�i da sve sijalice osim jedne u uglu i jedne ǌoj susedne budu
ugaxene?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 29.03.2008.

Qetvrti razred , B kategorija

Neka je a ∈ R. U skupu realnih brojeva rexiti1.
√

x − 4a + 16 − 2 · √x − 2a + 4 +
√

x = 0.

Ako je O preseqna taqka dijagonala AC i BD pravilnog petougla2.
ABCDE, dokazati da je

AO2 = AC · OC.

Neka su m i n prirodni brojevi. Dokazati da je broj m4n + 1 −m deǉiv3.
sa 30.

Odrediti sve kompleksne brojeve z, tako da taqke koje odgovaraju bro-4.
jevima 1, z, z2 i z3 (ne obavezno u datom poretku) qine temena paralelo-
grama.

U skupu realnih brojeva rexiti5.

logx2(2 − x2) + logx2+5x+7(5x + 7) � 1.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.


