MunucrapcTBo npocBetre u cruopra Pemyoauke CpoOuje
IlpymTBo maremaruuyapa Cpbuje

IIP’KABHO TAKMUYEILE VI3 MATEMATUKE
24.03.2007.

IIpBu pa3pen — A Kareropuja

Hujaronane AC u C'E npasunsaor mecroyria ABCDEF nonemene
cy taukama M u N tako ma je AM : AC = CN : CE = A\. Onpenutu
A ako cy tauke B, M u N roauHeapHe.

Ilare cy Tpu mHerosuneapue tauke A, B u C. Koucrpyucaru taury
D Tako ma yerBopoyrao ABCD Oyne TeTuBaH M TaHT€HTAH.

3a cBaku npupomaH Opoj obeaexxkumo ca x, Opoj Koju ce mobu-
ja y3aCTONHUM 3alUCUBAK-eM NpUPOTHUX OpojeBa om 1 mo m (HOp.
x15 = 123456789101112131415). Ompemuru cBe mpupogHe Gpojese n
3a kKoje 27 menu a:?l + x, — 2.

OmpemuTu MUHUMAJHY BPETHOCT M3Pa3a & + Y + 2z Ipu orpaHude-

BUMA
xy(10x + 10y + 7z) > 27,

> 9

yz(10y + 10z + 7x) > 27,

zx(10z + 10z + Ty) > 27,
z,y,z = 0.

Y pasuu tpoyria ABC youuMmo n mpaBux, O KOjUX je CBaka mapa-
JIeJIHA HEKOj CTPaHUIM TPpoyria. 3a Koje HajMame n je moryhe ma
OBUX M TpaBux meie paBaH Ha 6ap 207 obractu (OrpaHUYEHUX U
HEOTPDAHNYECHNUX ) !

Bpewme 3a panm 240 munyTa.
Pemema 3amaTaka mertasbHO 0OPA3IIOKUTH.
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Ilpyru pa3pen — A kareropuja

Kpyr ymucan y tpoyrao ABC nomupyje crpanune BC,C A, AB pe-
nom y taurama D, E,F. IlpaBa AD cede ynucaHu Kpyr TPOyTJa
ABC jom y taukm (). Ilokaszatu ma mpasa FE() mpoJsa3u Kpo3 cpe-
mumre nysxu AF ako u camo ako je AC = BC.

Heka je S ckyn xkommniaekcHux OpojeBa meuHUCAH ca:
1
S={zeC| ]z—l—;|:1}.

(a) Hahu majsehy moryhy Bpemnoct momyna |z|, ako je z € S;
(b) Hahu majmamy moryhy Bpemnoct monyna |z|, ako je z € S.

Pemmmru jemsaunnay z° = y° + 3y* 4+ 8y? 4+ 5y + 1 y menum 6pojesuma.
Heka je P(x) mommuOM ca nemnoOpojHuM koeduimeHTUMAa. AKO 3a
Heke pasimumTe rese 6pojese a u b Baxkm P(a) - P(b) = —(a — b)?,

nokaszaru na je P(a)+ P(b) = 0.

Mory nu ce mosba KBaApaTa H X 5 IPEKPUTU TPABOYTAOHUINMA 2 X 3
TAKO Oa CBAKO IMOJbe KBaapaTa Oyae MPeKpPUBEHO UCTU Opoj myrta?

Bpewme 3a panm 240 munyTa.
Pemema 3amaTaka mertasbHO 0OPA3IIOKUTH.
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Tpehu pa3spen — A kareropuja

Y rpoyray ABC' y kome je AB # AC, ynucanu Kpyr ca meHTpom S
nomupyje crpauuiie BC,CA u AB pemom y taukama D, E u F. Ilpa-
Ba FF ceue mpaBy BC y P. Ilorka3aru na je mpaBa PS HOpMmamgHa
Ha npaBy AD.

Y tpoyrny ABC je AB = AC < BC. Heka je D rtauka Ha
noaymnpaBoj AB, tako na je AD = BC. Axo je <BCA =4 -<DCB
onpemutu moryhe Bpennoctu 3a {ABC.

Heka cy a u n npuponuu 6pojeBu, a > 1, TakBu na n geau a™ — 1.
Hoxkazaru na tana (a — 1)n gean a™ — 1.

Y rpynu jbynu CBaKM YOBEK MMa TAYHO TpU No3HaHWKa. Jlokaszaru
na je moryhe cmecTtuTtu cBe Jbyne U3 Te TPyle y JBe MPOCTOPUje
TaAKO & CBAKU YOBEK MMa HAJBUIIE jeHOT IMO3HAHWKA Y IPOCTOPUjU
y KOjOj ce HaJa3u.

m4+y4+z4

OnpenuTu MUHUMAJIHY BPEITHOCT U3pa3a R

y3 OrpaHUYEemHa

min{z(y* +2%),y(2* +2%), 2(z° +y°)} > 1+ayz, >0, y=20, 2>0.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.
Pemema 3amaTaka mertasbHO 0OPA3IIOKUTH.
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UerBpTH pa3pen — A KaTreropuja

Kon jemmakorkparor tpoyraa ABC je AB = BC u LABC = 30°.
Taura D npunana crpauunu BC Tpoyriaa tako na je AC : BD = V2.
Nzpauynatu yrao ZDAC.

Axo cy X, Y u Z rauke ma crpanunama BC, CA u AB Tpoyria
ABC, rakse na je AXYZ ~ ANABC (<X = <A, <Y = «B), noka3a-
T Oa ce opToleHTap Tpoyriaa XY/ u neHTap OMUCAHOT KpPyra
tpoyraa ABC noknanajy.

JoKa3aTu ma MOCTOjU HOIMHOM obmka 1™ +20072" "1 +- - - koju memm
noiuaoM ™ — 1 3a Heko m € N.

Heka je n € N matu Hemapan npuponan 6poj sehu on 1. lokazatu
na ce cBaku npuponan o6poj [ € N, 1 <[ < n Mo:ke IpencTaBUTu
Kao 30Up miau pas3imka OBa NPUPOMHA Opoja KOju Cy MamU OL N U
y3ajaMHO TPOCTHU ca N.

Konnko majBumIe noBama MOXe Oa Ce CTABM Ha IIAXOBCKY TaOIy
OUMEeH3Mja m X N TaKOo Ja HU jeJaH O HUX He Tyde BUIIE O ABa
ApyTa JIOBIA.

Hanomena: JloBam Tyue ¢urypy koja je Ha WMCTOj AMjarOHATIUA U
KOja HHje 3aKJIOH-€HAa HEKOM IPYTOM (UIYypPOM.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.
Pemema 3amaTaka mertasbHO 0OPA3IIOKUTH.



MunucrapcTBo npocBetre u cruopra Pemyoauke CpoOuje
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IIP;KABHO TAKMUYEILE I3 MATEMATUKE
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IIpsu pa3pen — B kareropuja

Hahu cBe mpupomse 6pojeBe T TakBe ma cy cse mubpe O6poja 29

pa3auyunTe.

Ha mpukaszamnoj mamu cBaku Kpy:KuN je Kyha y KO0joj cTaHyje IO
jeman bhak memak MOk cy JumHuje m3Mmebhy kpykmha myTteBu uzmelby
kyha. ['me Tpeba u3rpaauTy MKOJIY Y CEJTy TaKO Ma YKYIaH IyT KOju
npesiaze hamu memanu Oyne HajMamU aKO Ce 3HA Ja je OyKWHA IIyTa
u3mebhy naBe cycemne kyhe jemmarka 1 rwmiomerap. OOpa3iaoxuTu
oarosop!

Hamomena: bamu ce kpehy MCKBYUMBO MO MyTEBUMa a TO3BOJhE-
HO MECTO 3a M3rpadmy IIKOJE je Ha HEKO] JUHUjU UIN Y HEKOM O
YBOPOBA HABEJEHE MAaIle.

Hahwu ocrarak memema 6poja B 6pojem A ako je x = 22007

A=2+a’+at+aP+a’+a+1 B =a2"+a¥+a®+2 4242+ 1

Ilokazatu nma komBekcan uverBopoyrao ABCD kon rora je AB =
2, BC =1, DA =3, ZBAD = 60° u ZBCD = 120°, mopa Outmu
Tpares.

Onpenutu Henozuare 6pojese (6poj nudapa) y jeqHaKOCTH

\/11...1_22...2:33...3
axo ce 3Ha ma Opoj 33---3 mma 2007 nudapa.

Bpewme 3a pan 240 munryTAa.
Pemema 3amaTaka merasbsHO 0OPA3IIOKUTH.
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Ilpyru pa3spen — b kKareropuja

PaBan je pasnoskeHa Ha jeIWHUYHE KBaJapaTe TakKO Aa (GopMupa
OEeCKOHAUHY IMAaxXOBCKY TabJy. YTuUcaTu y CBAKU KBAAPAT MO jelaH
on OpojeBa 1,2,3,4,5 Tako ma y CBaKUX MIeT XOPU3OHTAJHO, BeEP-
TUKAJHO WU AWjaroHaJHO CYCEeIHUX KBaapara Oymy YIUCAHU CBU
oBu OpojeBu’?

Heka je C'D Bucuna npasoyruor tpoyriaa ABC (yrao kon remena C
je 90°). Axo je K tauka pasBHu TOr Tpoyria taksa na je AK = AC,
MOKA3aTU Ia je MPeYHUK KPY:KHUIE onucane oko Tpoyriaa ABK koju
canpxu Tauky A Hopmasian Ha DK.

Heka je f(x) = 22 — (o + B)z + aff ¥Bagpatna ¢ymKIMja, TAe Cy
a u ( ek (He 06aBe3HO paznuunTy) NpUponHu 6pojeBu. Koswmko
peasHuX U PA3JUYATUX HyJIa UMa jeJHAYNHA

f(F(f(z))) =07

3a cBaku mpupomaH Opoj obenexmmo ca T, OpOj Koju ce mobuja
Y3aCTOMHUM 3aMUCUBAKEM IPUPOIHUX OpojeBa ox 1 mo n (HOp. T15 =
123456789101112131415). Onpenutu cBe mpupoaHe 6pojeBe n 3a Koje
27 menun :1:% + x, — 2.

Onpenutu cBe peasne OpojeBe x > 1 3a Koje je TayHa HEjeTHAKOCT

logy (log, ) + log,(log, ) < 2.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.
Pemema 3amaTaka mertasbHO 0OPA3IIOKUTH.
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Tpehu pa3spen — B kareropuja

Isounana maprunuja ckyna P = {1,2,...,n} je nap {A, B} senpasuux
noackynosa on P raksux na je P=AUB u AN B = () (naptumm-
je {A,B} u {B, A} ce cmarpajy jemnakum). Ilokazatu na je 6poj
MBOYNAHUX HapTUnuja ckymna P jemmak 271 — 1.

[IpaBa p xoja je mapamaenna crpanunu AB martor tpoyraa ABC u
nosioBu crpanuity BC' ceue cumerpaiy s yraa ABC' y tauku 1. Ako
je O meHTap ymmcaHOT KpPyra AaTor TPOyrJa, JOKA3aTH Oa je

<0CT = %<BAC.

IlokazaTtu na jemHauuHa T + cosx = 1 MMa TAYHO jeqHO peleme Y
CKyIy peaJHUX Opojesa.

Hahu 6ap jemmy meroncrantHy ¢yurmujy f: R — R roja 3amoBo-
JbaBa yCJIOB:
flx+2)+ f(x) = f(x + 1) 3a cBako x € R.

a, 3, v cy omTpu yrioBu Koje nujaronasa kaapa ABC DA B1C1 D,
rpamu pemom ca usunama AA;, AB u AD. Iloka3zaTu HejeTHAKOCT

a+ B4y <.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.
Pemema 3amaTaka mertasbHO 0OPA3IIOKUTH.



MunucrapcTBo npocBetre u cruopra Pemyoauke CpoOuje
IlpymTBo maremaruuyapa Cpbuje

IIP’KABHO TAKMUYEILE VI3 MATEMATUKE
24.03.2007.

UerBpTH; pa3pen — b kareropuja

IBounana maprunuja ckyna P = {1,2,...,n} je nap {A, B} venpasuux
noackynosa on P raksux na je P=AUB u AN B = () (napTumm-
je {A,B} u {B, A} ce cmarpajy jemnakum). Ilokazatu na je 6poj
MBOYNAHUX HapTHUIHuja cKymna P jemmak 271 — 1.

Y tpoyrany ABC Baske pemanuje AB = AC < BC. Heka je D Taura
Ha mousrynpaBoj AB rtakBa ma je AD = BC. Oppemuty BpemHOCT
yraa <ABC ako ce 31a na je <BCA =4 -<DCB.

Hexka cy a u b mpupomau 6pojeBu Taksu na je a-b = 10?0 u 3ma ce
na a memu b?, b2 nema a®, a® memm b*, b* memu a® wra., a®*1 | b*" n

b>" | a®*! 3a cBe n € N. Jlokasatu na je a = b.

Hat je momurom P(z) = ax® + bx? + cx + d ca menobpojEnM Koe-
¢unmjerTuma. Ako je a-d Hemapas a b-c mapan 6poj, TOKa3aTu aa je
6ap jemna myna nmoauHoma P(x) mpamumonanua. ITokazaTu npumepom
na aHaJorHO TBpheme He Baku ako je a - d mapaH a b-c HemapaH
o6poj?

OnpennTu MakCUMaJHy BPETHOCT KOjy MOyKEe MMAaTU MOBPIINHA HOP-
MaJIHE IIPOjeKINje IPaBUIHOT TeTpPaeapa MBUIE 4 Ha IIPOW3BOJLHY
paBaH.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.
Pemema 3amaTaka mertasbHO 0OPA3IIOKUTH.



