
Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.03.2007.

Prvi razred – A kategorija

Dijagonale AC i CE pravilnog xestougla ABCDEF podeǉene1.
su taqkama M i N tako da je AM : AC = CN : CE = λ. Odrediti
λ ako su taqke B,M i N kolinearne.

Date su tri nekolinearne taqke A,B i C. Konstruisati taqku2.
D tako da qetvorougao ABCD bude tetivan i tangentan.

Za svaki prirodan broj obele�imo sa xn broj koji se dobi-3.
ja uzastopnim zapisivaǌem prirodnih brojeva od 1 do n (npr.
x15 = 123456789101112131415). Odrediti sve prirodne brojeve n
za koje 27 deli x2

n + xn − 2.

Odrediti minimalnu vrednost izraza x + y + z pri ograniqe-4.
ǌima

xy(10x + 10y + 7z) > 27,

yz(10y + 10z + 7x) > 27,

zx(10z + 10x + 7y) > 27,

x, y, z > 0.

U ravni trougla ABC uoqimo n pravih, od kojih je svaka para-5.
lelna nekoj stranici trougla. Za koje najmaǌe n je mogu�e da
ovih n pravih dele ravan na bar 207 oblasti (ograniqenih i
neograniqenih)?

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – A kategorija

Krug upisan u trougao ABC dodiruje stranice BC, CA, AB re-1.
dom u taqkama D, E, F . Prava AD seqe upisani krug trougla
ABC jox u taqki Q. Dokazati da prava EQ prolazi kroz sre-
dixte du�i AF ako i samo ako je AC = BC.

Neka je S skup kompleksnih brojeva definisan sa:2.

S = {z ∈ C| |z +
1
z
| = 1}.

(a) Na�i najve�u mogu�u vrednost modula |z|, ako je z ∈ S;
(b) Na�i najmaǌu mogu�u vrednost modula |z|, ako je z ∈ S.

Rexiti jednaqinu x5 = y5 + 3y4 + 8y2 + 5y + 1 u celim brojevima.3.

Neka je P (x) polinom sa celobrojnim koeficientima. Ako za4.
neke razliqite cele brojeve a i b va�i P (a) · P (b) = −(a − b)2,
dokazati da je P (a) + P (b) = 0.

Mogu li se poǉa kvadrata 5×5 prekriti pravougaonicima 2×35.
tako da svako poǉe kvadrata bude prekriveno isti broj puta?

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – A kategorija

U trouglu ABC u kome je AB 6= AC, upisani krug sa centrom S1.
dodiruje stranice BC,CA i AB redom u taqkama D, E i F . Pra-
va EF seqe pravu BC u P . Dokazati da je prava PS normalna
na pravu AD.

U trouglu ABC je AB = AC < BC. Neka je D taqka na2.
polupravoj AB, tako da je AD = BC. Ako je ^BCA = 4 · ^DCB
odrediti mogu�e vrednosti za ^ABC.

Neka su a i n prirodni brojevi, a > 1, takvi da n deli an − 1.3.
Dokazati da tada (a− 1)n deli an − 1.

U grupi ǉudi svaki qovek ima taqno tri poznanika. Dokazati4.
da je mogu�e smestiti sve ǉude iz te grupe u dve prostorije
tako da svaki qovek ima najvixe jednog poznanika u prostoriji
u kojoj se nalazi.

Odrediti minimalnu vrednost izraza x4+y4+z4

x+y+z uz ograniqeǌa5.

min{x(y2+z2), y(z2+x2), z(x2+y2)} > 1+xyz, x > 0, y > 0, z > 0.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – A kategorija

Kod jednakokrakog trougla ABC je AB = BC i ∠ABC = 30◦.1.
Taqka D pripada stranici BC trougla tako da je AC : BD =

√
2.

Izraqunati ugao ∠DAC.

Ako su X, Y i Z taqke na stranicama BC, CA i AB trougla2.
ABC, takve da je 4XY Z ∼ 4ABC (^X = ^A, ^Y = ^B), dokaza-
ti da se ortocentar trougla XY Z i centar opisanog kruga
trougla ABC poklapaju.

Dokazati da postoji polinom oblika xn+2007xn−1+· · · koji deli3.
polinom xm − 1 za neko m ∈ N.

Neka je n ∈ N dati neparan prirodan broj ve�i od 1. Dokazati4.
da se svaki prirodan broj l ∈ N, 1 ≤ l ≤ n mo�e predstaviti
kao zbir ili razlika dva prirodna broja koji su maǌi od n i
uzajamno prosti sa n.

Koliko najvixe lovaca mo�e da se stavi na xahovsku tablu5.
dimenzija m × n tako da ni jedan od ǌih ne tuqe vixe od dva
druga lovca.

Napomena: Lovac tuqe figuru koja je na istoj dijagonali i
koja nije zakloǌena nekom drugom figurom.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Prvi razred – B kategorija

Na�i sve prirodne brojeve x takve da su sve cifre broja x291.
razliqite.

Na prikazanoj mapi svaki kru�i� je ku�a u kojoj stanuje po2.
jedan �ak pexak dok su linije izme�u kru�i�a putevi izme�u
ku�a. Gde treba izgraditi xkolu u selu tako da ukupan put koji
prelaze �aci pexaci bude najmaǌi ako se zna da je du�ina puta
izme�u dve susedne ku�e jednaka 1 kilometar. Obrazlo�iti
odgovor!

d d d d d
d d d d d

d d d d
d d

Napomena: �aci se kre�u iskǉuqivo po putevima a dozvoǉe-
no mesto za izgradǌu xkole je na nekoj liniji ili u nekom od
qvorova navedene mape.

Na�i ostatak deǉeǌa broja B brojem A ako je x = 22007 i3.

A = x6+x5+x4+x3+x2+x+1 B = x42+x35+x28+x21+x14+x7+1.

Dokazati da konveksan qetvorougao ABCD kod koga je AB =4.
2, BC = 1, DA = 3, ∠BAD = 60◦ i ∠BCD = 120◦, mora biti
trapez.

Odrediti nepoznate brojeve (broj cifara) u jednakosti5.
√

11 · · · 1− 22 · · · 2 = 33 · · · 3

ako se zna da broj 33 · · · 3 ima 2007 cifara.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – B kategorija

Ravan je razlo�ena na jediniqne kvadrate tako da formira1.
beskonaqnu xahovsku tablu. Upisati u svaki kvadrat po jedan
od brojeva 1, 2, 3, 4, 5 tako da u svakih pet horizontalno, ver-
tikalno ili dijagonalno susednih kvadrata budu upisani svi
ovi brojevi?

Neka je CD visina pravouglog trougla ABC (ugao kod temena C2.
je 90◦). Ako je K taqka ravni tog trougla takva da je AK = AC,
dokazati da je preqnik kru�nice opisane oko trougla ABK koji
sadr�i taqku A normalan na DK.

Neka je f(x) = x2 − (α + β)x + αβ kvadratna funkcija, gde su3.
α i β neki (ne obavezno razliqiti) prirodni brojevi. Koliko
realnih i razliqitih nula ima jednaqina

f(f(f(x))) = 0 ?

Za svaki prirodan broj obele�imo sa xn broj koji se dobija4.
uzastopnim zapisivaǌem prirodnih brojeva od 1 do n (npr. x15 =
123456789101112131415). Odrediti sve prirodne brojeve n za koje
27 deli x2

n + xn − 2.

Odrediti sve realne brojeve x > 1 za koje je taqna nejednakost5.

log2(log4 x) + log4(log2 x) 6 2.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – B kategorija

Dvoqlana particija skupa P = {1, 2, . . . , n} je par {A,B} nepraznih1.
podskupova od P takvih da je P = A ∪ B i A ∩ B = ∅ (partici-
je {A,B} i {B,A} se smatraju jednakim). Dokazati da je broj
dvoqlanih particija skupa P jednak 2n−1 − 1.

Prava p koja je paralelna stranici AB datog trougla ABC i2.
polovi stranicu BC seqe simetralu s ugla ABC u taqki T . Ako
je O centar upisanog kruga datog trougla, dokazati da je

^OCT =
1
2
^BAC.

Dokazati da jednaqina x + cos x = 1 ima taqno jedno rexeǌe u3.
skupu realnih brojeva.

Na�i bar jednu nekonstantnu funkciju f : R −→ R koja zadovo-4.
ǉava uslov:

f(x + 2) + f(x) = f(x + 1) za svako x ∈ R.

α, β, γ su oxtri uglovi koje dijagonala kvadra ABCDA1B1C1D15.
gradi redom sa ivicama AA1, AB i AD. Dokazati nejednakost

α + β + γ < π.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – B kategorija

Dvoqlana particija skupa P = {1, 2, . . . , n} je par {A,B} nepraznih1.
podskupova od P takvih da je P = A ∪ B i A ∩ B = ∅ (partici-
je {A,B} i {B,A} se smatraju jednakim). Dokazati da je broj
dvoqlanih particija skupa P jednak 2n−1 − 1.

U trouglu ABC va�e relacije AB = AC < BC. Neka je D taqka2.
na polupravoj AB takva da je AD = BC. Odrediti vrednost
ugla ^ABC ako se zna da je ^BCA = 4 · ^DCB.

Neka su a i b prirodni brojevi takvi da je a · b = 1020 i zna se3.
da a deli b2, b2 deli a3, a3 deli b4, b4 deli a5 itd., a2n−1 | b2n i
b2n | a2n+1 za sve n ∈ N. Dokazati da je a = b.

Dat je polinom P (x) = ax3 + bx2 + cx + d sa celobrojnim koe-4.
ficijentima. Ako je a·d neparan a b·c paran broj, pokazati da je
bar jedna nula polinoma P (x) iracionalna. Pokazati primerom
da analogno tvr�eǌe ne va�i ako je a · d paran a b · c neparan
broj?

Odrediti maksimalnu vrednost koju mo�e imati povrxina nor-5.
malne projekcije pravilnog tetraedra ivice a na proizvoǉnu
ravan.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


