
Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

19.03.2005.

Prvi razred – A kategorija

Koliko ima jednakokrakih trapeza sa celobrojnim stranicama1.
qiji je obim 2004?
(Trapez je qetvorougao koji ima taqno dve paralelne stranice!)

Neka je 4ABC jednakokraki trougao sa AB = AC. Data je taqka2.
D na stranici AC, takva da je CD = 2AD i taqka P na du�i
BD. Ako je ^APC = 90◦, dokazati da je ^ABP = ^PCB.

Neka su A1, A2, . . . , A501 proizvoǉne, me�usobno razliqite taqke3.
u ravni. Dokazati da na bilo kojoj kru�nici polupreqnika 4
postoji taqka M za koju je ispuǌeno da je zbir du�ina du�i
MA1,MA2, . . . ,MA501 ve�i ili jednak 2004.

Za realne brojeve a i b dokazati slede�u nejednakost:4.

a(1 + b2) + b(1 + a2) 6 (1 + a2)(1 + b2).

Na tabli je napisano 2005 jedinica. Dozvoǉeno nam je da iz-5.
brixemo dva od zapisanih brojeva i umesto ǌih napixemo qet-
vrtinu ǌihove sume. Ovaj postupak ponavǉamo dok na tabli ne
ostane samo jedan broj. Dokazati da posledǌi preostali broj
nije maǌi od 1/2005.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

19.03.2005.

Drugi razred – A kategorija

Neka su a, b, c prirodni brojevi takvi da je1.

1
a

+
1
b

=
1
c
.

Ako je d najve�i zajedniqki delilac brojeva a, b, c, dokazati da
je abcd potpun kvadrat.

Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla 4ABC. Na du�i-2.
ma BH i CH odre�ene su taqke B1 i C1 takve da je ^AB1C =
^AC1B = 90◦. Dokazati da je AB1 = AC1.

Neka je P taqka unutar oxtrouglog trougla 4ABC, AC < BC,3.
takva da je ^PAC = ^PBC. Prava CP seqe AB u taqki D.

Dokazati da je
AD

DB
<

AC2

CB2
.

Data su 2 kvadratna polinoma sa realnim koeficijentima,4.

P1(x) = x2 + a1x + b1 i P2(x) = x2 + a2x + b2,

pri qemu va�i:

(b1 − b2)2 + (a1 − a2)(a1b2 − a2b1) < 0.

Dokazati da tada oba polinoma imaju realne korene i da se
izme�u dva korena svakog od tih polinoma nalazi koren onog
drugog.

Koliko ima permutacija π skupa {1, 2, . . . , n} takvih da je proiz-5.
vod (π1 − 1)(π2 − 2) . . . (πn − n) neparan broj?

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

19.03.2005.

Tre�i razred – A kategorija

Neka S(n) oznaqava zbir cifara prirodnog broja n. Na�i sve1.
brojeve n takve da je S(n) = S(2n) = . . . = S(n2).

Neka su E i F taqke na stranicama AC i AB trougla 4ABC2.
takve da je EF ‖ BC. Dokazati da preseqne taqke krugova nad
preqnicima BE i CF pripadaju visini iz temena A.

U qetvorouglu ABCD je ^DAB = 150◦, ^DAC + ^ABD = 120◦ i3.
^DBC − ^ABD = 60◦. Na�i ^BDC.

Neka za pozitivne realne brojeve x i y va�i4.

x2 + y3 > x3 + y4.

Dokazati da je
x3 + y3 6 2.

Dokazati da se za svako n ∈ N, me�u svim prirodnim brojevima5.
koji sadr�e u svom dekadnom zapisu samo cifre 1, 9 i 2 (i pri
tom se svaka od ǌih bar jednom pojavǉuje u tom zapisu) mo�e
na�i bar jedan koji je deǉiv sa 2n.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

19.03.2005.

Qetvrti razred – A kategorija

Neka su a, b ∈ Z i za svako n ∈ N broj a · 2n + b je potpun kvadrat.1.
Dokazati da je a = 0.

U krug k je upisan xestougao ABCDEF , pri qemu su stranice2.
AB, CD i EF jednake polupreqniku kruga k. Dokazati da sre-
dixta preostale tri stranice predstavǉaju vrhove jednakos-
traniqnog trougla.

Ako su 1 = d1 < d2 < . . . < dk = n svi delioci prirodnog broja3.
n > 1, dokazati da je

d1 + d2 + . . . + dk > k
√

n.

Niz {ai} zadat je rekurentno:4.

a1 = a2 = 1, an+2 =
a2

n+1 + 2
an

, za n > 1.

Dokazati da su svi qlanovi tog niza celi brojevi.

Dat je jediniqni krug i u ǌemu 800 taqaka, od kojih nijedna nije5.
centar kruga. Poznato je da se me�u datim taqkama ne nalaze
3 kolinearne. Dokazati da mala Angelina mo�e na�i kru�ni
iseqak od 45◦ koji sadr�i taqno 100 taqaka. Mala Angelina ne
sme da seqe krug po pravama koje sadr�e neku od datih taqaka.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

19.03.2005.

Prvi razred – B kategorija

Koliko ima jednakokrakih trapeza sa celobrojnim stranicama1.
qiji je obim 2004?
(Trapez je qetvorougao koji ima taqno dve paralelne stranice!)

Neka su A1, B1, C1 redom preseqne taqke simetrala unutraxǌih2.
uglova iz temena A,B,C trougla 4ABC sa opisanim krugom oko
trougla 4ABC. Dokazati da je centar upisanog kruga trougla
4ABC ortocentar trougla 4A1B1C1.

Neka su a, b i c razliqiti celi brojevi. Pokazati da je i3.

m =
a3(b2 − c2) + b3(c2 − a2) + c3(a2 − b2)

a2(b− c) + b2(c− a) + c2(a− b)

tako�e ceo.

Dokazati da se broj4.
11...11︸ ︷︷ ︸

2005

22...22︸ ︷︷ ︸
2005

mo�e napisati kao proizvod dva uzastopna prirodna broja.

Kvadrat 2 × 2 podeǉen je na 4 kvadrati�a 1 × 1. Svaki od5.
kvadrati�a je obojen crvenom, plavom ili belom bojom.
a) Koliko ima razliqitih bojeǌa?
b) Koliko ima razliqitih bojeǌa u kojima se sve tri boje po-
javǉuju?

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

19.03.2005.

Drugi razred – B kategorija

Dokazati da je broj1.
1 000 . . . 00︸ ︷︷ ︸
22004+21000−1

1

slo�en.

Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla 4ABC. Na du�ima2.
BH i CH odre�ene su taqke B1 i C1 takve da je

^AB1C = ^AC1B = 90◦.

Dokazati da je AB1 = AC1.

Realni brojevi x i y zadovoǉavaju sistem jednakosti3.

x + y +
x

y
= 10

x(x + y)
y

= 20 .

Prona�ite sumu svih mogu�ih vrednosti izraza x + y.

Rexiti nejednaqinu4. √
4x− x2 − 3 >

√
x2 − 7x + 12−

√
x2 − 5x + 6.

Dokazati da za sve prirodne brojeve n va�i5.

3√n + 1 + 3√n− 1 < 2 3√n.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

19.03.2005.

Tre�i razred – B kategorija

Rexiti jednaqinu1. √
xx = x

√
x

u skupu pozitivnih realnih brojeva.

Neka je funkcija f : R → R, data sa2.

f(x) =
2x2 + 6x + 6
x2 + 4x + 5

,

za svako x ∈ R. Odrediti maksimalnu vrednost (ako postoji)
date funkcije.

U qetvorouglu ABCD je ^DAB = 150◦, ^DAC + ^ABD = 120◦ i3.
^DBC − ^ABD = 60◦. Na�i ^BDC.

Ako va�i x sin2 α+y cos2 α = 1, x cos2 ϕ+y sin2 ϕ = 1, x tg α = y tg ϕ,4.
x 6= y dokazati da va�i x + y = 2xy.

Dokazati da za sve prirodne brojeve n > 3 va�i5.

logn−1 10 + logn+1 10 > 2 logn 10.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

19.03.2005.

Qetvrti razred – B kategorija

Rexiti nejednaqinu
√

5− 2 sin
x

6
> 6 sin

x

6
− 1.1.

Dokazati da je2.

lim
n→∞

(
1
2
· 3
4
· . . . · 2n− 1

2n

)
= 0.

Ako su 1 = d1 < d2 < . . . < dk = n svi delioci prirodnog broja3.
n > 1, dokazati da je

d1 + d2 + . . . + dk > k
√

n.

Dokazati nejednakost:4.

1√
1

+
1√
2

+
1√
3

+ . . . +
1√
n

>
√

n, n ∈ N.

Izraqunati povrxinu pravilne qetvorostrane prizme zapremi-5.
ne V =

√
3 kod koje je zbir du�ina svih ivica najmaǌi.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.


