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REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

27.03.2004.

Prvi razred – A kategorija

Neka je ABCD trapez kod koga je AB ‖ CD i P taqka na pro-1.
du�etku dijagonale AC tako da je C izme�u A i P . Ako su X i
Y sredixta osnovica AB i CD, a M i N preseqne taqke pravih
PX i PY sa du�ima BC i DA, redom, dokazati da je prava MN
paralelna osnovicama trapeza.

U jednakostraniqnom trouglu 4ABC je |AB| = 2. Neka su M i N2.
unutraxǌe taqke stranice AB takve da je |MN | = 1. Dokazati
da je ^MCN > 30◦.

Koliko ima trojki prirodnih brojeva (a, b, c) takvih da je 2a+13.
deǉivo sa b, 2b + 1 deǉivo sa c, i 2c + 1 deǉivo sa a?

Xahovska tabla dimenzija 2004 × 2004 je poploqana dominama4.
dimenzija 1 × 4. Mo�e li broj horizontalnih domina da bude
jednak broju vertikalnih domina?

Koliko ima prirodnih brojeva n, 10 6 n < 100000, deǉivih sa5.
4 u qijem se dekadnom zapisu ne pojavǉuje cifra 0 i nikoje dve
susedne cifre nisu jednake?

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

27.03.2004.

Drugi razred – A kategorija

Dat je trougao 4ABC. Prava simetriqna te�ixnoj du�i iz A1.
u odnosu na simetralu ugla ^BAC seqe opisani krug trougla
4ABC u K. Neka je L sredixte du�i AK. Dokazati:

^BLC = 2^BAC.

Na�i maksimalnu vrednost izraza2.

I = a2 + b2 + c2 + d2 + e2

ako su a > b > c > d > e > 0 realni brojevi za koje va�i a+ b 6 5
i c + d + e 6 5. Kada se posti�e ta vrednost?

Neka je a prirodan broj ve�i od 1. Dokazati da je broj3.
n(2n + 1)(3n + 1) . . . (an + 1)

deǉiv svim prostim brojevima maǌim od a, za svaki prirodan
broj n.

Razlika korena kvadratne jednaqine x2 + px + q = 0 (p, q ∈ R)4.
jednaka je 4. Na�i te korene tako da zbir p + q bude najmaǌi
mogu�i.

Postoji li beskonaqan podskup skupa prirodnih brojeva takav5.
da nijedan ǌegov qlan, niti zbir nekoliko ǌegovih elemenata
nije stepen prirodnog broja (tj. nije broj oblika ak, a, k ∈ N,
k > 2)?

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – A kategorija

Dat je krug k i ǌegov preqnik AB. Neka je P proizvoǉna taqka1.
tog kruga razliqita od A i B. Projekcija taqke P na AB je Q.
Krug sa centrom P i polupreqnikom PQ seqe krug k u C i D.
Presek pravih CD i PQ je taqka E. Neka je F sredixte AQ, a
G podno�je normale iz F na CD. Dokazati da je EP = EQ = EG
i da su taqke A, G i P kolinearne.

U skupu realnih brojeva na�i sva rexeǌa sistema jednaqina2.
x = 1 +

√
y, y = 1 +

√
z, z = 1 +

√
x.

Ako je n ∈ N takav da3.
n |

(
1n + 2n + . . . + (n− 1)n

)
+ 1,

dokazati da n nije deǉiv nijednim kvadratom ve�im od 1.

Funkcija f : R → R je takva da je4.
x + f(x) = f(f(x))

za svako x ∈ R. Na�i sva rexeǌa jednaqine f(f(x)) = 0.

Dejan je pre x godina imao x puta maǌe godina nego onda kad je5.
y godina ranije imao y puta maǌe godine nego xto ima sada, pri
qemu su x, y i broj Dejanovih godina prirodni brojevi. Koliko
sve godina mo�e da ima Dejan?

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – A kategorija

Dat je konveksan petougao ABCDE kod koga je DC = DE i1.
^DCB = ^DEA = 90◦. Neka je F unutraxǌa taqka segmenta
AB odre�ena uslovom AF : BF = AE : BC. Dokazati da je
^FCE = ^ADE i ^FEC = ^BDC.

Dat je oxtrougli trougao ABC. Neka su M , N i P sredixta2.
stranica AB, AC i BC, A0 podno�je normale iz taqke N na
stranicu BC, i neka je A1 sredixte du�i MA0. Konstruiximo
analogno B1 i C1. Dokazati da se prave AA1, BB1 i CC1 seku
ako i samo ako je trougao ABC jednakokrak.

Oznaqimo sa d(n) broj delilaca prirodnog broja n. Odrediti3.
sve prirodne brojeve n takve da me�u brojevima

n, d(n), d(d(n)), d(d(d(n))), . . .
nema nijednog potpunog kvadrata.

Na�i sve 1-1 funkcije f : N → N koje zadovoǉavaju uslove:4.
1◦ f(f(m) + f(n)) = f(f(m)) + f(n), 2◦ f(1) = 2, f(2) = 4.

Neka je A skup od 6 elemenata. Dokazati da u svakoj famili-5.
ji {A1, A2, . . . , A11} razliqitih troelementnih podskupova od A,
postoje tri razliqita skupa Ai, Aj i Ak koji su svi podskupovi
istog qetvoroelementnog skupa.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Prvi razred – B kategorija

Neka s u a, b i c tri razliqite cifre, od kojih nijedna nije1.
jednaka nuli, za koje va�i

abc : c = bc.
Odrediti te cifre.

U pravouglom trouglu 4ABC nad katetom AC kao nad preq-2.
nikom konstruisan je krug k koji seqe hipotenuzu AB u taqki
E. U taqki E konstruisana je tangenta t kruga k koja seqe kate-
tu BC u taqki D. Dokazati da je trougao 4BDE jednakokraki.

Dat je paralelogram ABCD. Na pravama AB, BC, CD i DA iz-3.
abrane su, redom, taqke A1, B1, C1 i D1 tako da je B sredixte
du�i AA1, C sredixte du�i BB1, D sredixte du�i CC1 i A
sredixte du�i DD1.
a) Dokazati da je qetvorougao A1B1C1D1 tako�e paralelogram.
b) Izraqunati povrxinu qetvorougla A1B1C1D1, ako je povr-
xina qetvorougla ABCD jednaka 2004cm2.

Odrediti koeficijente a, b ∈ R polinoma P (x) = x3 +ax2− 2x+ b4.
ako se zna da je x = −2 nula polinoma i da P (x) pri deleǌu sa
x + 3 daje ostatak −12, a zatim faktorisati polinom P (x).

Koliko ima prirodnih brojeva n, 10 6 n < 100000, deǉivih sa5.
4 u qijem se dekadnom zapisu ne pojavǉuje cifra 0 i nikoje dve
susedne cifre nisu jednake?

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – B kategorija

Na�i sva realna rexeǌa jednaqine1.
(x3 − 9x2 − x + 9)2 + (x3 + 3x2 − x− 3)4 = 0.

Neka je AB preqnik kruga k i tetive AD i BC tog kruga se seku2.
u taqki E. Dokazati da

AE ·AD + BE ·BC
ne zavisi od izbora taqaka C i D.

Na�i sve prirodne brojeve x i y tako da va�i x + y2 +3. √
x− y2 − 1 6 1.

Razlika korena kvadratne jednaqine x2 + px + q = 0 (p, q ∈ R)4.
jednaka je 4. Na�i te korene tako da zbir p + q bude najmaǌi
mogu�i.

Na�i sve cele brojeve m takve da va�i (1 + i)m = (1− i)m.5.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – B kategorija

Koji je od brojeva 2

√
log2 2004

i 2004

√
log2004 2

ve�i?1.

Na�i visinu pravilne qetvorostrane piramide ako je zapremi-2.
na lopte opisane oko piramide jednaka V , a normala, konstru-
isana iz centra te lopte na boqnu stranu, obrazuje sa visinom
piramide ugao α.

Neka je O sredixte opisanog kruga jednakokrakog tougla 4ABC.3.
Ako je AB = AC = b i ^BAC = α (α 6= 120◦). Na�i du�inu du�i
BD, pri qemu je D preseqna taqka pravih BO i AC.

Dokazati da za sve α i β 6= k
π

2
(k ∈ Z) va�i nejednakost4.

cos4 α

sin2 β
+

sin4 α

cos2 β
> 1.

Kada va�i jednakost?

U zavisnosti od realnog parametra a rexiti sistem jednaqina:5.
x + y − z = 1

2x + 3y + az = 3
x + ay + 3z = 2 .

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – B kategorija

Na�i sve proste brojeve p i q takve da jednaqina x4−px3 +q = 01.
ima ceo koren.

Na�i sve prirodne brojeve n takve da funkcija f(x) = cos nx ·2.

sin
5
n

x ima period 3π.

Neka je n ∈ N. Rexiti sistem jednaqina:3.
x1(x1 + x2 + . . . + xn) = 1
x2(x1 + x2 + . . . + xn) = 3
x3(x1 + x2 + . . . + xn) = 5

...
xn(x1 + x2 + . . . + xn) = 2n− 1 .

Na�i sve realne vrednosti parametra a takve da funkcija4.

f(x) =
1
3

2 3x + a · 22x−1 + (1− a)2x

bude rastu�a za sve vrednosti x ∈ R.

Dokazati da za sve prirodne brojeve n va�i5.

log(n + 1) >
log 1 + log 2 + . . . + log n

n
.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.


