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Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

29.03.2003.

Prvi razred – A kategorija

Neka su x i y nenegativni realni brojevi takvi da je x + y = 2.1.
Dokazati da va�i

x2y2(x2 + y2) 6 2.

Kada va�i jednakost?

Dat je broj 2k, k > 3. Dokazati da se permutacijama cifara2.
ovog broja ne mo�e dobiti broj 2n, gde je n > k.

Svako od 20 ǉudi xaǉe nekoj desetorici od ostalih po jed-3.
no pismo. Dokazati da postoje dve osobe koje su jedna drugoj
poslale pismo.

Kru�nica koja je upisana u trougao ABC dodiruje stranice4.
AB i AC redom u taqkama M i N . Neka je P taqka preseka
simetrale ugla ^ABC i prave MN . Dokazati da je povrxina
trougla ABC dva puta ve�a od povrxine trougla ABP .

Na stranicama BC, CA i AB trougla ABC uoqene su taqke5.
A1,B1 i C1, redom. Neka je T te�ixte trougla ABC, a T1

te�ixte trougla A1B1C1. Dokazati da je T ≡ T1 ako i samo
ako je

AC1 : C1B = BA1 : A1C = CB1 : B1A.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
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Drugi razred – A kategorija

Dokazati da kvadratne jednaqine ax2+bx+c = 0 i bx2+cx+a = 0,1.
a, b, c ∈ R, a 6= 0, b 6= 0, imaju zajedniqko rexeǌe ako i samo ako
va�i a3 + b3 + c3 = 3abc.

Neka je S podskup skupa realnih brojeva koji je zatvoren u odno-2.
su na mno�eǌe (to znaqi kad god su a, b ∈ S, onda je i a · b ∈ S).
Neka su T i U disjunktni podskupovi skupa S, qija je unija ceo
skup S. Poznato je da proizvod ma koja tri elementa skupa T
(ne obavezno razliqita) pripada skupu T i da prizvod ma koja
tri elementa iz U pripada skupu U . Dokazati da je bar jedan
od podskupova T i U zatvoren u odnosu na mno�eǌe.

Neka su a, b, c realni brojevi, takvi da je 0 < a 6 b 6 c. Dokazati3.
da va�i

(a + 3b)(b + 4c)(c + 2a) > 60abc.

Kada va�i jednakost?

Da li je mogu�e jednakostraniqni trougao stranice 3 razreza-4.
ti na 2003 disjunktna trougla, tako da svaki od ǌih ima sve
stranice ve�e od 1?

Krug k u taqkama P i Q dodiruje krake ugla ^pOq. Na5.
polupravoj Oq je data taqka X, tako da preseqna taqka Z kruga
k i prave PX razliqita od P polovi du� PX. Ako je Y preseq-
na taqka kruga k i prave OZ razliqita od Z, dokazati da je
PX ‖ QY .

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – A kategorija

a) Da li postoji nekonstantan niz prirodnih brojeva a1, a2, . . .1.
takav da za svako k > 2 va�i

ak =
2ak−1ak+1

ak−1 + ak+1
?

b) Da li postoji nekonstantan niz prirodnih brojeva a1, a2, . . . , a2003

takav da za svako 2 6 k 6 2002 va�i

ak =
2ak−1ak+1

ak−1 + ak+1
?

Neka je p > 2 prost broj. Dokazati da je svaki delilac broja2.
2p − 1 oblika 2kp + 1 za neko prirodno k.

Neka je O centar opisane kru�nice, a T te�ixte trougla ABC,3.
koji nije jednakostraniqan. Dokazati da je OT normalna na
te�ixnu du� CC1 ako i samo ako za stranice trougla va�i
BC2 + CA2 = 2AB2.

Neka je n > 3, a a1, a2, . . . , an realni brojevi takvi da je4.
a1 > a2 > . . . > an > 0. Dokazati da va�i

a1a2a3 + a2a3a4 + . . . + an−2an−1an 6

(
a1 + a2 + . . . + an

3

)3

.

Kada va�i jednakost?

Koliko se najvixe figura podudarnih sa mo�e postaviti5.

u tablu 2003×2003 bez preklapaǌa tako da svaka figura pokriva
taqno 4 jediniqna poǉa?

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – A kategorija

Na�i skup svih mogu�ih pozitivnih realnih brojeva V takvih1.
da postoji pravougli paralelepiped sa slede�im osobinama:
ǌegova zapremina je V , povrxina 18, a suma rastojaǌa od centra
do strana je 6.

Neka je p > 2 prost broj. Dokazati da je svaki delilac broja2.
2p − 1 oblika 2kp + 1 za neko prirodno k.

Neka je O centar opisane kru�nice, a T te�ixte trougla ABC,3.
koji nije jednakostraniqan. Dokazati da je OT normalna na
te�ixnu du� CC1 ako i samo ako za stranice trougla va�i
BC2 + CA2 = 2AB2.

Neka je n > 3, a a1, a2, . . . , an realni brojevi takvi da je a1 >4.
a2 > . . . > an > 0. Dokazati da va�i

a1a2a3 + a2a3a4 + . . . + an−2an−1an 6

(
a1 + a2 + . . . + an

3

)3

.

Kada va�i jednakost?

Na kru�nici je dato n taqaka. Nikoje tri du�i koje se dobijaju5.
spajaǌem ovih taqaka se ne seku u jednoj taqki unutar kruga.
Na koliko oblasti ove du�i dele krug?

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Prvi razred – B kategorija

Dokazati da za sve realne x i y va�i1.

x2 + 2xy + 3y2 + 2x + 6y + 4 > 1.

Kada va�i jednakost?

Na�i najmaǌi prirodan broj koji je qetiri puta maǌi od broja2.
napisanog istim ciframa, ali u obrnutom poretku.

Svako od 20 ǉudi xaǉe nekoj desetorici od ostalih po jedno3.
pismo. Dokazati da postoje dve osobe koje su jedna drugoj posla-
le pismo.

Ako su x, y, z, u prirodni brojevi ve�i od 1, takvi da va�i4.
xy = zu, dokazati da je broj

(x + z)(x + u)(y + z)(y + u)
(x + y + z + u)2

slo�en prirodan broj.

Dat je polukrug nad preqnikom AB i na ǌemu taqke C i D tako5.
da je ^CSD prav, gde je S sredixte du�i AB. Neka je E presek
pravih AC i BD, a F presek pravih AD i BC. Dokazati da je
EF ⊥AB i EF = AB.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – B kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu1.

(x− 1) 3
√

x− 1
3− x

+ (3− x) 3
√

3− x

x− 1
= 2.

Neka je S podskup skupa realnih brojeva koji je zatvoren u odno-2.
su na mno�eǌe (to znaqi kad god su a, b ∈ S, onda je i a · b ∈ S).
Neka su T i U disjunktni podskupovi skupa S, qija je unija ceo
skup S. Poznato je da proizvod ma koja tri elementa skupa T (ne
obavezno razliqita) pripada skupu T i da prizvod ma koja tri
elementa iz U pripada skupu U . Dokazati da je bar jedan od
podskupova T i U zatvoren u odnosu na mno�eǌe.

Data je kvadratna jednaqina ax2+bx+c = 0, a, b, c ∈ R, a 6= 0. Ako3.
su oba rexeǌa jednaqine realna i pripadaju intervalu (0, 1),
dokazati da je a(2c + b) < 0.

U kru�ni odseqak kome odgovara centralni ugao od 120◦ upi-4.
san je kvadrat. Odrediti du�inu stranice kvadrata, ako je
polupreqnik kruga 2 +

√
19.

Dokazati da je broj
(

6
√

8
√

5 + 16 +
√√

5 + 1
)
·
√√

5− 1 ceo i5.
izraqunati ga.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – B kategorija

Izraqunati du�inu polupreqnika lopte upisane u trostranu1.
piramidu SABC, ako su ivice SA,SB i SC me�usobno normalne
i AB = BC = a,BS = b.

Rexiti sistem u zavisnosti od realnog parametra a:2.

ax + 6y + z = 1
x + 6ay + z = 6
x + 6y + az = 1.

Neka su a, b, c, d stranice, a P povrxina konvesnog qetvorougla.3.

Dokazati da va�i P 6
a2 + b2 + c2 + d2

4
. Kada va�i jednakost?

Neka je E sredixte stranice AB kvadrata ABCD, a F i G taqke4.
na stranicama BC i CD, redom, takve da je EF‖AG. Dokazati
da je FG tangenta na krug upisan u kvadrat ABCD.

Ako za oxtre uglove α, β i γ va�i cos α = tgβ, cos β = tgγ i5.

cos γ = tgα, dokazati da je sinα = sinβ = sin γ =
√

5− 1
2

.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

29.03.2003.

Qetvrti razred – B kategorija

Na�i skup svih mogu�ih pozitivnih realnih brojeva V takvih1.
da postoji pravougli paralelepiped sa slede�im osobinama:
ǌegova zapremina je V , povrxina 18, a suma rastojaǌa od centra
do strana je 6.

Na�i lim
x→1

x(x2003 − 1)− 2003(x− 1)
(x− 1)2

.2.

Rexiti sistem3.

x− y + z = 6, x2 + y2 + z2 = 14, x3 − y3 + z3 = 36.

Odrediti taqku na elipsi
x2

8
+

y2

18
= 1 u prvom kvadrantu, takvu4.

da tangenta na elipsu u toj taqki gradi sa koordinatnim osama
trougao najmaǌe povrxine.

Dat je niz taqaka Ti(xi, yi) u xOy ravni, tako da je5.

x0 = 1, y0 = 0 i xn+1 =
√

3xn − yn, yn+1 = xn +
√

3yn za n > 0.

U kom kvadrantu se nalazi taqka T2003?

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.


