MuraucrapcTBo npocsete 1 cnopra Penmyosmke Cpouje
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

PEIIY BJIMYKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
29.03.2003.

IIpBu pa3pen — A Kareropuja

Heka cy x u y memeratuBHU peasHu OpOjeBU TAKBU 1a je x +y = 2.
Ilorka3aTu na Baxu
x2y2(x2 +y2) < 2.

Kanma Basku jemmarkoct?

Har je 6poj 2%, k > 3. Ilokasaru ma ce mepMmyTamdjama madapa
oBor Opoja He Moske mobutu O6poj 2", rae je n > k.

Cpako onx 20 mynu masbe HEKOj MeCEeTOPUNU O OCTAJIUX IO jel-
Ho nmcmo. JlokazaTu ma mocTtoje mBe ocobe Koje cy jemHa ApPYyroj
ocJIaJie MUCMO.

Kpysxuuna koja je ymmcana y tpoyrao ABC momupyje crpanuie
AB u AC pemom y taurkama M m N. Hera je P taura mpeceka
cumerpaJge yria <ABC u npase MN. Iloka3aTu na je mOBPIIMHA
tpoyraa ABC mBa myrta Beha on mospmmue Tpoyriaa ABP.

Ha crpanunama BC, CA u AB tpoyrna ABC yodeHne cy Tauke
A1,By u C1, penom. Hera je T rtexumre tpoyraa ABC, a T
resxkumre Tpoyriaa Ay BiCi. Ilokasaru ma je T = 1) ako m camo
akKo je

ACl . ClB == BA1 : AlC == CBl : BlA

Bpewme 3a pan 240 munryTAa.
3amaTke neTajbHO OOPA3IIOKUATH.
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PEIIY BJIMYKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
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Ilpyru pa3spenm — A Kareropuja

JlokazaTu na KBaapaTHe jeqaauunse ar’+br+c = 0u bz’ +cr+a =0,
a,b,c € Rya # 0,b # 0, umajy 3ajeqHUYKO PEIIEHE aKO U CAMO aKO
Basku a’ + b% + ¢3 = 3abe.

Heka je S momckyn ckyma peaJHux OpojeBa KOju je 3aTBOPEH y OIHO-
cy Ha MHOM¥eme (To 3Hauu Kam rox cy a,b € S, ouma jeu a-b € S).
Heka cy T'u U mucjyHKTHU TOACKYIOBU Ckyna S, undja je yHUja 11eo
ckyn S. Ilo3maro je ma mpom3Bom Ma Koja Tpu esieMeHTa ckyma 1’
(He obGaBe3HO pazauunTa) nNpunana ckymy 1 u ma OpuU3BOJI Ma KOja
Tpu enementa u3 U npunana ckyny U. Ilokazatu na je 6ap jeman
on nmonckynoBa 1" u U 3aTBOpEH y OOHOCY Ha MHOKEIHE.

Heka cy a, b, c peaauu 6pojeBu, TakBu na je 0 < a < b < c¢. [lokazatu
[a BayKU
(a4 3b)(b+ 4c)(c + 2a) = 60abc.

Kana Basku jemmakoct?

Ia nu je moryhe jemHakOCTpaAHUYHU TPOYTao CTPAHUIE 3 pa3pe3a-
T Ha 2003 mmcjyHKTHaA TpOyTrJa, TaKO Oa CBAKW ON HUX UMa CBeE
crpanune Behe om 17

Kpyr k£ y maurkama P u () momupyje kpake yruaa <{pOq. Ha
nosynpaBoj Oq je mara tauka X, Tako Ia MpecedyHa Tadvka Z Kpyra
k u npaBe PX pazauuura on P monosu ny:x PX. Axro je Y mpeceu-
Ha Tauyka kpyra k um mpaBe OZ paznuuura Oon Z, OOKA3aTU Oa je

PX | QY.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
3amaTke AeTajbHO OOPA3IIOKUATH.
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PEIIY BJIMYKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
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Tpehu pa3zpen — A kareropuja

a) la nu mOCTOjU HEKOHCTAHTAH HU3 NMPUPOAHUX OpojeBa ai,as,. ..
TakaB Ia 34 CBakKo k > 2 Baku

20k -10k41
ap = ———7
k-1 + Q41
6) /la i1 mOCTOjU HEKOHCTAHTAH HU3 IIPUPOIHUX OPOjeBa ay, s, . . . , 42003
TakaB g2 3a cBako 2 < k < 2002 Basku

20k —10k11

ap =
Ap—1 + Qg1

Heka je p > 2 mpoct 06poj. Ilorazatu ma je cBaku menmiar Opoja
2P — 1 obsmka 2kp + 1 3a Heko npupomHo k.

Heka je O nenrap onucane kpy:kuauie, a 1 rexkumre tpoyraa ABC,
koju HUje jemnaroctpanmuyan. Jlokazaru ma je OT HOpMmandHa Ha
rexxumnay ay:xk CC] ako m caMO akO 3a CTPAHUIE TPOYIJA BaKU

BC? + CA? = 2AB2.

Heka je n > 3, a ay,a9,...,a, peasau OpojeBU TAKBU IHa je
ar = as = ...2a, = 0. lloka3aTu ma BasKu

a1+a2+...+an)3

a1a2a63 + asasay + ...+ Gp_20p_10, < < 3

Kamna Basku jemnaroct?

y Tadmy 2003 x 2003 6e3 nmpeknanama TaKO 1a CBaKa GUIypa MOKPUBA
TAYHO 4 jeIMHUYHA MOJha !

Konuko ce najBume ¢urypa momynapHux ca| MOJK€ IOCTaBUTU

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
3amaTke AeTajbHO OOPA3IIOKUTH.



MuraucrapcTBo npocsete 1 cnopra Penmyosmke Cpouje
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

PEIIY BJIMYKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
29.03.2003.

UYerBpTU pa3pen — A Kareropuja

Hahwu ckyn cBux moryhwux mo3utuBHUX peasnux OpojeBa V TakBux
[a TOCTOjU TPABOYIJIM MapaJjesenunels ca cienehmMm ocobuHama:
Bmerosa 3anpemMuHa je V, moppmmHa 18, a cyma pacTojama O IIeHTpa
oo crpana je 6.

Heka je p > 2 mpoct 6poj. Ilorazatu ma je cBaku menmiai Opoja
2P — 1 obnura 2kp + 1 3a Hero mpupomHo k.

Heka je O nenrap onucane kpy:kuuie, a 1 resxkumre Tpoyraa ABC,
Koju Huje jemHarocTpanuvaH. Jlokaszaru ma je OT HOpMaJHA HA
rexxkumnay aysxk CC] ako m caMO akO 3a CTPAHUIE TPOYIJA BaKU

BC? + CA? = 2AB2.

Heka je n > 3, a ai,as,...,a, peasguu OpojeBU TaKBU A4 je a; >
as = ... 2= a, = 0. Hokaszatu na BaxKu

a1+a2—|—...—|—an)3

ai1ag2a3 + aa3a4 + ...+ Ap_20, 10y < ( 3

Kana Basku jemnaroct?

Ha xpyxuunu je mato n travyaka. Huroje Tpu ay:xu Koje ce nobujajy
cliajarmeM OBUX TadyaKa Ce He CEeKy y jelHOj TadyKu yHyTap Kpyra.
Ha ronuko obmacTtu oBe my:Ku meje Kpyr?

Bpewme 3a pan 240 munryTAa.
3amaTke neTa/bHO OOPA3IIOKUATH.
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IIpBu pa3pen — b kareropuja

Iloka3aTu na 3a CBe peajiHe T U Y BaAKU
2?4+ 2y +3y> + 20+ 6y +4> 1.

Kana Basku jemmarkoct?

Hahu majmamu npupogan Opoj KOju je YeTupu myTa Mamu o1 Opoja
HAMUCAHOT UCTUM mudpama, aau y OOPHYTOM MOPETKY.

Cako ox 20 mymu maJjbe HEKO] MECETOPUIM O OCTAJIUX O jeITHO
mucMmo. JlokazaTu ma mocroje aBe ocobe Koje Cy jemna apyroj mocaa-
Jie MMCMO.

Axo cy x,y, z,u npupomgau 6pojeBu Behu om 1, TakBU na BayKu
Ty = zZu, MOKa3aTU Oa je Opoj

(x+2)(z+u)(y+2)(y+u)
(x+y+z+u)?

CJIOYKEH MPUpPOAaH OPOj.

Ilat je momykpyr Han npeynukoM AB u #Ha memy Tauke C' u D Tako
na je <CSD upas, rme je S cpemumite ny:xu AB. Hera je F npecek
npaBux AC u BD, a F npecek npasux AD u BC. Iloka3artu na je
EF 1 ABu EF = AB.

Bpewme 3a pan 240 munryTa.
3amaTke AeTajbHO OOPA3IIOKUATH.
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Ilpyru pa3spen — B kareropuja

Y ckyny peasiHUX OpOjeBa PENIUTU jeTHAUUHY

3/x—1
3—=x

(x—1) 3/3—x

+ (3 —1x)

Heka je S moackymn ckyna peasHux OpojeBa KOjU je 3aTBOPEH Y OTHO-
cy Ha MHOMeme (To 3Hauu Kam rox cy a,b € S, ouma jeu a-b € S).
Heka cy T'u U mucjyHKTHU TOACKYIOBU CcKymna S, undja je yHUja 11e0
ckyn S. Ilosmaro je ma mpousBon Ma Koja Tpu enementa ckyna 1'(He
06aBe3HO pasnuuuTa) npunana ckyny 1 u mga IpU3BOJI Ma KOja TpU
enemenra u3 U mpunana ckymy U. Jlokazatu ma je 6ap jeman om
nonckynoBa 1" m U 3aTBOpEH Yy OTHOCY HA MHOKEHE.

HaTa je kBaxpaTHa jemaumna ar’+br+c=0, a,b,c €R, a # 0. Axo
cy oba pemema jenHaumHe peaJsiHa U npunanajy maTepsagy (0,1),
nokazaru ma je a(2c+b) < 0.

Y Kpy:KHU OIcedYak KoMe OAroBapa IMeHTpaJHu yrao omx 120° ymu-
can je kBampar. OmnpemuTu Ay;KUHY CTPAHUIE KBaapaTa, akKo je
IIOJIYIPEeYHUK Kpyra 2 + v/19.

6 /
Iokazatu ma je Opoj (\/8\/5—#16%—\/\/5%—1 ) -\/V5—1 neo u

U3pavyHaTHU ra.

Bpewme 3a pan 240 munyTAa.
3amaTke eTajbHO OOPA3IIOKUATH.
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Tpehu pa3zpen — B kareropuja

N3pauyHatu ny:KUHY NOJYIPEYHUKA JIONTE YIUCAHE Y TPOCTPAHY
nupavmuny SABC, ako cy usune SA,SB u SC mehycobuo HOpMATHE
u AB=BC =a,BS =b.

Pemmutur cucteM y 3aBUCHOCTH O peaJIHOT MapaMeTrpa a:

axr + 6y 4+ =z =1
r + 6ay + 2z = 6
r + 6y + az = 1

Heka cy a,b, c,d crpanune, a P moBpIIMHEA KOHBECHOT YE€TBOPOYTJIA.
a?+ b+ 2+ d? .
Joxkasatu na Baxku P < 1 . Kanma Basku jemnakxoct?

Heka je E cpemumre crpanune AB kBanpara ABCD, a F' u GG tauke
Ha crpanunama BC u CD, penom, takse na je EF|AG. Iloraszatu
na je F'G ranrenra ma kpyr ymucan y kBaapatr ABCD.

Axo 3a omrpe yrioBe «, [ u 7y Baxku cosa = tgf, cosf = tgy m
V5 —1
5

cosy = tga, morazaTu ma je sina =sinf =siny =

Bpewme 3a pan 240 munryTA.
3amaTke eTajbHO OOPA3IIOKUATH.
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PEIIY BJIMYKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
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UYerBpTu pa3pen — b kareropuja

Hahwu ckyn cBux moryhwux mo3utuBHUX peasnux OpojeBa V TakBux
[a TOCTOjU TPABOYIJIM MapaJjesenunels ca cienehmMm ocobuHama:
Bmerosa 3anpemMuHa je V, moppmmHa 18, a cyma pacTojama O IIeHTpa
oo crpana je 6.

2003 1) _ _
Habiw  lim x(x 1) — 2003(x 1)'
z—1 (:L’ — 1)2

PemuTu cucrem
T —y+z=06, :1:2—|—y2+z2:14, :1:3—y3-|-z3:36_

JJQ 2

OnpenuTtu Tavky Ha €JIUNCU 3 + T 1 y npBOM KBaZpaHTy, TaKBY

Ia TAHTEHTa Ha €JUICY Y TO] TAYKW I'Pav Ca KOOPAMHATHUM OCaMa
Tpoyrao HajMame IIOBPIIUHE.

Har je uu3 tauaka T;(z;,y;) y *Oy paBHu, Tako na je
zo=1, yo=0u xp4+1 :\/gxn—yn, yn+1:xn+\/§yn 3an > 0.

Y KOM KBaJApaHTy ce HaJja3u Tauka 1hygs?

Bpewme 3a pan 240 munryTa.
3amaTke IeTajbHO OOPA3IIOKUATH.



