MunaucrapcTBO IpocBeTe, HayKe ¥ TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

OIINIITNHCKO TAKMMNYEILE I3 MATEMATHURE
19.01.2013.

ITpBu pa3pen — A kareropuja

Hysxuna Bucuae AD tpoyraa ABC jennaka je TOJOBUHU Iy:KUHE
crpauune BC. Ilokazatu ma yrao rkom temena A maror Tpoyria He
MOke OWTU TYII.

Hahwu ocratak mpu mememy nommHoma 20 + 1 mommmoMoMm (7 +1)2.

Ila nu mocroju mpupogan 6pPoj n TakaB ma JeKagHu 3amuc Opoja n!
uMa O0JIMK
n!=...20120...0,
N——

k

3a Heku npuponan o6poj k7

Ilar je kouBekrcan uerBopoyrao ABCD takas na je <A+ <B = 120°.
Taure P u ) uzabpane cy tako na cy AACP u ABDQ jenuako-
CTPAHUYHU, U TPUTOM Tauke P u () jJeke y OHUM MOJypaBHUAMA Ca
uBunama AC u BD y rojuma uucy tauke B u A, pemom. JlokasaTtu
na ce npaBe PQ, AD u BC ceky y jemHOj Tauku.

Konuko ce majBure ;keToHa MOKe MOCTABUTU HA MOJba Tabie 7 X 7
TaKO Ia HUjeNaH MPaBOyraoHWK HoBpmwmHe 6 (ca crpaHumaMa mIy:k
CTPAHUIA [0JbA) HE CAIPIKU BUIIE O jeIHOT 3KeTOHA?

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3I0KUTH.



MunaucrapcTBO IpocBeTe, HayKe ¥ TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

OIINIITNHCKO TAKMMNYEILE 3 MATEMATURKE
19.01.2013.

Ilpyru paspem — A Kareropwuja

Ha crpanunama AC u AB jennakocTtpanuuaor tpoyriaa ABC mate cy
rauke M u N, pemnom, tako na je MC : MA=NA: NB=2:1. Axo
je taura P npecek mysxxku BM u CN, nokasaru ma je <APC = 90°.

Ha mau nmocroju 6poj z € C\ {0} TakaB ma cy ckynosu
{z=9)"|neN} u {(z+1i9)"|neN}

KOHAYHU !

Heka je ¢pymrnuja f : R — R zamata ca f(x) = 22 + (a + 1)z + 1.
OnpenuTtu CBe BPENHOCTH PEAJHOr IapaMeTrpa ¢ TaKBe Aa 3a CBe
peasine OpojeBe T BaKuU

f(x)
22+ 2 +1

<3

Iar je tpoyrao ABC. Heka je 2r < min{AB, BC,CA} u ka, kg, kc
kpyskHUIE ca nearpuma A, B, C, pemom, u noaynpevnukom r. Ha ko-
JIMKO Pa3JNYUTUX HAUMHA MO:kKeMO onabparu tauke A, € ka, B1 € kp
u Cy € k¢ tako ma je rpoyrao Ay B;C} cauyaH, ajau He U IOy AapaH,
ca tpoyraom ABC?

(Ca min{a, b, c} o3nauen je majMamu ox peasnux 6pojesa a, b, c.)

[MTaxoBcka ¢urypa, Kojy 30BEMO C.10H, Y jJeOTHOM IIOTE3y IOMepa ce
3a jegHO IOJbe J€BO, UM 34 jeTHO MOJbe TOpe, WU 38 JeTHO UIN ABA
mosba yroco rope geBo (mox yriom ox 135°). Cuion ce Hanasu Ha
OOIEM MEeCHOM TOJbYy MaXOBCKe Tabie muMmensuje 8 X 7. IlBa urpaua
HaAM3MEHWYHO MIOMEepa]jy CJIOHA, a I'yOu OHaj Urpad KOju MPBU HE MOKE
na omurpa more3. Koju urpau mva nobeqHUUKY cTpaTerujy?

Bpewme 3a panm 180 munyTa.
Pemema 3amaraka mertasHO 0OPA3IIOKUTH.



MunaucrapcTBO IpocBeTe, HayKe ¥ TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

OIINIITNHCKO TAKMMNYEILE I3 MATEMATHURE
19.01.2013.

Tpehu pa3spen — A kareropuja

Heka cy 21, 22,. . ., 22011 KOMIIJIEKCHU OpojeBU Monyaa 1 uuju je 30up
jemnak 0, a 2z Tpom3BOJAH KOMILJIEKCAH OpOoj. Y OGyHKIMjU on 2

U3padyHaTy 30Up
2011

Z |z — 2|2
k=1

Konuko HajBume peaJHUX HyJla MOKE UMATU ITOJUHOM
P(z) = (az® + bz + ¢)(bz® + cx + a)(cz® + ax +b),

rae je a, b, c € R\ {0}7?
(CBaka HyJa padyHa Ce OHOJIMKO IIyTa KOJIUKA je HeHa BUIIECTPYKOCT. )

Heka cy S(n) u P(n), penoM, 36up m mpousBox nuudapa IpPUpOTHOD
6poja n (y merkamuoMm 3amucy). 3a k € N, onpemutu Gpoj pemrema
jenHaymHe

Ilar je tpoyrao ABC u Ttaurka M koja He JeXM HU HA jeTHO] O TPU
nmpaBe Koje caap:ke BucuHe TOT Tpoyriaa. [IpaBa kpo3 M nHopmaaHa
Ha AM ceue npaBy BC' y taukum A;. Taure By u () nedpunumy ce
aaJsiorno. lokasaru ma cy Ap, By, Ci KoJauHeapHe Tauke.

Kousuko ce majsume noackynosa ckyna N, = {1,2,...,n} Moxke uza-
OpaTu, Tako Oa je yHHUja CBaka IBa jemaHaka CKymy N7

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3I0KUTH.



MunaucrapcTBO IpocBeTe, HayKe ¥ TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

OIINITNHCKO TAKMMNYEILE I3 MATEMATHURE
19.01.2013.

YerepTu pa3pen — A kareropuja

Konuko mHyna uMa ¢yHKIUIja

1 1 1
flw) = - - ,
T — ay T — as T — ap

rme cy a1 < as < ... < a, TPOU3BOJLHU peayiHu OpojeBu?

Onmpemutu cBe mpupomgHe OpojeBe N 3a KOje BajK! jeTHAKOCT

3"+4"+ -+ (n+2)"=(n+3)".

Onpemnty (nnu mokaszaTu na He MOCTOju) HajBehum mpupomas 6poj
n 3a KOjU MOCTOju 1eo OpOj a TakaB ma cBaka aBa Mmebhy OpojeBuma

a,a?,a’,...,a" gajy pasIpumTe OCTaTke Ipu Aesbemy ca 2013.

Y tpoyray ABC tauke S u S, Cy HEHTPU PEIOM yIUCAHOT U CHOJbA
npunmcaHor kpyra Hacupam A, E je Tauka mpeceka cuMerpatie yHY-
Tpalmer yria kox reMena A u crpanune BC, a N je cpenumre JIyKa
BC onucane kpysxuune NAABC koju ve camiu A. Iloka3aTu ma Basku

AS-AS, = AE - AN.

3a n € N mweka je N, = {1,2,...,n}. Ca L, o3uauen je 6poj monu-
ckynoBa ckyna N, (yrmyuyjyhm m mpasan ckym) koju HE campike
IBa y3aCTOMHA MpUpomaHa Opoja, kao Hu 1 m n mcroBpemeno. Ca
M,, o3nauen je 6poj monckymosa ckyna N, (yrmyuyjyhu u npaszan
CKyIl) KOjU He calAp:Ke ABa y3acTOmHa mpupomHa 6poja. Ompemuru
cBe mpupoaHe OpojeBe m > 3 3a KOje BaKuU

Ly > Mp,—35+ My, 1.

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3IOKUTH.



MunaucrapcTrBo IIpocBeTe, HayKe U TEXHOJIOIIKOr pa3Boja
9
IlpymrBo maremaruuapa Cpouje

OIIIITUHCKO TAKMUYEILE 13 MATEMATUKE
19.01.2013.

IIpBu pa3pen — b kareropuja

Hoxrazatu ma 6poj n? + 1 Huje me/suB ca 3 HU 32 jelaH IPUPOIAH
opoj n.

He jemnom ocTpBy :KuMBe camo Buje W BemTuile. Buiae yBek roBope
WCTUHY, & BEIITHUIE YBEK Ja:Ky. Jeman OpOmTOJOMHUK, KOjU je CBE TO
3HA0, CYCPEOo ce ca ABe CTaHOBHUIlE OCTPBa, ocobama A u B, anu Hu
3a jemHy HUje 3HAO na JU je Bujaa miaud BemTurna. /la 6u caznao kora
je cpeo ynurao je octBpsmanky A: ,,Ila au cre obe BemTuie?” .

a) 3a koju mobUjeHr OATrOBOP je MOTA0 ca CUrYyPHOMNY na oapean
KO0jOj BpCTHU KOja ocoba mpumnana?

6) YKOJIUKO He MOsKe ca CUIypHOUWNY Aa oapean KOjoj BPCTU Koja
ocoba mpumanga, OPOTOJIOMHUK IIOCTABJ/bA JOII jETHO MUTAE
ocobu A: ,,Ila sz cTe Bac ABe MPUIAIHUIE PA3IUIUTUX BpcTa?” .
Koju je onmroBop 6pomoaoMHUK HOOMO, aKO je Ha OCHOBY Hera
ca cCUrypHomny Morao ma oJIpeaun KOjoj BPCTU Koja ocoba mpu-
nana’?

(Ha mocraBmena nurama 6pOLOIOMHIK MOKE JOOUTU CAMO OArOBOPE
IIA u HE.)
Hara je ¢ysrmuja f: R — R ca

—x—1, =< -2

f(z) = z—3
x4+ 2’

Ilokazatu na je f Oujexmuja u ompemmtu f~1(x).

T > —2.

Heka je ABC jemmarorpaku tpoyrao (AB = AC). Ha mpasoj BC
onpebene cy tauke D u E tako ma Basku pacnopen D — B —C — E
u DB =CFE. Axo cy F u G nonaosxja sopmaga u3z D wa AC u u3s FE
Ha AB, pemoM, mokasaTu Oa je:

a) <FDB = <GEC;,
6) FG | BC.

[Tomohy mmpapa 1,2,...,9 dopmupaTrn neBeronmudperu OpPOj
N = C1C5...Cy, Tako ma je cBaku ox mBouudppenux o6pojesa C1C5,
m, ce CsCy nemus ca 7 unu ca 13. Konuxko pemema nMa OBaj
3amaTak?

(CBaka mudpa ce MO¥ke ynorpebUTU caMo jeTHOM. )

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaTaka metasbHO 0OPA3IIOKUTH.



MunaucrapcTBO IpocBeTe, HayKe ¥ TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

OIINIITNHCKO TAKMMNYEILE I3 MATEMATHURE
19.01.2013.

Ipyru pa3spen — B kareropuja

Hexka je

1

xr =

1 [ 5/23+513 /23 — /513
3 VR 4

Hoxazaru na je 222 + 222 4+ 1 mpuponan 6poj.

Y ckymy peaJHuX OpojeBa PEmIUTU HEjeTHAUNHY

|x(1—z)| < 0,05.

Onmpemnutu cBe mpupomHe OpojeBe KOju Cy nebuBU ca D u ca 9 u
nMajy TagHo 10 MO3UTMBHUX IOeauiiana.

Hexka je M rmaura ymyrap tpoyraa ABC. Ako npase AM, BM,CM
caap:ke IeHTpe ommcaHux Kpyrosa tpoyriosa BMC,CMA, AMB,
pemom, mokaszatu na je M menrtap ymucanor kpyra tpoyria ABC.

Hahwu 306up cBux Tpounn¢ppenux OpojeBa duje cy cBe nudpe HeImapHe.

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3I0KUTH.



MunaucrapcTBO IpocBeTe, HayKe ¥ TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

OIINIITNHCKO TAKMMNYEILE I3 MATEMATHURE
19.01.2013.

Tpehu pa3spen — B kareropuja

Uersopoyrao ABCD je ocuoBa nupamune SABCD, a usuna SD je
BbEHA BUCHUHA. N3pauynaty 3anpeMuHy TUpaMuUge, akxo je

AB=BC =5, AD=DC =2, AC=2u SA+ SB =2+ /5.

Y 3aBUCHOCTU OJ peaJHUX mapamerapa a u b y ckyny peajHux Opo-
jeBa PeIrTu CUCTEM jeTHAYNHA

r + y + z = 1,
-r — 2y — 2z = a,
3r + 2y 4+ bz = 4

IloraszaTu 1a je 6poj 22" — 4 nemus ca 12 3a cse n € N.

Iysxkune crpanuna tpoyraa ABC cy AB = 33, AC =21 u BC = n,
rae je n € N. Tauke D u E uzabpane cy ma crpanunama AB u AC),
penom, Tako na je AD = DE = EC' = m, 3a seko m € N. Onpemuru
opojeBe n u m.

Ha crammapary maxoBcky TaOJsy moctaBsbeHa cy 33 moBna. Jloka-
3aTU Oa ce ca TabJje MOKe YKJIOHATH 28 JoBala, TaKo na ce Ipe-
ocTaJux 5 HEe Hallada]y.

(JIoBam mamama cBa mOJ/ba UMjU Ce IEHTPU Haja3e Ha IPAaBOj KOja
IpoJIa3’ KPO3 IEHTaP M0Jba Y KOME Ce JIOBAIl HAJIa3! U 3aKjala yrao
oxn 45° unu 135° ca uBumom tabue.)

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3I0KUTH.



MunaucrapcTBO IpocBeTe, HayKe ¥ TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

OIINIITNHCKO TAKMMNYEILE I3 MATEMATHURE
19.01.2013.

Yerepru pa3pen — b kareropuja

Onpenutu peasue 6pojese a u b rako na ¢pyurmnuja f : R — R 3anata

ca )
sin ax

4z
flz) = V2x? +b(z+2), 0<z<2,

x <0,

1

ez—= —1, x> 2,

Oyme HeIpeKuIHA.
Y CKymy KOMIIJIEKCHUX OpOjeBa PEmUTHU jeTHAUUHY
29 — 223 +4=0.
Onpenutu cBe mpocTe OpojeBe P 3a KOje jeqHaUnHA
t+4=0p

nMa pelremna y CKyIy IPUPOJHUX Opojesa.

Herka je ca zxy = nedumHMCAaHA Ollepaluja Ha CKYIy IIO3U-

r+y
TUBHUX panuoHaJHux OpojeBa. [lokazaTtu ma je

(... ((2013 % 2013) % 2013) ... x 2013) * 2013

N

2013

npupoman 6poj.
(Y mperxomuom uspasy 6poj 2013 ce mojasmyje 2013 myra.)

Heka cy x1, T2 1 T3 KOpeHU MOJIMHOMA
p(z) = 2 — 22 + 2010.

Yrommko cy 3, z3 u x3 xopern nmommuOoMa ¢(x) = 23 + ax? + br + ¢,
ompenutu a, b u c.

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3I0KUTH.



