
OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 31.01.2009.

Prvi razred , A kategorija

Neka je X unutraxǌa taqka trougla ABC, a T ǌegovo te�ixte. Neka1.
su M, N taqke koje pripadaju stranici BC, P, Q taqke koje pripadaju
stranici CA, R, S taqke koje pripadaju stranici AB, tako da va�i

MQ ‖ AB, PS ‖ BC, RN ‖ CA i MQ ∩ PS ∩ RN = {X}.

Neka su A1, B1, C1 sredixta du�i MN, PQ, RS, redom. Dokazati da va�i

−−→
XA1 +

−−−→
XB1 +

−−→
XC1 =

3
2
· −−→XT .

Od 16 ǉudi, me�u kojima su po 4 iz Srbije, Rumunije, Bugarske i Make-2.
donije, treba izabrati 6.

(a) Koliko ima takvih izbora u kojima je zastupǉena svaka zemǉa?

(b) Koliko ima takvih izbora u kojima nema vixe od dva predstavnika
neke zemǉe?

Neka je n ∈ N. Dokazati da 121 � n2 + 3n + 5.3.

Da li postoji bijekcija f : R → R takva da za svako x ∈ R va�i4.

f (f(x)) − f(x) = 56x + 2 008 ?

Neka je S sredixte du�i AB, a C i D taqke koje pripadaju polukru�nici5.
nad preqnikom AB, tako da C pripada luku AD i da je �CSD = 90◦. Neka
je E preseqna taqka pravih AC i BD, a F preseqna taqka pravih AD i
BC. Dokazati da vektor

−−→
EF ne zavisi od izbora taqaka C i D.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 31.01.2009.

Prvi razred , B kategorija

Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je
2n + 1
n + 2

prirodan broj.1.

Neka je g : R → R, g(x) = 3x + 1.2.

(a) Odrediti funkciju f ako je f(x) = g (g(x)) − g(x).

(b) Dokazati da je f bijekcija i odrediti f−1(x).

U zavisnosti od A i B odrediti koje od slede�ih skupovnih formula su3.
taqne:

(a) A ∩ B = ∅ ⇒ A ∪ B = B;

(b) A ∩ ∅ = ∅ ⇒ A = ∅;
(v) A ∩ B = B ⇔ A ⊆ B;

(g) A ⊆ B ⇒ A \ B = ∅;
(d) A ∪ B = A ⇒ A ⊆ B.

Za koje vrednosti realnog parametra a jednaqina4.
∣∣|x| − 1

∣∣ = a

ima maksimalan broj razliqitih realnih rexeǌa?

Od 16 ǉudi, me�u kojima su po 4 iz Srbije, Rumunije, Bugarske i Make-5.
donije, treba izabrati 6.

(a) Koliko ima takvih izbora u kojima je zastupǉena svaka zemǉa?

(b) Koliko ima takvih izbora u kojima nema vixe od dva predstavnika
neke zemǉe?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 31.01.2009.

Drugi razred , A kategorija

Odrediti sve a, b ∈ R tako da za svako x ∈ R va�i1.

a(cos x − 1) + b2 = cos(ax + b2) − 1.

Neka je je X =
{
fa(x) = x2 + ax − 2a − 5 | a ∈ R

}
(skup parabola).2.

(a) Dokazati da sve parabole iz X seku x-osu.

(b) Odrediti jednaqinu geometrijskog mesta temena svih ovih parabo-
la.

(v) Za koju vrednost parametra a je zbir kvadrata korena jednaqine
fa(x) = 0 najmaǌi?

Odrediti sve z ∈ C takve da je broj
6z4 + 5z2 + 6
3z4 + 10z2 + 3

realan.3.

Neka su a, b, x i y realni brojevi za koje va�i a+b = x+y i a4+b4 = x4+y4.4.
Dokazati da za svako n ∈ N va�i an + bn = xn + yn.

Pleme Vgab ima azbuku koja sadr�i samo slova A, B, V i G. Na ǌi-5.
hovom jeziku su smislene sve reqi koje u svom zapisu nemaju dva ista
slova na susednim mestima, dok ostale to nisu. Koliko ima smislenih
osmoslovnih reqi u jeziku ovog plemena koje svako slovo azbuke sadr�e
taqno dva puta?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 31.01.2009.

Drugi razred , B kategorija

Da li postoji realan broj a za koji jednaqina x2 − |x| + a = 0 ima jedi-1.
nstveno rexeǌe?

Odrediti sve kompleksne brojeve z = x + iy, x, y ∈ R, koji su konjugovani2.
svom kvadratu.

Neka su a, b, c stranice, a s poluobim trougla ABC. Neka su ta, tb, tc3.
te�ixne du�i koje odgovaraju stranicama a, b, c, redom. Dokazati da je

3
2
· s < ta + tb + tc < 2s.

Neka je je X =
{
fa(x) = x2 + ax − 2a − 5 | a ∈ R

}
(skup parabola).4.

(a) Dokazati da sve parabole iz X seku x-osu.

(b) Odrediti jednaqinu geometrijskog mesta temena svih ovih parabo-
la.

(v) Za koju vrednost parametra a je zbir kvadrata korena jednaqine
fa(x) = 0 najmaǌi?

Na takmiqeǌu je uqestvovalo 100 uqenika, koji su rexavali po pet za-5.
dataka. Poznato je da je svaki zadatak rexilo bar 60 uqenika. Dokazati
da postoje dva uqenika koji su zajedno rexili sve zadatke.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 31.01.2009.

Tre�i razred , A kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu1.

10−3xlog10 x + x
(
log2

10 x − 2 log10 x
)

= x2 + 3x.

Neka su x, y, z realni brojevi, takvi da je2.

x � 4, y � 5, z � 6 i x2 + y2 + z2 � 90.

Dokazati nejednakost x + y + z � 16. Kada se u ovoj nejednakosti dosti�e
jednakost?

Neka su m i n razliqiti prirodni brojevi. Dokazati da postoji komple-3.
ksan broj z modula 1 takav da je

|1 − zm + zn| � 2.

Neka je n � 3 prirodan broj. Neka su r1, r2, . . . , rn i t1, t2, . . . , tn potpuni4.
sistemi ostataka po modulu n. Dokazati da r1t1, r2t2, . . . , rntn nije potpun
sistem ostataka po modulu n.

Neka su x1, x2, . . . , xn pozitivni realni brojevi, takvi da je x1 + x2 + . . .+5.
xn = 1. Dokazati nejednakost

n∏
i=1

(
1 +

1
xi

)
�

n∏
i=1

(
n − xi

1 − xi

)
.

Kada se u ovoj nejednakosti dosti�e jednakost?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 31.01.2009.

Tre�i razred , B kategorija

Neka je m ∈ R. U skupu realnih brojeva rexiti sistem1.

x − y + z = 0,
x + (m − 1)y + 2z = 1,

−x + 2y + (2m − 1)z = 3,
x + y + 4z = 4.

Povrxina prave kupe je qetiri puta ve�a od povrxine ǌene osnove.2.
Odrediti odnos visine i polupreqnika osnove te kupe.

Odrediti sve a, b ∈ R tako da za svako x ∈ R va�i3.

a(cos x − 1) + b2 = cos(ax + b2) − 1.

Na takmiqeǌu je uqestvovalo 100 uqenika, koji su rexavali po pet za-4.
dataka. Poznato je da je svaki zadatak rexilo bar 60 uqenika. Dokazati
da postoje dva uqenika koji su zajedno rexili sve zadatke.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu5.

10−3xlog10 x + x
(
log2

10 x − 2 log10 x
)

= x2 + 3x.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 31.01.2009.

Qetvrti razred , A kategorija

Izraqunati povrxinu pravilne qetvorostrane prizme qija je zapremina1.
V = 12

√
3, a zbir du�ina svih ivica je najmaǌi mogu�i.

Neka je k najmaǌi broj poteza koji je potrebno naqiniti za prebacivaǌe2.
skakaqa iz doǌeg levog ugla u gorǌi desni ugao xahovske table 8 × 8.
Na koliko razliqitih naqina se to mo�e uqiniti u taqno k poteza?

Neka je H ortocentar, a O centar opisane kru�nice trougla ABC. No-3.
rmalna projekcija temena A na pravu BC pripada simetrali stranice

AC. Odrediti
CH

BO
.

Neka su m i n razliqiti prirodni brojevi. Dokazati da postoji komple-4.
ksan broj z modula 1 takav da je

|1 − zm + zn| � 2.

Neka je (an)n�1 niz prirodnih brojeva, koji je, za svako N , periodiqan5.
po modulu N poqev od nekog qlana i lim

n→∞ an = ∞. Dokazati da je i niz

(aan
n )n�1, za svako N , periodiqan po modulu N poqev od nekog qlana.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 31.01.2009.

Qetvrti razred , B kategorija

Neka je a ∈ R. U skupu realnih brojeva rexiti sistem1.

2x + y − z = −1,
−4x − 2y + az = a,

(a − 1)x + y + z = 2.

Izraqunati povrxinu paralelograma konstruisanog nad vektorima −→p =2.
−→a + 2

−→
b i −→q = 2−→a − 3

−→
b , pri qemu je |−→a | = |−→b | = 1 i �

(−→a ,
−→
b

)
= 60◦.

Izraqunati povrxinu pravilne trostrane piramide, osnovne ivice a =3.
2, qija su sva tri iviqna ugla pri vrhu pravi.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu4.

log2 (x(1 − x)) = −2 +
∣∣∣sin π

x

∣∣∣ .

Neka je k najmaǌi broj poteza koji je potrebno naqiniti za prebacivaǌe5.
skakaqa iz doǌeg levog ugla u gorǌi desni ugao xahovske table 8 × 8.
Na koliko razliqitih naqina se to mo�e uqiniti u taqno k poteza?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.


