
Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Prvi razred – A kategorija

Neka je K sredixte te�ixne du�i CC1 trougla �ABC i neka1.
je AK ∩ BC = {M}. Na�i odnos CM : MB.

Na�i sve proste brojeve p, q i r, kao i sve prirodne brojeve n,2.

takve da va�i

1
p

+
1
q

+
1
r

=
1
n

.

Na�i sva rexeǌa jednaqine3.

x2 + y2 + z2 = 2004 · x · y · z

u skupu celih brojeva.

Neka je dat skup S = {s, i, c, g}.4.

a) Koliko ima relacija u skupu S koje nisu simetriqne?

b) Koliko ima antisimetriqnih relacija u skupu S?

Dokazati ili opovrgnuti: Me�u proizvoǉnih 6 prirodnih bro-5.

jeva uvek je mogu�e na�i 3 tako da su svaka 2 uzajamno prosta

ili 3 tako da sva 3 imaju zajedniqki delilac ve�i od 1.

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Drugi razred – A kategorija

Neka je AB preqnik kruga k i neka se tetive AD i BC tog kruga1.

seku u taqki E. Dokazati da

AE · AD + BE · BC

ne zavisi od izbora taqaka C i D.

Neka je O centar kruga opisanog oko konveksnog qetvorougla2.

ABCD i neka je E presek dijagonala AC i BD. Ako su sredix-

ta du�i AD, BC i OE kolinearne taqke dokazati da je tada

ispuǌeno ili AB = CD ili je �AEB = 90◦.

Na�i sva rexeǌa (a, b) u skupu racionalnih brojeva jednaqine:3.

(a + b
√

2)2 = 11 + 14
√

2.

Za koje vrednosti realnog parametra m jednaqina4.

mx2 + (2m + 1)x + (m − 3) = 0
ima bar jedno negativno rexeǌe?

Kada ima dva negativna rexeǌa?

Posle svakog sastanka komisije, neki qlanovi (znaqi ǌih bar5.

dvoje) odlaze zajedno na ruqak. Tamo me�utim, svako od prisut-

nih se posva�a sa svakim. Nakon toga posva�ani ne�e vixe

oti�i u zajedniqkom druxtvu na ruqak posle sastanka komisi-

je. Sastanci komisije se odr�avaju dokle god je mogu�e ofor-

miti druxtvo (od bar dvoje ǉudi) za odlazak na ruqak nakon

sastanka.

a) Da li je mogu�e da je komisija koja broji 7 qlanova odr�ala

ukupno 10 sastanaka (tj. ruqkova)?

b) Da li je mogu�e da je komisija koja broji 11 qlanova odr�a-

la ukupno 5 sastanaka (tj. ruqkova)?

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Tre�i razred – A kategorija

U oxtrouglom trouglu �ABC taqka D je podno�je visine iz C,1.

a taqka E podno�je visine iz D u �BCD. Neka je F taqka du�i

DE takva da je DF : FE = BD : DA. Dokazati da su prave CF
i AE uzajamno normalne.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu2.

xlog2 3 + 3log2

√
x = 12.

Koliko rexeǌa u skupu nenegativnih celih brojeva ima jed-3.

naqina [
100n
199

]
+

[
100n
201

]
= n?

Neka su a, b i c kompleksni brojevi takvi da su sva tri korena4.

jednaqine x3 + ax2 + bx+ c = 0 modula 1. Dokazati da su sva tri

korena jednaqine x3 + |a|x2 + |b|x + |c| = 0, tako�e, modula 1.

Posle svakog sastanka komisije, neki qlanovi (znaqi ǌih bar5.

dvoje) odlaze zajedno na ruqak. Tamo me�utim, svako od prisut-

nih se posva�a sa svakim. Nakon toga posva�ani ne�e vixe

oti�i u zajedniqkom druxtvu na ruqak posle sastanka komisi-

je. Sastanci komisije se odr�avaju dokle god je mogu�e ofor-

miti druxtvo (od bar dvoje ǉudi) za odlazak na ruqak nakon

sastanka.

a) Da li je mogu�e da je komisija koja broji 8 qlanova odr�ala

ukupno 15 sastanaka (tj. ruqkova)?

b) Da li je mogu�e da je komisija koja broji 13 qlanova odr�a-

la ukupno 7 sastanaka (tj. ruqkova)?

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Qetvrti razred – A kategorija

Bisektrisa unutraxǌeg ugla u temenu A trougla �ABC seqe1.

stranicu BC u taqki K. Centri upisanog kruga trougla �ABK
i opisanog kruga trougla �ABC se poklapaju. Na�i uglove

trougla �ABC.

Na�i sva preslikavaǌa f : R → R, koja su ”na” (surjekcije) i2.

za koja va�i:

f
(
f(x − y)

)
= f(x) − f(y) za ∀x, y ∈ R.

Data je funkcija3.

f(x) = lim
n→∞

x

1 + xn
, x � 0.

Odrediti nule i znak funkcije f(x), ispitati monotoniju, a

zatim nacrtati grafik funkcije f(x).

Neka su a, b i c kompleksni brojevi takvi da su sva tri korena4.

jednaqine x3 + ax2 + bx+ c = 0 modula 1. Dokazati da su sva tri

korena jednaqine x3 + |a|x2 + |b|x + |c| = 0, tako�e, modula 1.

U ravni je zadat n-tougao qija temena imaju celobrojne koor-5.

dinate, a stranice su du�ine

√
2005. Za koje n ∈ N (n � 3) je to

mogu�e?

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Prvi razred – B kategorija

Neka je K sredixte te�ixne du�i CC1 trougla �ABC i neka1.
je AK ∩ BC = {M}. Na�i odnos CM : MB.

Na�i sve proste brojeve p, q i r, kao i sve prirodne brojeve n,2.

takve da va�i

1
p

+
1
q

+
1
r

=
1
n

.

Na�i trocifren broj abc ako je qetvorocifren broj abc1 tri3.

puta ve�i od qetvorocifrenog broja 2abc.

Koliko ima ima dijagonala konveksnog 15-tougla koje spajaju po4.

dva ǌegova temena izme�u kojih se (posmatrano u oba mogu�a

smera) nalaze bar tri druga temena?

Visina AD iz temena A trougla �ABC deli stranicu BC u5.

odnosu BD : DC = 3 : 1. Ako je �ABC = 30◦, dokazati da je

trougao �ABC pravougli.

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Drugi razred – B kategorija

Dokazati da je broj1.

A =
(

6
√

9 + 4
√

5 +
3
√

2 +
√

5
)
· 3

√
2 −

√
5

ceo i na�i ǌegovu vrednost.

Na�i sve proste brojeve p, q i r, kao i sve prirodne brojeve n,2.

takve da va�i

1
p

+
1
q

+
1
r

=
1
n

.

Na�i sve cele brojeve x i y za koje va�i3.

x2 − 6xy + 13y2 = 100.

Za koje vrednosti realnog parametra m jednaqina4.

mx2 + (2m + 1)x + (m − 3) = 0
ima bar jedno negativno rexeǌe?

Kada ima dva negativna rexeǌa?

U trapezu ABCD kra�a dijagonala AC normalna je na osnovi-5.

cama AB = a i CD = b. Ako je �DAC + �ACB = 90◦, na�i

du�ine krakova BC i AD.

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Tre�i razred – B kategorija

Neka su α, β i γ uglovi takvi da va�i β = 60◦ + α i γ = 60◦ + β.1.

Dokazati da je vrednost izraza

tg α tg β + tg β tg γ + tg γ tg α

ceo broj.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu2.

xlog2 3 + 3log2

√
x = 12.

Na�i sve cele brojeve x i y za koje va�i3.

x2 + 8xy + 25y2 = 225.

Dat je paralelogram ABCD sa oxtrim uglom od 60◦
. Odrediti4.

odnos du�ina stranica paralelograma AB : AD, ako je odnos

du�ina dijagonala AC : BD =
√

19 :
√

7.

U pravilnoj trostranoj piramidi, qija je ivica osnove a, ugao5.

izme�u ivica pri vrhu jednak je α (α�90◦). Odrediti povrxinu

preseka piramide i jedne ravni koja sadr�i jednu ivicu osnove

i normalna je na naspramnu boqnu ivicu.

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Qetvrti razred – B kategorija

Tri realna broja, razliqita od nule, obrazuju aritmetiqki1.

niz, a kvadrati tih brojeva u istom poretku, obrazuju geomet-

rijski niz. Na�i koliqnik tog geometrijskog niza.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu2.

xlog2 3 + 3log2

√
x = 12.

Data je funkcija3.

f(x) = lim
n→∞

x

1 + xn
, x � 0.

Odrediti nule i znak funkcije f(x), ispitati monotoniju, a

zatim nacrtati grafik funkcije f(x).

Izraqunati4.

lim
n→∞

(
1

1 · 5 +
1

5 · 9 + . . . +
1

(4n + 1) · (4n + 5)

)
.

Dokazati da jednaqina5.

sin ( 1
7 arccos x) = 1

nema realnih rexeǌa.

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.


