
Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

17.01.2004.

Prvi razred – A kategorija

Na dijagonali AC romba ABCD izabrana je proizvoǉna taqka1.
E razliqita od A i C. Neka su N i M taqke pravih AB i BC,
redom, takve da je AE = NE i CE = ME, a K preseqna taqka
pravih AM i CN . Dokazati da taqke K,E i D pripadaju jednoj
pravoj.

Prirodni brojevi a, b i c su takvi da su brojevi2.
p = bc + a, q = ab + c i r = ca + b

prosti. Dokazati da su dva od brojeva p, q, r me�usobno jednaki.

Dokazati da za neparan ceo broj q jednaqina x3 +3x+ q = 0 nema3.
celobrojnih rexeǌa.

Na koliko naqina mo�emo rasporediti m razliqitih ptica u4.
n razliqitih kaveza tako da svaki kavez sadr�i bar jednu, ali
najvixe dve ptice?

Komarac se nalazi u doǌem levom uglu pravougaone tablice5.
formata 2003×2004. Komarac leti iznad ove tablice na slede�i
naqin: kada poleti iz nekog poǉa i preleti 99 poǉa, on sleti na
100-to da se odmori (linija kojom se komarac kre�e ne mora da
bude prava linija, mo�e biti i izlomǉena i sme da seqe samu
sebe, ali svaki ”korak” komarca mora biti paralelan ivicama
tablice). Zatim komarac ponovo pole�e sa tog poǉa, prele�e
preko 99 poǉa i sle�e na 100-to... Da li komarac mo�e sleteti
u gorǌi desni ugao?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

17.01.2004.

Drugi razred – A kategorija

Na dijagonali AC romba ABCD izabrana je proizvoǉna taqka1.
E razliqita od A i C. Neka su N i M taqke pravih AB i BC,
redom, takve da je AE = NE i CE = ME, a K preseqna taqka
pravih AM i CN . Dokazati da taqke K,E i D pripadaju jednoj
pravoj.

Na�i sve brojeve b ∈ N za koje postoji a ∈ N tako da2.
b | a2 + 1 i b | a3 − 1.

Neka su x, y i z nenegativni realni brojevi koji zadovoǉavaju3.
x+ y+ z = 1. Na�i najmaǌu mogu�u vrednost izraza x+ y2 + z2.
Rexiti jednaqinu 4√x+ 4√17− x = 3.4.

Komarac se nalazi u doǌem levom uglu pravougaone tablice5.
formata 2003×2004. Komarac leti iznad ove tablice na slede�i
naqin: kada poleti iz nekog poǉa i preleti 99 poǉa, on sleti na
100-to da se odmori (linija kojom se komarac kre�e ne mora da
bude prava linija, mo�e biti i izlomǉena i sme da seqe samu
sebe, ali svaki ”korak” komarca mora biti paralelan ivicama
tablice). Zatim komarac ponovo pole�e sa tog poǉa, prele�e
preko 99 poǉa i sle�e na 100-to... Da li komarac mo�e sleteti
u gorǌi desni ugao?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

17.01.2004.

Tre�i razred – A kategorija

Jediniqni kvadrat je podeǉen na pravougle trouglove. (Trou-1.
glovi nemaju zajedniqkih unutraxǌih taqaka.) Neka je S zbir
hipotenuza svih tih trouglova. Dokazati da je S > 2

√
2. Kada

va�i jednakost?

a) Ako je x ≡ y (mod p) onda je i xp ≡ yp (mod p2). Dokazati.2.
b) Rexiti jednaqinu x5 + y5 + z5 = 2004 u N.

Jednaqina3.
x3 + px+ q = 0

ima kompleksan koren a+bi, gde su a, b, p, q ∈ R i q, b 6= 0. Pokaza-
ti da je aq > 0.

Dokazati da je broj4.
n2003 + n+ 1

slo�en za svaki prirodan broj n, n > 1.

Dokazati da ne postoji trougao kome za uglove va�i:5.
tgα+ tg β + tg γ = ctgα+ ctg β + ctg γ.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – A kategorija

Neka je 4ABC trougao takav da je ^ACB > 120◦. Neka je R1.
polupreqnik opisanog kruga tog trougla. Dokazati:

3R > AC +BC + AB√
3
.

U kom sluqaju va�i jednakost?

Rexiti jednaqinu x5 + y5 + z5 = 2004 u N.2.

Na sveqanoj smotri povodom dana Vojske SCG izabrano je iz3.
svakog od 4 razliqita roda (pexadija, artiǉerija, vazduho-
plovstvo i mornarica) po 4 vojnika razliqitih qinova (po
jedan desetar, vodnik, poruqik i kapetan). Pomozite majoru,
zadu�enom za proslavu, koji je dobio nare�eǌe da tih 16 vojni-
ka razmesti u stroj oblika kvadrata, tako da u svakom redu i
svakoj koloni budu smextena 4 vojnika iz razliqitih rodova i
sa razliqitim qinovima.

Dokazati da je broj4.
n17 + n1 + n2004 + n8 + 1

slo�en za svaki prirodan broj n, n > 1.

Dokazati da ne postoji trougao kome za uglove va�i:5.
tgα+ tg β + tg γ = ctgα+ ctg β + ctg γ.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

17.01.2004.

Prvi razred – B kategorija

Cifre a i b su razliqite i takve da va�i1.
aa · ba · aba = abaaba.

Dexifrovati ovu jednakost.

U trouglu 4ABC (BC > CA) je ^CAB − ^ABC = 45◦. Ako je D2.
taqka stranice BC takva da je CD = CA, izraqunati veliqinu
ugla ^BAD.

Dokazati da za neparan ceo broj q jednaqina x3 +3x+ q = 0 nema3.
celobrojnih rexeǌa.

Koliko ima jednakokrakih trouglova, qije su stranice celobro-4.
jne, a obim jednak 30cm?

Dokazati da je broj 212 + 59 slo�en.5.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

17.01.2004.

Drugi razred – B kategorija

U pravouglom trouglu 4ABC (^ACB = 90◦) konstruisana je1.
visina CD. Simetrala ugla ^CAB seqe pravu CD u taqki P , a
simetrala ugla ^BCD seqe pravu BD u taqki Q. Dokazati da
je PQ ‖ BC.

Ispitati da li kvadratna jednaqina2.
(a2 + b2 + c2)x2 + 2(a+ b+ c)x+ 3 = 0,

gde su a, b, c ∈ R, a2 + b2 + c2 6= 0, mo�e imati realne i razliqite
korene.

Rexiti jednaqinu
√

4x2 − 4x+ 1− |3x− 2| − 3x = 1.3.

Data je jednaqina (a − 1)x2 − (a + 1)x + 2a − 1 = 0, pri qemu je4.
a 6= 1. Na�i sve vrednosti parametra b za koje izraz

(x1 − b)(x2 − b)
ne zavisi od a, pri qemu su x1 i x2 koreni date jednaqine.

Dokazati da je broj 212 + 59 slo�en.5.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

17.01.2004.

Tre�i razred – B kategorija

Izraqunati vrednost izraza1.
sin 6◦ sin 42◦ sin 66◦ sin 78◦

bez primene kalkulatora i tablica.

Dokazati nejednakost (log2003 2004)−1 + (log2005 2004)−1
< 2.2.

Ravni α i β seku se po pravoj c. Neka je ϕ ugao diedra koga qine3.
te dve ravni, a ψ ugao izme�u neke prave p ravni α i prave c.
Ako je γ ugao izme�u prave p i ravni β, dokazati da va�i

sin γ = sinϕ sinψ.

Izraqunati vrednost determinante

∣∣∣∣∣∣
sinα cosα sin(α+ δ)
sinβ cosβ sin(β + δ)
sin γ cos γ sin(γ + δ)

∣∣∣∣∣∣ .4.

Rexiti sistem jednaqina u skupu realnih brojeva:
x3y3z4 = 1
x2y4z4 = 2
x2y3z5 = 3 .

5.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

17.01.2004.

Qetvrti razred – B kategorija

Skup prirodnih brojeva razbijen je u grupe na slede�i naqin:1.
{1}, {2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10}, . . .

Na�i zbir qlanova n-te grupe.

Neka su x1, x2, x3 koreni polinoma x3 +mx+n, (n ∈ Z). Dokazati2.
da je x1

2 + x2
2 + x3

2 ceo broj deǉiv sa 3.

U pravouglom trouglu u kome je hipotenuza c = 8 i oxtar ugao3.
α = 60◦ upisan je pravougaonik maksimalne povrxine, tako
da mu jedna stranica pripada hipotenuzi trougla. Odrediti
du�ine stranica tog pravougaonika.

Na�i realna rexeǌa sistema jednaqina4.
1

1 + (x− y)2
= z + 4,

√
z + 3 + 2x = 8.

Rexiti sistem jednaqina u skupu realnih brojeva:
x3y3z4 = 1
x2y4z4 = 2
x2y3z5 = 3 .

5.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.


