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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.01.2003.

Prvi razred – A kategorija

Na�i najve�i zajedniqki delilac brojeva 11111111︸ ︷︷ ︸
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100

.1.

Rastojaǌe izme�u sela A i B je 3 kilometra. U selu A ima 1002.
�aka, a u selu B 50 �aka. Na kom rastojaǌu od sela A treba
sagraditi xkolu, tako da ukupan put koji svi �aci prelaze u
toku jednog dana bude najmaǌi?

Neka su a, b i c stranice trougla i3.
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Dokazati da je |p− q| < 1.

Dijagonala AC qetvorougla ABCD upisanog u krug je preqnik4.
tog kruga. Dokazati da su projekcije stranica AB i CD na
dijagonalu BD jednake.

Student je u toku petogodixǌih studija polo�io 31 ispit.5.
Svake godine je dao vixe ispita nego prethodne, a na petoj go-
dini je dao tri puta vixe ispita nego na prvoj. Koliko ispita
je student polo�io na qetvrtoj godini?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije
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Drugi razred – A kategorija

Bazen se puni dvema cevima za 6 sati. Prva cev bi ga napunila1.
za 5 sati maǌe od druge. Za koje vreme bi bazen napunila druga
cev?

U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu2.

x2 + y2 = 3(u2 + v2).

Neka su a i b realni brojevi takvi da je (∀x ∈ R) a cos x+b cos 3x 63.
1. Dokazati da je tada |b| 6 1.

Neka je dat pravougli trougao ABC sa pravim uglom kod temena4.
C (^BCA = 90◦) i neka simetrala pravog ugla seqe hipotenuzu
u taqki D. Neka su taqke K i E podno�ja normala iz taqke D
na stranice BC i AC, redom. Dokazati da je

AD2 + BD2 = (AE + BK)2.

Na katetama jednakokrako–pravouglog trougla ABC (^BCA =5.
90◦), izabrane su taqke D ∈ AC i E ∈ BC, takve da je CD = CE.
Neka su K i L taqke sa du�i AB, takve da je DK ⊥ AE i CL ⊥
AE. Dokazati da je KL = LB.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – A kategorija

Dokazati da jednaqina xn + yn = zn, n ∈ N nema rexeǌa u skupu1.
prirodnih brojeva, gde je z 6 n.

Rexiti sistem u zavisnosti od realnog parametra a:2.

3 · 2x + 2y − 3 arcsin z = 7
2x − y − arcsin z = −6

5 · 2x − y + arcsin z = 6a + 2.

Na koliko naqina se broj 2002 mo�e predstaviti u obliku zbira3.
nerastu�ih prirodnih brojeva (vixe od jednog sabirka) takvih
da je i ǌihov proizvod jednak 2002?

Neka su b = CA i c = AB stranice trougla ABC i la du�ina4.

simetrale ugla kod temena A. Dokazati da, ako va�i
1
b

+
1
c

=
1
la

,

onda je ^BAC = 120◦.

Mnogougao koji je opisan oko kruga polupreqnika r, razlo�en je5.
na konaqno mnogo trouglova. Dokazati da je suma polupreqnika
upisanih krugova u te trouglove ve�a od r.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – A kategorija

Dokazati da za pozitivne realne brojeve a, b i c va�i nejed-1.
nakost

(a + b− c)(b + c− a)(c + a− b) 6 abc.

U skupu nenegativnih celih brojeva rexiti jednaqinu2.

x2 + x = y4 + y3 + y2 + y.

Dokazati da za realne brojeve a i b va�i3.

a 6 b ⇒ a3 − 12a− 16 6 b3 − 12b + 16.

Neka su a = BC, b = CA i c = AB stranice trougla 4ABC u4.
kome je ^BAC = 3 · ^ABC. Dokazati da je tada

bc2 = (a− b)2(a + b).

Mnogougao koji je opisan oko kruga polupreqnika r razlo�en je5.
na konaqno mnogo trouglova. Dokazati da je suma polupreqnika
upisanih krugova u te trouglove ve�a od r.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Prvi razred – B kategorija

Ispitati kada izraz (n− 2)3 + n3 + (n + 2)3, n ∈ N nije deǉiv sa1.
18.

Rastojaǌe izme�u sela A i B je 3 kilometra. U selu A ima 1002.
�aka, a u selu B 50 �aka. Na kom rastojaǌu od sela A treba
sagraditi xkolu, tako da ukupan put koji svi �aci prelaze u
toku jednog dana bude najmaǌi?

Buva se nalazi u koordinatnoj ravni. Iz taqke (m,n) buva mo�e3.
da skoqi u jednu od taqaka (n, m), (m − n, n) ili (m + n, n). Da
li buva mo�e da do�e u taqku (12, 32) ako se na poqetku nalazi
u taqki:
a) (7, 12); b) (8, 12)?

Poznato je da su svi Plinkovi Plankovi i da su neki od Plonko-4.
va Plinkovi. Koji iskazi moraju biti taqni:
a) ”Neki Plankovi su Plonkovi.”
b) ”Neki Plinkovi nisu Plonkovi.”
v) ”Nijedan Plonk nije Plank.”

Student je u toku petogodixǌih studija polo�io 31 ispit.5.
Svake godine je dao vixe ispita nego prethodne, a na petoj go-
dini je dao tri puta vixe ispita nego na prvoj. Koliko ispita
je student polo�io na qetvrtoj godini?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – B kategorija

Bazen se puni dvema cevima za 6 sati. Prva cev bi ga napunila1.
za 5 sati maǌe od druge. Za koje vreme bi bazen napunila druga
cev?

Rexiti jednaqinu: (x − 3)4 + (x − 4)4 = (2x − 7)4, u skupu kom-2.
pleksnih brojeva.

Neka su a, b, c pozitivni brojevi, takvi da va�i a2 + b2 + c2 = 1.3.
Dokazati da je a(b + c) 6

√
2

2 .

Neka je dat pravougli trougao ABC sa pravim uglom kod temena4.
C (^BCA = 90◦) i neka simetrala pravog ugla seqe hipotenuzu
u taqki D. Neka su taqke K i E podno�ja normala iz taqke D
na stranice BC i AC, redom. Dokazati da je

AD2 + BD2 = (AE + BK)2.

Na�i sve prirodne brojeve n, takve da je broj z =
(

3 + i

2− i

)n

5.
realan.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – B kategorija

U paralelogramu sa stranama a, b i oxtrim uglom α konstru-1.
isane su simetrale unutraxǌih uglova. Odrediti povrxinu
qetvorougla odre�enog tim simetralama.

Rexiti jednaqinu 4log10 x − 32 + xlog10 4 = 0.2.

Na ravnom stolu nalaze se tri lopte, polupreqnika r1, r2, r3.3.
One dodiruju sto u taqkama A1, A2 i A3, redom, i svake dve se
me�usobno dodiruju. Ako je A1A2 = 4, A2A3 = 6, A1A3 = 8, na�i
r1, r2 i r3.

U trostranoj piramidi SABC svi iviqni uglovi kod temena S4.
su pravi. Neka je O podno�je visine piramide iz temena S.
Ako je povrxina trougla AOB qetiri puta ve�a od povrxine
trougla BOC, na�i odnos povrxina trouglova ASB i BSC.

Kazaǉke na satu su preklopǉene taqno u pono�. Kada �e se5.
slede�i put preklopiti?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – B kategorija

Dokazati da svi kompleksni brojevi z, za koje va�i |z − 1| =1.
2|z + 1|, pripadaju jednom krugu. Na�i centar i polupreqnik
tog kruga.

Na�i sve proste brojeve p za koje je broj 7p + 1 kvadrat2.
prirodnog broja.

Na�i realna rexeǌa sistema jednaqina3.

x2y2 − 2x + y2 = 0, 2x2 − 4x + 3 + y3 = 0.

Neka je a0, a1, . . . , an, an+1 aritmetiqki niz. Dokazati da va�i :4.

a1
3 + a2

3 + . . . + an
3 =

(anan+1)2 − (a1a0)2

4d
,

gde je d razlika niza.

Kazaǉke na satu su preklopǉene taqno u pono�. Kada �e se5.
slede�i put preklopiti?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.


