
OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Prvi razred , A kategorija

Neka je K taqka simetriqna ortocentru H trougla ABC u odnosu na1.

sredixte stranice BC. Dokazati da je AK preqnik opisane kruжnice
trougla ABC.

Dati su polinomi p(x) = x3+x2+x+2 i q(x) = x3−x+3. Da li postoji2.
ceo broj m tako da q(m) | p(m)?

Za svako n ∈ N broj xn nastao je uzastopnim dopisivaƬem kvadrata3.

prvih n prirodnih brojeva (npr. x12 = 149162536496481100121144). Do-
kazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n, takvih da
broj xn nije potpun stepen prirodnog broja (prirodan broj y je potpun
stepen ako i samo ako postoje prirodni brojevi k > 1 i a, tako da vaжi
y = ak).

Neka je ABCD konveksan qetvorougao koji nije trapez. Simetrale4.

stranica AD i BC seku se u taqki P , a simetrale stranica AB i
CD seku se u taqki Q. Ukoliko se taqke P i Q nalaze u unutraxƬosti
qetvorougla ABCD i vaжi ∢APD = ∢BPC, dokazati da je ∢AQB =
∢CQD.

Na svakoj od n > 4 kartica upisan je jedan od brojeva +1 ili −1. Sa ko-5.

liko najmaƬe pitaƬa moжemo saznati proizvod svih brojeva zapisanih
na karticama, ako jednim pitaƬem moжemo saznati vrednost proizvoda
brojeva na taqno tri proizvoƩno izabrane kartice?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Drugi razred , A kategorija

Na�i sve realne brojeve a takve da nejednakost1.

x4 + ax3 + (a+ 3)x2 + ax+ 1 > 0

vaжi za sve realne brojeve x.

Neka je a ∈ R, |a| > 1. Dokazati da za sve z ∈ C vaжi2.
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Dokazati da se kvadrat prirodnog broja ne moжe zavrxavati sa qetiri3.
iste nenula cifre.

Na stranicama BC i AC trougla ABC date su taqke D i E, redom,4.

tako da vaжi AE = BD. Oznaqimo sa M sredixte stranice AB, a sa
P presek pravih AD i BE. Dokazati da taqka Q simetriqna taqki P

u odnosu na M leжi na simetrali ugla ACB.

U poƩa tablice 100× 100 su upisani brojevi. U svakoj vrsti ima bar5.

10 razliqitih brojeva, ali u svake tri uzastopne vrste ima najvixe
16 razliqitih brojeva. Koliko se najvixe razliqitih brojeva moжe
nalaziti u tablici?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Tre�i razred , A kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu1.
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Neka je n > 2 prirodan broj. Dokazati da je vrednost determinante2.
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jednaka kvadratu celog broja.

Niz {an}n∈N0
je definisan sa a0 = 1 i3.

an+1 = (n2 + 1) · an − n,

za n> 0. Dokazati da postoji qlan niza koji je deƩiv sa 2011.

Neka je ABCDEF konveksan xestougao takav da za svaku taqku M koja4.

je u ravni tog xestougla vaжi

MA2 +MC2 +ME2 = MB2 +MD2 +MF 2.

Dokazati da se teжixta trouglova ACE i BDF poklapaju.

Neka je n ∈ N. Koliko se najvixe nepraznih podskupova moжe izdvojiti5.

iz skupa od n elemenata tako da su svaka dva ili disjunktna ili je jedan
od Ƭih podskup drugog?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Qetvrti razred , A kategorija

Date su taqke A(1, 3) i B(2, 4). Odrediti taqku C na paraboli x = y2+11.

za koju trougao ABC ima najmaƬu mogu�u povrxinu.

Neka je f : [ 1, 2 ] → R diferencijabilna funkcija i f(1) = 0. Koliki je2.

najmaƬi mogu�i broj rexeƬa jednaqine

2 · f(x) = f ′(x) · sin 2x ?

a) Dokazati da ne postoje prosti brojevi p i q takvi da je broj3.

p2 + 2012pq + q2

potpun kvadrat.

b) Dokazati da postoji beskonaqno mnogo parova uzajamno prostih priro-
dnih brojeva (m,n), tako da je

m2 + 2012mn+ n2

potpun kvadrat.

Neka je M unutraxƬa taqka kvadrata ABCD. Neka su A1, B1, C1, D14.

druge taqke preseka pravih AM, BM, CM, DM sa opisanom kruжnicom
kvadrata ABCD, redom. Dokazati da je

A1B1 · C1D1 = A1D1 ·B1C1.

Neka je m > 3 prirodan broj. Na�i najmaƬi prirodan broj r(m) za5.

koji vaжi da se za svako razbijaƬe skupa {1, 2, . . . , r(m)} na 2 podskupa
iz jednog od Ƭih moжe izabrati m brojeva (ne obavezno razliqitih)
x1, x2, . . . , xm za koje vaжi

x1 + x2 + . . .+ xm−1 = xm.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Prvi razred , B kategorija

Neka su M , N i K sredixta stranica AB, BC i CD tetivnog qetvoro-1.

ugla ABCD, redom. Dokazati da vaжi

∢BMN = ∢CKN.

Neka je P (x) polinom sa celim koeficijentima koji pri deƩeƬu sa2.
x3 − x2 + x − 6 daje ostatak x2 − 7x + 3. Koliki je ostatak pri deƩeƬu
polinoma P (x) sa x− 2 ?

U skupu prostih brojeva rexiti jednaqinu3.

2x2 + 1 = y5.

Neka je ABCD paralelogram, a Z taqka na produжetku stranice BC4.

tako da vaжi raspored B −C −Z. Neka prava AZ seqe prave BD i CD

u taqkama X i Y , redom. Ako je duжina duжi AZ jednaka 6, a duжina
duжi AY jednaka 3, odrediti duжinu duжi AX.

Na nekom takmiqeƬu iz matematike bilo je 5 zadataka razliqite teжine,5.

pa nikoja dva nisu nosila isti broj bodova, ali je svaki nosio broj
bodova koji je prirodan broj. Ako se za dva ura�ena najlakxa zadatka
dobijalo 10 bodova, a za dva ura�ena najteжa zadatka 18 bodova, koliko
bodova se dobijalo za svih 5 ura�enih zadataka?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Drugi razred , B kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu1.

√

4 + 7x− 2x2 < 2x+ 1.

Neka su brojevi a, b, c ∈ R po parovima razliqiti i f(x) kvadratni2.

trinom, tako da je f(a) = bc, f(b) = ca, f(c) = ab. Dokazati da je

f(a+ b+ c) = ab+ bc+ ca.

Da li postoji prirodan broj n > 1 takav da su posledƬe qetiri cifre3.
broja 2012n jednake 2012 ?

Ako simetrala unutraxƬeg ugla kod temena A trougla ABC seqe opisanu4.

kruжnicu u taqki N , a stranicu BC u taqki T , dokazati da je

BN2 = AN · TN.

Na jednom maskenbalu okupilo se n>4 Ʃudi. Svi su se snabdevali kod5.

istog prodavca, koji je u ponudi imao kostime u nekoj od n+ 2 mogu�e
boje. Neke od boja u ponudi bile su: bela, crna, plava, zelena, жuta,
crvena. Na maskenbalu se ispostavilo:

• taqno jedna od boja {bela, crna} bila je zastupƩena;

• taqno dve od boja {crna, plava, zelena} bile su zastupƩene;

• od boja {bela, plava, жuta} bio je zastupƩen paran broj (tj. ili
nijedna od Ƭih, ili taqno dve);

• od boja {bela, zelena, crvena} bio je zastupƩen paran broj.

Dokazati da se mogu na�i dve osobe na maskenbalu obuqene u kostime
iste boje.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Tre�i razred , B kategorija

Dokazati da za proizvoƩne vektore −→a ,
−→
b , −→c vaжi1.

[(

−→a +
−→
b
)

×
(−→
b +−→c

)]

· (−→c +−→a ) = 2−→c · (−→a ×
−→
b ).

U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina2.

sinx · cos 2y = 1

cosx · sin 2y = 0.

Dokazati da se kvadrat prirodnog broja ne moжe zavrxavati sa qetiri3.
iste nenula cifre.

U konveksnom qetvorouglu ABCD vaжi4.

AB2 −BC2 +AC2

CD2 −AD2 +AC2
=

AB2 −AD2 +BD2

CD2 −BC2 +BD2
.

Dokazati da je AB ‖ CD.

U poƩa tablice 100× 100 su upisani brojevi. U svakoj vrsti ima bar5.

10 razliqitih brojeva, ali u svake tri uzastopne vrste ima najvixe 16
razliqitih brojeva. Koliko najvixe razliqitih brojeva moжe da se
na�e u tablici?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Qetvrti razred , B kategorija

Odrediti taqku na grafiku funkcije y = x− ln(x+1) u kojoj je tangenta1.

paralelna sa pravom koja prolazi kroz taqke A(2, 3) i B(−1, 4).

Da li je funkcija f : R → R definisana sa f(x) = sin(x2), za sve x ∈ R,2.

periodiqna?

U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu3.

2x − 6y = 2012.

U oxtrouglom trouglu ABC taqka D je podnoжje visine iz temena C i4.

vaжi AD = BC. Ako je L podnoжje normale iz D na visinu iz temena
A trougla ABC, dokazati da je BL simetrala ugla ABC.

Na svakoj od 2011 kartica upisan je jedan od brojeva +1 ili −1. Sa5.

koliko najmaƬe pitaƬa moжemo saznati proizvod svih brojeva, ako je-
dnim pitaƬem moжemo saznati vrednost proizvoda brojeva na taqno
tri proizvoƩno izabrane kartice?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.


