
OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.02.2010.

Prvi razred , A kategorija

Neka su x, y, z ∈ N za koje vaжi x3−y3−z3 = 3xyz i x2 = 2(y+z). Odrediti1.
x + y + z.

Dokazati ili opovrgnuti tvr�eƬe:2.

Za svaki prirodan broj n postoji prirodan broj x koji je deƩiv
sa n, zbir cifara mu je jednak n i u dekadnom zapisu se zavrxa-
va nizom cifara koje qine dekadni zapis broja n.

Neka je ABC oxtrougli trougao. Kruжnica k, nad preqnikom AB, seqe3.
stranice AC i BC u taqkama M i N , redom. Tangente kruжnice k u
taqkama M i N seku se u taqki P . Ako je CP = MN , odrediti ∢BCA.

U △ABC u kome je BC 6= CA taqke H, T i O su ortocentar, teжixte4.
i centar opisane kruжnice, redom. Neka su taqke P i Q simetriqne
taqkama T i H, redom, u odnosu na O. Neka je D sredixte AB, R teжixte
△ABQ i U presek pravih OD i RT . Dokazati da je U teжixte △DPT .

Na koliko naqina xest parova moжe da sedne u red bioskopa koji ima 205.
mesta, ako svaki par жeli da sedne na susedna mesta?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.02.2010.

Prvi razred , B kategorija

Koliko rexeƬa ima jednaqina |2x + 1| + |x − 1| = 2 − x u skupu realnih1.
brojeva?

U pravouglom △ABC nad katetom BC kao preqnikom konstruisana je2.
kruжnica koja seqe hipotenuzu AB u taqki E. Tangenta ove kruжnice u
taqki E seqe katetu AC u taqki D. Dokazati da je △ADE jednakokraki.

Odrediti cifru desetica broja 20112010 (u dekadnom zapisu).3.

Ana, Beba, Vesna i Goca su odluqile da posete Dacu. Dogovorile su4.
se da do�u u razliqita vremena (u toku istog dana). Ispostavilo se
slede�e:

Ana je posetila Dacu u 8 sati,

Beba je posetila Dacu u 9 sati,

Vesna je posetila Dacu u 10 sati,

Goca je posetila Dacu u 11 sati,

ali nije poznato da li je to bilo ujutro ili uveqe.

Daca je imala bar jednu posetu izme�u Ane i Bebe.

Ana nije posetila Dacu i pre Vesne i pre Goce.

Vesna nije posetila Dacu izme�u Bebe i Goce.

Odrediti kojim redosledom su pose�ivali Dacu.

Neka su x, y, z ∈ N za koje vaжi x3−y3−z3 = 3xyz i x2 = 2(y+z). Odrediti5.
x + y + z.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.02.2010.

Drugi razred , A kategorija

Neka je ABCDE pravilan petougao. Preseqne taqke Ƭegovih dijagonala1.
qine pravilan petougao A1B1C1D1E1. Odrediti odnos povrxina ova dva
petougla.

Na turniru uqestvuje n > 2 igraqa. Predvi�eno je da svaka dva igraqa2.
odigraju po jednu partiju. Me�utim, igraq A je napustio turnir nakon
k odigranih partija (1 6 k 6 n − 3), a igraq B nakon jedne odigrane
partije. Ostali igraqi nisu napuxtali turnir. Na turniru je odigrano
55 partija. Da li su A i B igrali me�usobno?

Neka su M, N, P, Q kolinearne taqke, tako da vaжi M −N −P −Q i MN =3.
4, NP = 2, PQ = 6. Neka je T taqka van prave MN iz koje se duжi
MN, NP, PQ vide pod jednakim uglom α. Odrediti mogu�e vrednosti α.

Odrediti sve prirodne brojeve n za koje postoji polinom sa celim koe-4.
ficijentima p(x) takav da je p(d) = n

d
za svaki pozitivan delilac d broja

n.

Neka su a, b realni brojevi iz intervala (0, 1). Dokazati da je a2 + b2 = 15.
ako i samo ako je

a4 + b4 − 1

a6 + b6 − 1
=

2

3
.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.02.2010.

Drugi razred , B kategorija

Neka je M sredixte stranice CD kvadrata ABCD, S presek dijagonala,1.
a P sredixte duжi AS. Dokazati da je ∢PBS = ∢MBC.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu2.

√

x2 + x + 1 = 1 − x − x2.

U skupu realnih brojeva rexiti sistem3.

x + xy + y = 2 + 3
√

2,

x2 + y2 = 6.

Na turniru uqestvuje n > 2 igraqa. Predvi�eno je da svaka dva igraqa4.
odigraju po jednu partiju. Me�utim, igraq A je napustio turnir nakon
10 odigranih partija, a igraq B nakon jedne odigrane partije. Na
turniru je odigrano 55 partija. Da li su A i B igrali me�usobno?

Na pitaƬe koji mu je broj ku�e, Perica je odgovorio slede�e:5.

Ako je moj broj ku�e deƩiv sa 3, onda je to broj izme�u 50 i 59.

Ako moj broj ku�e nije deƩiv sa 4, onda je to broj izme�u 60 i 69.

Ako moj broj ku�e nije deƩiv sa 6, onda je to broj izme�u 70 i 79.

Koji je Pericin broj ku�e?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.02.2010.

Tre�i razred , A kategorija

Dokazati da je prirodan broj n > 4 prost ako i samo ako1.

n |
n−3
∑

k=1

(k · k!).

Neka su x1, x2, . . . , x2010 ∈ C sve nule polinoma x2010 +20x+2. Izraqunati2.

x2011

1
+ x2011

2
+ . . . + x2011

2010
.

Neka je n > 3 prirodan broj. Ispitati istinitost tvr�eƬa:3.

Ako za me�usobno razliqite kompleksne brojeve z1, z2, . . . , zn za
koje je |z1| = |z2| = . . . = |zn| vaжi z1 + z2 + . . . + zn = 0, tada
su taqke odre�ene kompleksim brojevima z1, z2, . . . , zn (u nekom
poretku) temena pravilnog n-tougla.

Koliko ima podskupova skupa {1, 2, . . . , 10} koji ne sadrжe tri uzastopna4.
prirodna broja?

Neka je ABCDE konveksan petougao. Neka je {P1} = AB∩ED, {P2} = BC∩5.
EA, {P3} = CD∩BA, {P4} = DE∩CB i {P5} = EA∩DC. Kruжnice opisane
oko trouglova P1AE, P2BA, P3CB, P4DC i P5ED seku se u taqkama A′,
B′, C′, D′ i E′ razliqitim od taqaka A, B, C, D i E. Dokazati da su
taqke A′, B′, C′, D′ i E′ koncikliqne.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.02.2010.

Tre�i razred , B kategorija

Dokazati da za sve vektore −→a ,
−→
b ,−→c vaжi1.

−→a ×−→
b +

−→
b ×−→c + −→c ×−→a

=
(−→c + −→a

)

×
(−→a +

−→
b

)

+
(−→a +

−→
b

)

×
(−→

b + −→c
)

+
(−→

b + −→c
)

×
(−→c + −→a

)

.

Ako je r polupreqnik osnove i H visina prave kruжne kupe, a ρ polupre-2.

qnik sfere upisane u tu kupu, dokazati da vaжi
1

ρ2
− 1

r2
=

2

ρH
.

Odrediti sve x, y ∈
(

0,
π

2

)

koji su rexeƬa sistema3.

cos x = 2 cos3 y,

sin x = 2 sin3 y.

Neka su M, N, P, Q kolinearne taqke, tako da vaжi M −N −P −Q i MN =4.
4, NP = 2, PQ = 6. Neka je T taqka van prave MN iz koje se duжi
MN, NP, PQ vide pod jednakim uglom α. Odrediti mogu�e vrednosti α.

Na pitaƬe koji mu je broj ku�e, Perica je odgovorio slede�e:5.

Ako je moj broj ku�e deƩiv sa 3, onda je to broj izme�u 50 i 59.

Ako moj broj ku�e nije deƩiv sa 4, onda je to broj izme�u 60 i 69.

Ako moj broj ku�e nije deƩiv sa 6, onda je to broj izme�u 70 i 79.

Koji je Pericin broj ku�e?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.02.2010.

Qetvrti razred , A kategorija

Dokazati da je prirodan broj n > 4 prost ako i samo ako n |
n−3
∑

k=1

(k · k!).1.

Za realan broj b neka je2.

f(b) = max
x∈R

∣

∣

∣

∣

sin x +
2

3 + sin x
+ b

∣

∣

∣

∣

.

Odrediti min
b∈R

f(b).

Neka su m, n > 2 prirodni brojevi i A = (a1, . . . , am) ure�ena m-torka, a3.
B = (b1, . . . , bn) ure�ena n-torka kompleksnih brojeva razliqitih od 0. U
jednom koraku mogu�e je izvrxiti jednu od slede�ih operacija:

1◦ Izabrati 1 6 i < j 6 m i z ∈ C \ {0} i brojeve ai i aj zameniti
brojevima zai i aj

z
, redom.

2◦ Izabrati 1 6 i < j 6 n i z ∈ C \ {0} i brojeve bi i bj zameniti

brojevima zbi i bj

z
, redom.

3◦ Izabrati 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n i z ∈ C \ {0} i brojeve ai i bj zameniti
brojevima zai i zbj, redom.

Moжe li se primenom konaqno mnogo ovih operacija od A i B dobiti
m-torka A = (a1, . . . , am) i n-torka B =

(

b1, . . . , bn

)

, redom?

Za svaki prirodan broj n sa p(n) oznaqen je broj kvadratnih funkcija4.
f(x) = ax2 + bx + c qiji su koreni celi brojevi i a, b, c ∈ {1, 2, . . . , n}.
Dokazati da za n > 4 vaжi n < p(n) < n2.

Neka je ABCDE konveksan petougao. Neka je {P1} = AB∩ED, {P2} = BC∩5.
EA, {P3} = CD∩BA, {P4} = DE∩CB i {P5} = EA∩DC. Kruжnice opisane
oko trouglova P1AE, P2BA, P3CB, P4DC i P5ED seku se u taqkama A′,
B′, C′, D′ i E′ razliqitim od taqaka A, B, C, D i E. Dokazati da su
taqke A′, B′, C′, D′ i E′ koncikliqne.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.02.2010.

Qetvrti razred , B kategorija

Zbir dva pozitivna broja jednak je c (c > 0). Koliki je najve�i mogu�i1.
proizvod kuba prvog i kvadrata drugog broja?

Ako je r polupreqnik osnove i H visina prave kruжne kupe, a ρ polupre-2.

qnik sfere upisane u tu kupu, dokazati da vaжi
1

ρ2
− 1

r2
=

2

ρH
.

Dokazati da je
π

arctg 1√
27

+ arcsin
√

3

28

prirodan broj.3.

Neka su z1 i z2 me�usobno razliqiti kompleksni brojevi, takvi da je4.
z1z2 6= 0.

(a) Ako je |z1 + z2| = |z1 − z2|, dokazati da taqke odre�ene kompleksnim
brojevima 0, z1 i z2 qine temena pravouglog trougla.

(b) Ako taqke odre�ene kompleksnim brojevima 0, z1 i z2 qine temena
pravouglog trougla mora li biti |z1 + z2| = |z1 − z2|?

Pet studenata, Aca, Beba, Vesna, Goca i Doki su odgovarali na test koji5.
se sastoji od 5 pitaƬa sa vixestrukim odgovorima. Prva dva pitaƬa su
imala odgovore a, b i c, dok je na ostala odgovor taqno–netaqno (⊤–⊥).
Odgovor na svako od pitaƬa je jedinstven. Oni su odgovorili na pitaƬa
na slede�i naqin:

I II III IV V
Aca a a ⊤ ⊤ ⊤
Beba b b ⊤ ⊥ ⊤
Vesna a b ⊤ ⊤ ⊥
Goca b c ⊤ ⊤ ⊥
Doki c a ⊥ ⊤ ⊤

Ispostavilo se da ne postoje dva studenta koji imaju jednak broj taqnih
odgovora.

(a) Dokazati da nijedan od studenata nema sve taqne odgovore.

(b) Dokazati da odgovori na tre�e i qetvrto pitaƬe nisu isti.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.


