OKPYKHO TAKMUNYEILE N3 MATEMATUEKE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HTIKOJIA, 20.02.2010.

IIpBu pa3pen, A kareropuja

Heka cy ,v, 2 € N 3a koje pamn 22 —y> — 23 = 3zyz u 22 = 2(y+2). Oapemurn
rT+y+z.

ITokazaTu uau ONMOBPTHYTU TBpDheme:

3a cBaku npupogaH OPOj n TOCTOju TPUPOAAH OPOJ & KOJU je mesbuB
ca n, 30up nudapa My je jeqHaK N Uy AeKaIHOM 3aIUCy Ce 3aBpIIia-
Ba HM30M IU(papa KOje UnHe JeKaHU 3anuc Opoja n.

Heka je ABC omrpoyrau Tpoyrao. Rpyskuuna k, mamx npeunukom AB, ceue
crpaaure AC u BC y taukama M u N, pemom. Tamnrenrte kpy:kuune k y
raukama M u N cery ce y tauku P. Axo je CP = MN, onpenutu <BCA.

Y ANABC y rome je BC # CA tauke H,T u O cy OpTOIEHTAD, TE/KUIITE
U I[eHTap omnmcaHe KpyskHUIE, peanoM. Heka cy mauke P u () cumerpudvne
raurkama 1’ u H, pemom, y onaocy wa O. Heka je D cpemumre AB, R Te:xumiTe
AABQ u U upecek npasux OD u RT. Ilokazatu na je U resxumre ADPT.

Ha xosmko HaumHa ImecT mapoBa MOKe na ceqHe y pen Ouockoma koju mma 20
MeCTa, aKO CBaKW Iap yKeJUu Oa CeIHe Ha CycenHa MmecTa?

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
CBaku 3amatak Bpeau 20 moeHa.
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OKPYKHO TAKMUNYEILE N3 MATEMATUEKE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HTIKOJIA, 20.02.2010.

IlpBu pa3pen, b kareropuja

Komuko pemema uma jemmaunua |2z + 1|+ |x — 1] = 2 — 2 y crymy peaJyHux
opojesa?

Y upasoyraom AABC man rarerom BC Kao TPEYHUKOM KOHCTPYUCAHA je
KpYy:KHUIA KOja ceue xumoreny3y AB y tauku E. Tanrenra oBe Kpy:KHUIE Yy
taukn F ceue katetry AC y taukun D. Ilokazaru na je AADE jemqHakOKpaku.

Onpemutu madpy neceruna 6poja 20112°10 (y mexammom szamucy).

Amna, Beba, Becna u I'ona cy ommyuwmmne ma mocere Ilamy. IloroBopuie cy
ce ma noby y pasnmuunra Bpemena (y TOKy mcrtor maHa). VcmocraBmio ce
caenehe:

Amna je moceruna Ilamy y 8 carm,
BGeba je mocernna [lamy y 9 cartn,
Becna je moceruna Ilamy y 10 carm,
lN'oma je moceruna [lamy y 11 carwm,

aJu HUje MO3HATO Ja JIX je TO OWJIo yjyTpO WU yBede.
Ilana je umasa 6ap jemny mocetry u3dmeby Ane u Bebe.
Amna mmuje noceruna lamy u npe Becue u npe ['one.

Becna nuje moceruna Ilany uzmebhy Bebe u T'ore.

Onpenutu KojuMm penocienom cy nocehupasnu lamy.

Hexa cy z,y, 2 € N 3a xoje amu 25 —y> — 23 = 3zyz u 22 = 2(y+2). Oapenutu
r+y+z.

Bpewme 3a pang 180 munyTa.
CBaku 3amatak Bpeau 20 moeHa.



OKPYKHO TAKMUNYEILE N3 MATEMATUEKE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HTIKOJIA, 20.02.2010.

Ilpyru pa3spen, A kareropuja

Heka je ABCDE npasunan neroyrao. llpeceune tauke meroBux aujaroHasia
umHe npaBuial neroyrao Ay B1C1D1FE;. OnpenuTu OOHOC HOBPIIMHA OBa IBA
IeToyrJia.

Ha Typaupy yuectByje n > 2 urpauva. llpensubeno je ma cBaka nBa mrpaua
omurpajy mo jemuy naprtujy. Mebhyrtum, urpau A je mamycTtvo TypHUDP HAKOH
k omurpanux mapruja (1 < k < n — 3), a urpay B HAKOH jemHe OIUIpaHe
napruje. Ocranu urpavm HUCY HaIymraau TypHup. Ha TypHUpY je omurpano
55 mapruja. lla mu cy A u B urpaau mebhycobuo?

Herka cy M, N, P, () konuneapue tauke, Tako na Baxku M — N —P—Q u MN =
4, NP = 2, PQQ = 6. Herka je T rTauka Bam mpaBe M N wu3 Koje ce moy:KuU
MN, NP, PQ) Bune non jemnakum yriaom «. Onpemutu moryhe BpemHOCTH .

Onpenutu cBe mpupoaHe O6pojeBe n 3a KOje MOCTOjU MOJUHOM Ca IEJUM KOe-
$pummjenTuma p(z) Taxas a je p(d) = 5 3a cBakm mosuTMBaH Aeauiaan d 6poja

n.

Heka cy a,b peannu 6pojesu u3 unrepsada (0,1). Ilokasatu ma je a® +b* = 1
aKO U CaMO aKo je

at+b' -1 2

a+b -1 3°

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Csaku 3amartak Bpenu 20 moena.



OKPYKHO TAKMUNYEILE N3 MATEMATUEKE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HTIKOJIA, 20.02.2010.

Ilpyru pa3pen, b kareropuja

Heka je M cpemumre crpanurne C'D kBagpara ABCD, S npecek mujaronada,
a P cpemumre mysxu AS. Ilokazatu na je <PBS = <MBC.

Y ckymy peaJHUX OpojeBa PEmIUTU jeTHAUYUHY

Va2 +r+1l=1—z—2a°

Y ckymy peaJHUX OpoOjeBa PEmIUTU CUCTEM

c+ryty = 2+3V2,
x2+y2 = 6.

Ha typuupy yuectByje n > 2 urpava. Ilpeasubeno je ma cBaka mBa urpauva
omurpajy mo jemuy naprtujy. Mebhyrtum, urpau A je mamycTtvo TypHUP HAKOH
10 omurpanmx maprtmja, a wurpady B HakoH jemHe omurpane mnaptuje. Ha
TypHUPY je omurpano 55 mapruja. la mu cy A u B urpanu mehyco6uHO?

Ha murame xoju My je 6poj kyhe, Ilepuma je oarosopuo cuaenehe:
Axo je moj 6poj kyhe memus ca 3, onma je To 6poj uamehy 50 u 59.
Axro moj 6poj kyhe uuje memus ca 4, onma je To 6poj uamehy 60 u 69.
Axro moj 6poj kyhe uuje memus ca 6, onma je To 6poj uamehy 70 u 79.

Koju je Ilepunuu 6poj ryhe?

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
CBaku 3amatak Bpeau 20 moeHa.



OKPYKHO TAKMUNYEILE N3 MATEMATUEKE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HTIKOJIA, 20.02.2010.

Tpehu pa3zpen, A kareropuja

1. lorkazatu na je mpuponaH Opoj n > 4 mpoCT akO U caMO aKO

n—3
n | (kK.
k=1

2. Hexa cy z1,29,...,T2010 € C cBe myre monmuaoma x2°10 4+ 20z + 2. UspauyraTu

2011 2011 2011
T+ xy T+ o+ X500

3. Heka je n > 3 npuponan 6poj. Mcnuratu uctunuroct tTBphema:

Axo 3a MeDhycoOHO paziumuuTe KOMIIEKCHE OpojeBe 21, 29, ..., 2, 34
Koje je |z1] = |z2| = ... = |zn| Ba®kuM 21 + 22 + ...+ 2, = 0, Tana
cy tauke oxpebeHe KOMIIeKCUM OPOjeBUMA 21, 22, ..., 2, (Y HEKOM

HOPETKY ) TeMEeHa MPAaBUJIHOT N-TOYTJIA.

4. FKonuko mma noxckymnosa ckyma {1,2,...,10} koju He canpske TPy y3aCTOIHA
npupoaHa 6poja?

5. Hera je ABCDE wousekcan neroyrao. Heka je {P;} = ABNED, {P,} = BCN
EA, {Ps} =CDNBA, {P,} = DENCB u {P;} = EANDC'. Kpy:xuune onucane
oko Tpoyraosa PiAE, P,BA, PsCB, P,DC u PsED cexy ce y taukama A’,
B, C', D' u E' pazmuuutum on tauaka A, B, C, D u E. Ilokazatu ma cy
tauke A’, B, C', D' u E' xoHnukauuse.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Csaku 3amatak Bpenu 20 moena.



OKPYKHO TAKMUNYEILE N3 MATEMATUEKE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HTIKOJIA, 20.02.2010.

Tpehu pa3pen, b kareropuja
Ioka3aTu ma 3a CBe BEKTOpE 7,?,? BaKU
XD+ bXxC+ExT
+ X 7+7>+(7+?)x(?+?>+<7+?)x<?+7).

—
a
-, =
C a

Axo je r monmynpedyHuk ocHOBe u H BucmHa mpaBe KpY:KHE KyIe, a p MOJyIpe-
1 1 2

YHUK c(epe ynucaHe y Ty KYIy, JOKa3aTU Oa BaKU ? 2= p—H .

7T .
Onpenuru cBe x,y € (O, 5) KOJU Cy pellema CUCTEMA

cost = 2cos’y,

sinz = 2sin®y.

Herka cy M, N, P, () konuneapue tauke, Tako na Baxku M — N —P—-Q u MN =
4, NP = 2, PQQ = 6. Herka je T rTauka Bam mpaBe M N wu3 Koje ce moy:KuU
MN, NP, PQQ Bune non jemHakum yrioMm «. Oapenutu Moryhe BpemHOCTH .

Ha nmurame xoju My je 6poj kyhe, Ilepuna je oarosopuo cuenehe:
Axo je moj 6poj kyhe memus ca 3, ouga je To 6poj m3amehy 50 u 59.
Axro moj 6poj kyhe uuje memus ca 4, onma je To 6poj mamehy 60 u 69.
Axo moj 6poj kyhe uuje memus ca 6, orma je To 6poj uameby 70 u 79.

Koju je Ilepunun 6poj kyhe?

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
CBaku 3amatak Bpeau 20 moeHa.



OKPYKHO TAKMUNYEILE N3 MATEMATUEKE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HTIKOJIA, 20.02.2010.

UYerBpTH pa3pen, A Kareropuja

n—3

Hokazatu na je mpupomaH 6poj n > 4 HpoCT ako U CaMO aKO 7 | Z(k - k!).
k=1
3a peasan 6poj b Heka je
b) =max|sinz + — +b]|.
1) z€ER 3+ sinzx )

@) in f(b).

NPEeIuTI %élﬂg f(b)
Heka cy m,n > 2 npuponuu 6pojesu u A = (ay,...,a,,) ypebena m-topka, a
B = (by,...,b,) ypebena n-ropka rommiekcHux OpojeBa paznuuutux ox 0. Y

jemHOM KOpaky MOoryhe je M3BpHIUTHU jeqHY O cjiemenux omepamuja:

1° Nzabparu 1 < i < j < mu z € C\ {0} u 6pojese a; u a; 3ameHuTu
6pojeBuMa za; U <L, peloM.

2° Nzabpatu 1 < i < j <nwuze C\{0} ubpojese b; u b; 3ameHuTH

opojeBuma zb; u %, penoM.

3° Uzabpatu 1 <i<m, 1 <j<nuzeC\{0}uobpojese a; u b; 3ameHnTH
b6pojeBuMa za; 1 zbj, penoM.

Moske nu ce DPUMEHOM KOHAYHO MHOI'O OBMX omepanuja om A m B moburn
m-topra A = (ay,...,0,) 1 n-Topra B = (bl, - bn), pemom?

3a cBaku mpuUpomaH 6poj n ca p(n) o3HauveH je Opoj KBaApPATHUX (GYHKIU]a
f(z) = ax® + bx + ¢ yuju cy kopemu memu 6pojesu u a,b,c € {1,2,...,n}.
Iokazatu na 3a n > 4 saxu n < p(n) < n?.

Heka je ABCDE kousekcan neroyrao. Heka je {P 1} = ABNED, {P,} = BCnN
EA, {Ps} =CDNBA, {P,} = DENCB u {P;} = EANDC'. Kpy:xuune onucane
oko tpoyruosa PiAE, P,BA, PsCB, P,DC u PsED cexy ce y taukama A’
B, C', D' u E' pazmuuutum on tauaka A, B, C, D u E. Ilokaszatu ma cy
tauke A', B', C', D' u F' koHmUKIN4HEe.

Bpewme 3a pang 180 munyTa.
CBaku 3amatak Bpenu 20 moeHa.



OKPYKHO TAKMUNYEILE N3 MATEMATUEKE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HTIKOJIA, 20.02.2010.

UYerBpTU pa3pen, b kareropuja

36up nBa mosutuBHA Opoja jemuak je ¢ (¢ > 0). Komuku je majsehwu moryhn
npou3Boa Kyba mpBOT U KBagpara Apyror opoja?

Axo je r momynpedyHuk ocHOBe m H BucumHA mpaBe KpY:KHE KyIe, a p MOJyIpe-
1

YHUEK c(hepe ynmcaHe y Ty KYyIy, HOKa3aTH A& BarKU ? -2 p—H .

T
Ilokazatu ma je npupoaan 6poj.

arctg \/% + arcsin 2%

Hexa Cy 21 1 29 MebyCO6HO Pa3IMYUTN KOMIIJIEKCHU 6pOjeBI/I, TaKBU IOa je
2129 7& 0.

(a) Axo je |z1 + 22| = |21 — 22|, morazaTm ma Tauke oxpebeHe KOMIIEKCHUM
6pojeBuma 0,21 U 2o YMHE TEMEHA IPABOYIJIOr TPOYIJIA.

(6) Axro rauke ompebene rommiekcuum OpojeBuma 0,27 U zy YKMHE TeMeHa
IPAaBOYTIJIOr TPOYTJIa MOpa Ju outh |z1 + 22| = |21 — 227

ITet crynmenara, Ana, Beba, Becua, ['ona u Iloku cy oarosapaJiz Ha TECT KOjuU
ce cacToju on b muTama ca BUIIECTPYKUM oArosopuMa. IIpBa aBa murama Cy
rMaJjia OAroBope a, b u ¢, mOK je Ha ocTajga OaroBop TayHo—HeradHo (1—L1).
OaroBop Ha CBaKO O MUTama je jemuucTBeH. OHU Cy OANOBOPUIIM HA MUTAHA
Ha cienehu HayuH:

I|II|III|IV |V
Ana ala | T | T|T
Beba [b| b | T | L | T
Becma|a| b | T | T | L
T'ona ble | T | T ]|L
Hokm |c|la | L | T |T

VcnocraBuiio ce na He IOCTOje OBa CTYAeHTA KOjU MMajy jenHak Opoj TayHUX
OJIrOBODA.

(a) IokazaTy na HUjemaH OX CTYHEHATA HEMA CBE TAUHE OITOBODE.

(6) Hokazaru na onroBopu Ha Tpehie M YETBPTO NUTAHE HUCY UCTU.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Csaku 3amatak Bpenu 20 moena.



