
OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.02.2009.

Prvi razred , A kategorija

Neka su M i N razliqite taqke koje ne pripadaju pravoj p. Konstrui-1.
sati trougao ABC, takav da stranica AB pripada p, a taqke M i N su
podno�ja visina trougla iz temena A i B, redom.

Neka su p, q, r realni brojevi za koje va�i2.
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r

= 0 i p + q + r = 1.

Dokazati da za sve realne a, b, c va�i

a2 + b2 + c2 = (pa + qb + rc)2 + (qa + rb + pc)2 + (ra + pb + qc)2 .

Za svaku taqku prvog kvadranta odrediti pravu koja prolazi kroz tu3.
taqku, a sa pozitivnim delovima koordinantnih osa gradi trougao mi-
nimalne povrxine.

Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je taqno tvr�eǌe:4.

Prirodan broj x deǉiv je sa n ako i samo ako je zbir cifara
broja x deǉiv sa n.

Dva tima, svaki sa po 6 fudbalera, imaju na raspolagaǌu 4 xortsa5.
i 4 majice, u svakoj od slede�ih boja – crvenoj, plavoj i beloj. Na
koliko naqina fudbaleri mogu da se obuku za utakmicu tako da svaki
fudbaler obuqe xorts i majicu, ako se zna da svaki tim mora da ima
svoju karakteristiqnu boju?

Napomena. Boja je karakteristiqna za tim ako svaki igraq tog tima ima
bar jedan odevni predmet te boje, a da pritom niko iz suprotnog tima
nema nijedan odevni predmet te boje.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.02.2009.

Prvi razred , B kategorija

Dokazati da je broj1.
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racionalan.

Neka su D i E taqke koje pripadaju hipotenuzi BC pravouglog trougla2.
ABC, tako da je BE = AB i CD = AC. Izraqunati �DAE.

Koliko celobrojnih rexeǌa ima jednaqina3.

|x| + |y| = 2009?

Neka je r polupreqnik upisane kru�nice, a h visina koja odgovara4.
hipotenuzi pravouglog trougla. Dokazati da va�i
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Na koliko naqina se 20 karata, me�u kojima su qetiri dame, mo�e5.
podeliti na dve grupe od po 10 karata, tako da u jednoj grupi bude tri
dame, a u drugoj jedna dama?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.
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UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.02.2009.

Drugi razred , A kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu1.
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Neka su α, β, γ ∈ (0, π) i n ∈ N. Dokazati da postoji ϕ ∈ R tako da je2.

sin ϕ =
sin β sin γ

n − cos α cos β cos γ
.

Da li tvr�eǌe va�i ako je n ∈ Z?

Neka je P povrxina trougla, a R polupreqnik ǌegove opisane kru�nice.3.
Dokazati da va�i nejednakost

P � 3
√

3R2

4
.

Kada se u prethodnoj nejednakosti dosti�e jednakost?

Na koliko naqina se b belih, c crvenih i p plavih kuglica mo�e pore�ati4.
u niz, tako da se nikoje 2 plave kuglice ne nalaze jedna do druge (kuglice
iste boje se ne razlikuju)?

Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je 2n + 3n + 4n potpun kvadrat.5.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.
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Drugi razred , B kategorija

(a) Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja
(
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) (
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)
+357 · (570 + 1

)
1.

sa 4.

(b) Ispitati da li je broj 260 + 370 deǉiv sa 13.

Kru�nice k1 i k2 seku se u taqkama A i B. Prava PQ, takva da je P ∈ k12.

i Q ∈ k2, sadr�i taqku A. Dokazati da odnos
BP

BQ
ne zavisi od prave PQ.

U skupu realnih brojeva rexiti sistem3.
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Oko kruga polupreqnika r opisan je qetvorougao ABCD. Taqka dodira4.
deli stranicu AB na odseqke du�ina a i b, a stranicu AD na odseqke
du�ina a i c. Dokazati da va�i

r >

√
abc

a + b + c
.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu5.
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Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.
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Tre�i razred , A kategorija

Neka je n > 2 prirodan broj. Dokazati da va�i sin
π

n
>

3√
n2 + 9

.1.

Neka su a, b i c kompleksni brojevi, tako da taqke koje im odgovaraju2.
u kompleksnoj ravni predstavǉaju temena jednakostraniqnog trougla.
Dokazati da jednaqina

az2 + bz + c = 0

u skupu kompleksnih brojeva ima bar jedno rexeǌe jediniqnog modula.

Neka je S centar upisane kru�nice oxtrouglog trougla ABC. Upisana3.
kru�nica dodiruje stranicu AB taqki X. Prava XS seqe upisanu kru-
�nicu u taqki M (razliqitoj od X). Neka je X ′ preseqna taqka prave
CM i stranice AB, a L taqka na du�i X ′C, tako da va�i X ′L = CM .
Dokazati da su taqke A, L, S kolinearne ako i samo ako va�i AB = AC.

Odrediti najve�i zajedniqki delilac svih elemenata skupa4.
{
n13 − n | n ∈ N

}
.

Odrediti najve�i mogu�i broj lovaca koji se mogu smestiti na xahovsku5.
tablu dimenzija 7 × 7, tako da svaki od ǌih napada parno mnogo drugih
lovaca.

Napomena. Lovac napada figuru ako se nalaze na istoj (ne nu�no glavnoj)
dijagonali i ako se izme�u ǌih ne nalazi jox neka figura.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.02.2009.

Tre�i razred , B kategorija

Neka je �a = (−1, 1, 1) i �b = (2, 0, 1). Odrediti vektor �x, koji pripada ravni1.
odre�enoj vektorima �a i �b, ortogonalan je na vektor �b i va�i �a · �x = 7.

Neka su AB i AC tetive kruga polupreqnika R. Taqka M pripada pravoj2.
AB, a ǌeno rastojaǌe od prave AC je jednako AC. Taqka N pripada pra-
voj AC, a ǌeno rastojaǌe od prave AB je jednako AB. Izraqunati MN .

Odrediti sve vrednosti realnog parametra p tako da jednaqina3.

(p − 1)4x − 4 · 2x + (p + 2) = 0

ima bar jedno rexeǌe.

Neka je ABCDA1B1C1D1 kocka stranice a i neka taqka P polovi AB,4.
taqka Q polovi BC, a taqka R pripada du�i CC1, tako da je CR : RC1 =
1 : 2. Odrediti obim i povrxinu figure koja se dobija u preseku ravni
PQR i kocke.

Neka je n > 2 prirodan broj. Dokazati da va�i sin
π

n
>

3√
n2 + 9

.5.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.
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UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.02.2009.

Qetvrti razred , A kategorija

(a) Dokazati da za y � 2 va�i 2ey > y3 + 4.1.

(b) Dokazati da je funkcija f : (0,∞) → R, definisana sa

f(x) = ln
(

ex + 1
x − 1

)

konveksna.

U nepravouglom trouglu ABC, taqka H je ortocentar, a taqke D, E i F2.
su podno�ja visina iz temena A, B i C, redom. Neka je X presek pravih
AH i EF , a Y preseqna taqka kru�nica opisanih oko trougla AHC i
EBC, razliqita od C. Dokazati da su taqke C, X i Y kolinearne.

Odrediti posledǌe dve cifre broja 22p

+ 1, gde je p prost broj.3.

Neka je ε = cos
2π

3
+ i · sin 2π

3
. Odrediti sve polinome p sa celobrojnim4.

koeficijentima, za koje va�i

1◦ p(x) = p(εx) za svako x ∈ C;

2◦ p(1) = 2001;

3◦ p(2) = 2009.

Odrediti najve�i mogu�i broj lovaca koji se mogu smestiti na xahovsku5.
tablu dimenzija 7 × 7, tako da svaki od ǌih napada parno mnogo drugih
lovaca.

Napomena. Lovac napada figuru ako se nalaze na istoj (ne nu�no glavnoj)
dijagonali i ako se izme�u ǌih ne nalazi jox neka figura.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.
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UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 28.02.2009.

Qetvrti razred , B kategorija

Odrediti sve vrednosti realnog parametra a, tako da jednaqina1.

x3 − 3x2 − 9x = a

ima tri realna i me�usobno razliqita rexeǌa.

Data je zarubǉena kupa u koju se mo�e upisati lopta. Povrxina omo-2.
taqa te zarubǉene kupe je qetiri puta ve�a od razlike povrxina osnova.
Odrediti odnos zapremina lopte i zarubǉene kupe.

Neka je niz (xn)n∈N definisan sa x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3 i xn+3 = xn+2 −3.
xn+1 + xn za n ∈ N. Neka je

S =
∞∑

n=1

xn

3n
=

x1

31
+

x2

32
+

x3

33
+

x4

34
+ . . . .

Dokazati da je broj S konaqan i izraqunati ga.

Neka je P povrxina trougla, a R polupreqnik ǌegove opisane kru�nice.4.
Dokazati da va�i nejednakost

P � 3
√

3R2

4
.

Kada se u prethodnoj nejednakosti dosti�e jednakost?

Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje je skup rexeǌa5.
nejednaqine

logx+a

(
x2 + a2

)
� 2

konaqan.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.


