OKPYKHO TAKMUNYEIHLE 13 MATEMATHWEKE
YUEHNKA CPEOIHLUX HTKOJIA, 28.02.2009.

IIpBu pa3pen, A kareropuja

Herka cy M u N paznuuure Tadvke KOje He Mpumnanajy npaBoj p. Roucrpyu-
catu Tpoyrao ABC, TtakaB ma crpanuna AB npunana p, a tauke M u N cy
MOIHOKja BUCWHA Tpoyria u3 teMena A u B, pemom.

Hexka cy p,q,r peanau 6pojeBuU 3a KOje BayKU
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Jlokazatu ma 3a cBe peaJtiHe a, b, c BaKu

a® + b2+ = (pa+qb+71¢)* + (qa+ b+ pe)® + (ra+ pb+ qc)” .

3a CBaKy TaudyKy OPBOI KBAaJApaHTA OAPEAUTU MPaBy KOja MPOJA3U KPO3 TY
Ta4yKy, a Ca MO3UTUBHUM J€JIOBUMA KOODIAUHAHTHUX OCa I'Pald TPOyrao Mu-
HUMAaJIHE TTOBPIIUHE.

OppenuTtu cBe nmpupomHe 6pojeBe N 3a KOje je TayHO TBpbheme:

IIpuponman Opoj x memuB je ca n akO W caMO ako je 30up nugpapa
Opoja x memuB ca n.

IIlBa tmma, cBakm ca mo 6 ¢ymdanepa, mMmajy Ha pacnosaramy 4 mopTca
u 4 majune, y cBakoj onm ciaemehux 06oja — mpBeHoj, miaaBoj u Oexoj. Ha
KOJIMKO HauywrHa (yndajepu MOry na ce OOYKY 3a YTAKMHIY TAKO J1a CBaKWU
¢ynbasep obyde moOpTC M Majuly, aKO ce 3HA Oa CBAKU THUM MOpa Ia nUMa
CBOjy KapaKTepucTuuHy 00jy?

Hanomena. Boja je kapakTepucTUUHA 3a TUM aKO CBAKU UIPAY TOT TUMa MMa
Oap jemaH omeBHU mpeaMeT Te Ooje, a Ja MPUTOM HUKO U3 CYNPOTHOT TUMA
HeMa HHMjelaH ONEBHU IpenMeT Te Doje.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Csaku 3amartak Bpenu 20 moena.



OKPYKHO TAKMUNYEIHLE 13 MATEMATHWEKE
YUEHNKA CPEOIHLUX HTKOJIA, 28.02.2009.

IlpBu pa3pen, b kareropuja

IlokasaTu na je 6poj

21/8 — 2V/7 + <2ﬁ—6)2

panmoHaJJaH.

Heka cy D u E Tauke roje mpunanajy xunoreny3u BC mpaBoyrior tpoyria
ABC, takxo na je BE = AB u CD = AC. N3pauynatu <DAFE.

Konuko nemnobpojrnx pemnema nMa jeTHAUNHA

|z + |y| = 20097

Hera je r momynpeunuk ynwcane KpPy:KHUIlE, a h BHCHHa KOja OAroBapa
XUIOTEHY3U IPaBOYTJIOT Tpoyriaa. Jloka3zaTtm na Baku
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Ha ronuko maumna ce 20 kaparta, mMebhy KojuMa cy dYeTUupu mgamMe, MOKe
moMeNuTy Ha ABe rpymne ox mo 10 kaparta, Tako na y jeAHO] rpynu Oymae Tpu
namMe, a y Opyroj jemsHa mama?

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Csaku 3amartak Bpenu 20 moena.



OKPYKHO TAKMUNYEIHLE 13 MATEMATHWEKE
YUEHNKA CPEOIHLUX HTKOJIA, 28.02.2009.

Ilpyru pa3spen, A kareropuja

Y ckyny peasHux OpojeBa PEmIUTHU jeTHAUUHY

§/2+\/E+§/2—\/E:1.

Heka cy a, 3,7 € (0,7) u n € N. Ilorazaru na nmocroju ¢ € R Tako na je

sin 3 sin ~y

sin g = .
n — cos a cos 3 cos 7y

Ila mu tBpheme Baku axo je n € Z7

Hexka je P moBpmmHa Tpoyria, a R MOJyNIpeYHUK HEeroBe ONMUCaHe KPYrKHUIE.
JlokazaTu na Baky HEjeIHAKOCT
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Kama ce y mpeTrxomHoj Heje THAKOCTU MOCTIULKE j€THAKOCT?
Ha ronuko mauuna ce b 6enux, ¢ IPBEHUX U P IJIABUX KYTJIUIA MOsKe mopebhatu
y HU3, TAKO Ja ce HUKOje 2 IIaBe KyIJIMIle He Haja3e jenHa mo apyre (KyrJuie

ucte Goje ce He pas3aukyjy)?

Onpemuru cBe npuponHe 6pojeBe n 3a koje je 2™ + 3" + 4" moTmyH KBaIpAar.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Csaku 3amartak Bpenu 20 moena.



OKPYKHO TAKMUNYEIHLE 13 MATEMATHWEKE
YUEHNKA CPEOIHLUX HTKOJIA, 28.02.2009.

Ilpyru pa3pen, b kareropuja

(a) Ompenurtu ocraTak npu nejnemy O6poja (541 + 2) (3105 — 1) +357- (570 + 1)
ca 4.

370

6) Ucturatu na au je 6poj 20 + neamus ca 13.
J po)

Kpyxuaune k1 u ky cexy ce y raurkama A u B. IlpaBa PQ), takBa ma je P € ky

BP
u Q € ko, cagpru Taury A. IlokazaTtu ma OqHOC —— He 3aBuCHU on mpase PQ).

BQ

Y ckymy peasHuUX OpOjeBa PENIUTU CUCTEM

1T + /STy = 1,
To + VI3 = 17
I3 + A/ L1 = 1

Oxo kpyra mosynpeunuka r onucan je derBopoyrao ABCD. Tauka momupa
nenu crpanuny AB Ha omceuke nyskmHa a u b, a crpanumy AD Ha omceuke
nyskvHa a 1 c. [lokazaTtm na Baxku

abe

> _—
" a+b+c

Y crymy peajHUX OpoOjeBa PEmUTU jeTHAUUHY

{’/2+\/E+€/2—\/E:1.

Bpewme 3a pang 180 muuyTa.
Csaku 3amatak Bpeau 20 moeHa.



OKPYKHO TAKMUNYEIHLE 13 MATEMATHWEKE
YUEHNKA CPEOIHLUX HTKOJIA, 28.02.2009.

Tpehu pa3zpen, A kareropuja

. . . 3
Hexka je n > 2 npuponan 6poj. lokaszaru ma Baxkm sin — > ———.
n n?+9
Hera cy a,b u ¢ rommiekcHu OpojeBU, TAKO Oda TAadYKe KOje UM OIroBapajy
Yy KOMIIJIEKCHO] PaBHM MNPENCTaBba]y TEMEHA jeTHAKOCTPAHUYIHOT TPOYTJA.
IlorazaTu na jenHauyuwHA
az> +bz+c=0

Yy CKyIy KOMIIJIEKCHUX OpojeBa mMa Oap jeqHO pelleme je IMHUYHOT MOIYJIA.

Hera je S memrap ymucame kpyskauie omrpoyrior tpoyria ABC. Ynucana
kpyskHUIa qoaupyje crpanurny AB tauku X. IIpaBa XS ceue ynucany kpy-
sxauny y tauku M (pasmuuuroj onm X ). Heka je X' mpeceuna tauka mpase
CM wu crpanune AB, a L tauka Ha mysxu X'C, tako na Basku X'L = CM.
Ilokazaru ma cy tauke A, L, S konureapue ako u camo ako Baxku AB = AC.

Onpenutu HajBehu 3aje IHMYKKU mEeIUJIAIl CBUX €JeMeHaTa CKyIa

{n'®* —n| neN}.

OnpenuTtu Hajsehu moryhu Opoj moBama Koju ce MOI'y CMECTUTH Ha IAXOBCKY
Tabmy muMmensuja 7 X 7, TAKO Oa CBAKUA O HUX HAMAa MAPHO MHOTO APYTUX
JoBaIa.

Hanomena. JloBan Hanama Gurypy ako ce Haja3e Ha UCTOj (He HYKHO [IABHO) )
OUjaroHaJId M ako ce m3MeDy HUX He HaJIa3W jOII HEKa (Urypa.

Bpewme 3a pan 180 muuyTa.
Csaku 3amartak Bpenu 20 moena.



OKPYKHO TAKMUNYEIHLE 13 MATEMATHWEKE
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Tpehu pa3pen, b kareropuja

Heka je d = (—1,1,1) n b= (2,0,1). Ogpemuru BeKTOp &, KOjU NpUNAIa DABHU
onpebenoj Bekropuma @ m b, oproroHagaH je Ha BEKTOp b u Baku a - & = 7.

Heka cy AB u AC TetuBe kpyra noaynpeunuka R. Taurka M mpunana npasBoj
AB, a meno pacrojame on npase AC je jennako AC. Tauka N mpumnana mpa-
Boj AC, a meno pacrojame ox npase AB je jemnako AB. W3pauynatu MN.

OnpenuTu cBe BPEAHOCTU PEAJHOT IMapaMeTpa p TAKO aa jeIHadrnHa
(p—1)4" =42+ (p+2)=0
uMa 0ap jegHO pellemne.

Heka je ABCDA{B;C1D; romnka crpaHuile a 1 Heka Tadka P momoBu AB,
raura () monoBu BC', a trauka R nmpunana aysxu C'Ch, tako na je CR: RCy =
1:2. Oppemuty 06uM m MOBpHIMHY (QUType Koja ce mobuja y mpeceky paBHU
PQR u romke.

s 3
Hexka je n > 2 npuponan 6poj. lokaszatu ma Baxkm sin — > ———.
n n?+9

Bpewme 3a pang 180 muuyTa.
Csaku 3amatak Bpeau 20 moeHa.



OKPYKHO TAKMUNYEIHLE 13 MATEMATHWEKE
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UerBpTH pa3pen, A kKareropuja

(a) HoxaszaTu ma 3a y > 2 Bamu 2¢¥ > y° + 4.

(6) Hokaszatu ma je ¢pyuruuja f :(0,00) — R, nepunucana ca

f(z) = In (ei’“r P 1)

KOHBEKCHaA.

Y menpasoyraom tpoyray ABC, tauka H je opromenrap, a tauke D, F u F
cy momuo:kja Bucuua u3 remena A, B u C, penqom. Heka je X mpecek mpaBux
AH u EF, a Y mpecedna Tadyka KpysKHUIA onucanux oko tpoyria AHC u
EBC, paznmuuura on C. Ilokaszatu ma cy tauke C, X u Y roaureapme.

Onpeautu moctemme ase nudpe 6poja 22° + 1, rme je p mpocT 6poj.

2r . . 27 .
Hera je € = cos 3 + % - sin 5 OnpenuTtu cBe MOJIMHOME P Ca IEJTOOPOjHUM

KOe(UIIjeHTUMA, 3a KOje BaKU
1° p(z) = p(ex) 3a cBako z € C;
2° p(1) = 2001;
3° p(2) = 2009.
OnpenuTtu Hajsehu Mmoryhu Opoj noBama Koju ce MOT'y CMECTUTH Ha IAXOBCKY

Tabay aumeH3uja 7 X 7, TAKO Aa CBAKW OJ HUX HAMada MapHO MHOTO IPYTUX
JoBalla.

Hanomena. JloBam mHanama Gurypy ako ce Haja3e Ha UCTO] (He Hy:KHO TJIABHO) )
OMjaroHaJId M ako ce m3MeDy HUX He HaJIa3W jOII HEKa (Urypa.

Bpewme 3a pan 180 muuyTa.
Csaku 3amatak Bpeau 20 moeHa.



OKPYKHO TAKMUNYEIHLE 13 MATEMATHWEKE
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UYerBpTU pa3pen, b kareropuja

OpnpenuTu cBe BPEAHOCTU PEAJHOT IMapaMeTpa a, TAKO 1a jeTHadnHa
23 —32° -9z =a
uMa Tpu peasHa u MehycobHO pazimuunTa penema.
IlaTa je 3apyOspeHa Kyma y KOjy ce Moyke ynucatu jomnta. l[loBpmmaa omo-

Tava Te 3apyOJs/pbeHe Kyle je yeTupu nyTa Beha o pa3imnke IOBPIIMHA OCHOBA.
OppenuTu OHOC 3alIpeMUHA JIONTE U 3apyOJbeHe KyTe.

Heka je uu3 (z,)nen mepunucan ca r; = 1, 0 = 2, 3 = 3 U Tptg = Tpyo —
Tn+1 + X, 3a n € N. Heka je

00 . T3
S=X m=mta gt

Ilokazatu na je 6poj S KOHAYAH W M3pAUYHATHU Ta.

Hera je P moBpmmHa Tpoyria, a R MONyNIpPeYHUK HeroBe ONMCaHe KPYrKHUIE.
JlokazaTu na Bajky HEjeITHAKOCT

P<

3V 3R?
1
Kana ce y mperxomHoj HejeqHAKOCTU AOCTWKE j€THAKOCT !

OnpenuTu cBe BPEemHOCTM PEAJHOT MapaMerpa a 3a KOje je CKyIl pelrema
HejeqHAYHE
2 2
log, 4 (m +a ) > 2

KOHa4YaH.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Csaku 3amartak Bpenu 20 moena.



