
Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Prvi razred – A kategorija

Na�i ostatak pri deǉeǌu broja 31000 + 41000 sa 13.1.

Data su dva kruga koji se dodiruju iznutra u taqki A. Ako2.
se iz druge krajǌe taqke B preqnika AB spoǉaxǌeg kruga kon-
struixe prava koja dodiruje unutraxǌi krug u taqki C i seqe
spoǉaxǌi krug u taqki D, dokazati da je prava AC bisektrisa
ugla BAD.

Za element permutacije ka�emo da je desno minimalan ako je3.
maǌi od svih elemenata koji se nalaze desno od ǌega. Na
primer u permutaciji (2, 1, 4, 6, 3, 7, 8, 5) desno minimalni
elementi su na drugoj i petoj poziciji (elementi 1 i 3). Koliko
ima razliqitih permutacija elemenata skupa {1, 2,. . . , 8} koje
imaju desno minimalne elemente na drugoj i petoj poziciji (i
mo�da jox na nekim drugim pozicijama)?

Uz pretpostavku 0 < b 6 a dokazati nejednakost4.
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Pod kojim uslovima neka od nejednakosti prelazi u jednakost.

U zavisnosti od prirodnog broja n na�i najve�i zajedniqki5.
delilac brojeva n2 + 1 i (n + 1)2 + 1.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Prvi razred – B kategorija

Na�i ostatak pri deǉeǌu broja 31000 + 41000 sa 13.1.

Bisektrisa unutraxǌeg ugla ^ACB trougla ABC ujedno je i2.
bisektrisa ugla koji obrazuje preqnik CD opisanog kruga i
visina konstruisana iz temena C. Dokazati!

Za element permutacije ka�emo da je desno minimalan ako je3.
maǌi od svih elemenata koji se nalaze desno od ǌega. Na
primer u permutaciji (2, 1, 4, 6, 3, 7, 8, 5) desno minimalni
elementi su na drugoj i petoj poziciji (elementi 1 i 3). Koliko
ima razliqitih permutacija elemenata skupa {1, 2,..., 8} koje
imaju desno minimalne elemente na drugoj i petoj poziciji (i
mo�da jox na nekim drugim pozicijama)?

Uz pretpostavku 0 < b 6 a dokazati nejednakost4.
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Pod kojim uslovima neka od nejednakosti prelazi u jednakost.

Poznato je da je povrxina trougla P = 15
4 kao i da va�e jed-5.

nakosti a + c = 8 i β = 30◦. Na�i stranice a, b, c ovog trougla.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Drugi razred – A kategorija

Neka je AC tetiva kru�nice polupreqnika R kojoj odgovara cen-1.
tralni ugao φ. Na kru�nom luku koji odgovara ovoj tetivi
(unutar ugla φ) odrediti taqku B tako da zbir du�ina tetiva
AB i BC bude maksimalan. Koliki je taj zbir?

Za koje a ∈ R su sva rexeǌa jednaqine2.

3ax2 + (3a3 − 12a2 − 1)x− a(a− 4) = 0

realna i zadovoǉavaju uslov |x| < 1?

Neka je f : N −→ N funkcija definisana na slede�i naqin3.

f(n) =
n∑

i=1

NZD(i, n), za svako n ∈ N.

Na�i f(22007).

Da li ima vixe relacija ekvivalencije ili relacija poretka4.
na skupu {1, 2, . . . , n}, gde je n ∈ N?

Odrediti sve realne brojeve x i y za koje va�i jednakost5.

x2 − 2x cos(xy) + 1 = 0.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Drugi razred – B kategorija

Odrediti ostatke pri deǉeǌu1.

(1) broja 31000 + 41000 sa 13,

(2) broja 9222 + 4333 sa 5.

Centar upisanog kruga i centar opisanog kruga trougla ABC2.
simetriqni su u odnosu na stranicu AB. Izraqunati unutrax-
ǌe uglove trougla ABC.

U zavisnosti od realnog parametra a, odrediti broj razliqi-3.
tih realnih rexeǌa jednaqine

|x2 + x + a| = x.

Rexiti nejednaqinu
√

4x− x2 − 3 >
√

x2 − 7x + 12−√x2 − 5x + 6.4.

Odrediti sve realne brojeve x i y za koje va�i jednakost5.

x2 − 2x cos(xy) + 1 = 0.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Tre�i razred – A kategorija

Zamak ima formu nekonveksnog 12-tougla (kao na slici) sa ukup-1.
no 45 kvadratnih odaja. Izme�u svake dve odaje koje imaju za-
jedniqki zid postoje vrata. Turista kre�e iz neke odaje i �eli
da obi�e xto vixe odaja i da se vrati u polaznu odaju, ali tako
da u svaku odaju u�e najvixe jedanput. Koliko najvixe odaja
on mo�e ovako da poseti?

Na�i sve polinome oblika xn±xn−1±xn−2± ...±x±1 koji imaju2.
sve korene realne.

Na strani BC trougla ABC uoqimo taqku D i uoqimo upisane3.
krugove u trouglove ABD i ACD. Zajedniqka spoǉaxǌa tan-
genta ova dva kruga, razliqita od prave BC, seqe du� AD u
taqki K. Dokazati da du�ina du�i AK ne zavisi od polo�aja
taqke D.

Na�i sve prirodne brojeve n maǌe od 100 kojima je zbir cifara4.
u dekadnom zapisu jednak zbiru cifara u binarnom zapisu.

Na�i sva realna rexeǌa jednaqine
(
2 +

√
3
)x

+1 =
(
2 ·

√
2 +

√
3
)x

.5.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Tre�i razred – B kategorija

Neka je AC tetiva kru�nice polupreqnika R kojoj odgovara cen-1.
tralni ugao φ. Na kru�nom luku koji odgovara ovoj tetivi
(unutar ugla φ) odrediti taqku B tako da zbir du�ina tetiva
AB i BC bude maksimalan. Koliki je taj zbir?

Za koje vrednosti realnog parametra p jednaqina2.

log px

log(x + 1)
= 2

ima jedinstveno rexeǌe?

Neka je AB = 6
√

2 ivica kvadratne osnove pravilne piramide3.
ABCDV i TV = 3 ǌena visina, gde je T presek dijagonala
kvadrata ABCD. Izraqunati ugao izme�u prave ` odre�ene sa
du�i TH i ravni α trougla ABV , gde je H ortocentar trougla
ABV .

Rexiti sistem jednaqina4.

a1+b1 = 23 a1+d+b1q = 21 a1+2d+b1q
2 = 22 a1+3d+b1q

3 = 29

gde su a1, b1, d i q nepoznati realni brojevi.

Rexiti nejednaqinu5.

sin 2x− cos 2x + 1
sin 2x + cos 2x− 1

> 0.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Qetvrti razred – A kategorija

Na strani BC trougla ABC uoqimo taqku D i uoqimo upisane1.
krugove u trouglove ABD i ACD. Zajedniqka spoǉaxǌa tan-
genta ova dva kruga, razliqita od prave BC, seqe du� AD u
taqki K. Dokazati da du�ina du�i AK ne zavisi od polo�aja
taqke D.

Za dati prirodan broj n, u skupu pozitivnih realnih brojeva2.
rexiti sistem jednaqina

x1 + 2x2 + ... + nxn =
n(n + 1)

2
x1

1 + x2
2 + ... + xn

n = n .

Neka su m,n i k prirodni brojevi. Poznato je da se pravougaona3.
tablica dimenzija m × n mo�e poploqati (bez preklapaǌa)
pravougaonicima 1 × k. Dokazati da je bar jedan od brojeva
m i n deǉiv sa k.

U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina4.

x + y = 1

(x4 + y2)(x2 + y4) = 85.

Na�i sva realna rexeǌa jednaqine
(
2 +

√
3
)x

+1 =
(
2 ·

√
2 +

√
3
)x

.5.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24.02.2007.

Qetvrti razred – B kategorija

Upisani krug u trougao ABC dodiruje strane BC, AC, AB1.
trougla u taqkama A′, B′, C ′. Na opisanom krugu trougla ABC
oznaqimo sa A′′ sredixte luka BC koji ne sadr�i taqku A, sa
B′′ sredixte luka AC koji ne sadr�i taqku B, sa C ′′ sredixte
luka AB koji ne sadr�i taqku C. Dokazati da se prave A′A′′,
B′B′′, C ′C ′′ seku u jednoj taqki.

a) Ako su f : R → R i g : R → R funkcije definisane sa f(x) =2.
arcsin 2x

1+x2 i g(x) = arctg x, tada ako za svaki realni broj x va�i
α arcsin 2x

1+x2 + β arctg x = 0, onda je α = β = 0. Dokazati.
b) Da li va�i prethodno tvr�eǌe ako su f : [−1, 1] → R i g :
[−1, 1] → R funkcije definisane sa f(x) = arcsin 2x

1+x2 i g(x) =
arctg x?

Rexiti nejednaqinu3.

log21+4x−x2(7− x)
logx+3(21 + 4x− x2)

<
1
4
.

Dokazati da u svakom tetraedru postoji teme takvo da se od4.
ivica koje iz ǌega polaze mo�e konstruisati trougao.

Odrediti qlanove a1, a2, a3, a4 aritmetiqkog i b1, b2, b3, b4 geo-5.
metrijskog niza ako je

a1 + b1 = 23 a2 + b2 = 21 a3 + b3 = 22 a4 + b4 = 29.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


