
Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

18.02.2006.

Prvi razred – A kategorija

Dokazati da kruжnica koja sadrжi dva temena i ortocentar1.

trougla ima isti polupreqnik kao i kruжnica opisana oko tog
trougla.

Na�i najve�i prirodan broj koji je maƬi od zbira kvadrata2.

svojih cifara.

Od Novog Sada do Beograda postoje novi i stari put koji su3.

povezani sa 7 popreqnih puteva. Koliko ima razliqitih naqina
putovaƬa ovim putevima od Novog Sada do Beograda, takvih da
je u svakom naqinu putovaƬa svaki deo puta pre�en najvixe
jedanput?

Xta je ve�e4.

1,

2005cifara
︷ ︸︸ ︷

111 . . . 1

1, 111 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

2006cifara

ili
1,

4010cifara
︷ ︸︸ ︷

0101 . . . 01

1, 0101 . . . 01
︸ ︷︷ ︸

4012cifara

?

U svako poƩe tablice 8 × 8 napisan je broj. DozvoƩeno je5.

izabrati bilo koji kvadrat 3 × 3 (sastavƩen od 9 poƩa) ili
kvadrat 4×4 (sastavƩen od 16 poƩa) i pove�ati za 1 svaki broj
na poƩima izabranog kvadrata. Da li se svaka polazna tablica
primenom takvih operacija moжe transformisati u tablicu u
kojoj su svi brojevi parni?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.
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Prvi razred – B kategorija

Na�i najve�i prirodan broj koji je maƬi od zbira kvadrata1.

svojih cifara.

Radi prodaje, bilo je potrebno neke od datih 555 parcela2.

podeliti na maƬe. Pritom se svaka pojedinaqna parcela mogla
podeliti ili na 3 ili na 4 dela. Sa deƩeƬem parcela se stalo
kada je broj parcela bio 4 puta ve�i od broja izvrxenih deoba.
Koliko je najmaƬe deoba izvrxeno?

Dat je konveksan qetvorougao ABCD. Taqke P i Q su sredine3.

stranica AD i BC. Ako vaжi da je PQ = 1

2
(AB + CD) dokazati

da je qetvorougao ABCD trapez.

Dat je tetivan qetvorougao ABCD. Neka je AD ∩ BC = {H} i4.

CD∩AB = {E}. Simetrala ugla ∢DEA seqe stranice DA i CB
u taqkama P i M , a simetrala ugla ∢DHC seqe stranice DC i
BA u taqkama N i L. Dokazati da je LMNP romb.

U svako poƩe tablice 8 × 8 napisan je broj. DozvoƩeno je5.

izabrati bilo koji kvadrat 3 × 3 (sastavƩen od 9 poƩa) ili
kvadrat 4×4 (sastavƩen od 16 poƩa) i pove�ati za 1 svaki broj
na poƩima izabranog kvadrata. Da li se svaka polazna tablica
primenom takvih operacija moжe transformisati u tablicu u
kojoj su svi brojevi parni?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.
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Drugi razred – A kategorija

Na�i najve�u vrednost izraza 4x2 + 80x + y + 43 pod uslovom da1.

vaжi 6x2 + 32x + y + 283 ≤ 0 i x2 + 86x + y + 202 ≥ 0.

U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina2.

xz = y
8

3 , yz = x
2

3 , z = 4
√

x + 4

√

9y.

Neka su α, β, γ uglovi trougla. Odrediti ugao α ako je3.

sin2 β + sin2 γ − sin2 α

sinβ sin γ
= 1.

Za koje vrednosti realnog parametra α nejednakost4.

sin6 x + cos6 x + α sinx cos x > 0

vaжi za sve vrednosti x?

Podskup X skupa {1, 2, . . . , n} ima svojstvo da u Ƭemu ne postoje5.

dva broja qija je razlika 1 ili 4. Koliko najvixe elemenata
moжe imati skup X?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.
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Drugi razred – B kategorija

Ako su a, b, c realni brojevi takvi da je (b−1)2−4ac < 0, dokaza-1.

ti da sistem jednaqina

ax2 + bx + c = y,
ay2 + by + c = z,
az2 + bz + c = x

nema realnih rexeƬa.

Svaka dijagonala konveksnog petougla odseca trougao jediniqne2.

povrxine. Izraqunati povrxinu tog petougla.

Trougao ABC podeƩen je na jednakokrake trouglove. Duжi AF3.

i BF su kraci trougla ABF , BF i BG su kraci trougla BFG,
AF i EF kraci trougla AEF , EF i EG kraci trougla EFG i
CE,GE kraci trougla CEG. Dokazati da su trouglovi EFG i
ABC sliqni i odrediti koeficient sliqnosti.

Dokazati da je suma reciproqnih vrednosti svih deliteƩa4.

savrxenog broja N jednaka 2. Za broj n se kaжe da je savr-
xen ukoliko je zbir svih Ƭegovih deliteƩa (ukƩuquju�i 1 i n)
jednak 2n.

Od Novog Sada do Beograda postoje novi i stari put koji su5.

povezani sa 7 popreqnih puteva. Koliko ima razliqitih naqina
putovaƬa ovim putevima od Novog Sada do Beograda, takvih da
je u svakom naqinu putovaƬa svaki deo puta pre�en najvixe
jedanput?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.
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Tre�i razred – A kategorija

Dat je polinom sa realnim koeficijentima f(x) = x3−ax2+bx−11.

koji ima tri realna pozitivna korena, ne obavezno razliqita.
Odrediti minimalnu vrednost zbira a + b.

Rexiti sistem jednaqina:2.

2 log1−x(−xy − 2x + y + 2) + log2+y(x2 − 2x + 1) = 6

log1−x(y + 5) − log2+y(x + 4) = 1.

Na�i sve cele brojeve a, b, c, d za koje vaжi ab+cd = 5 i ac−bd = 4.3.

Dato je n razliqitih taqaka A1, A2, . . . , An u ravni. Neka je S4.

skup svih sredixta duжi AiAj, 1 ≤ i < j ≤ n.

a) Dokazati da skup taqaka S ima bar 2n − 3 elementa.

b) Na�i jedan raspored taqaka A1, A2, . . . , An za koji skup S
ima taqno 2n − 3 elementa.

(a) Kako se meƬa zapremina tetraedra ABCD ako se pove�ava5.

ivica AB a sve ostale ivice tetraedra ostaju neizmeƬene.
(b) Duжina ivice AB tetraedra ABCD je ve�a ili jednaka 1,
dok su ostale ivice duжine maƬe ili jednake 1. Dokazati da je

VABCD 6
1

8
.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.
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Tre�i razred – B kategorija

Dokazati da za sve a, b > 0 vaжi nejednakost1.

2(a4 + b4) + 17 > 16ab .

U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina2.

xz = y
8

3 , yz = x
2

3 , z = 4
√

x + 4

√

9y.

Neka su α, β, γ uglovi trougla. Odrediti ugao α ako je3.

sin2 β + sin2 γ − sin2 α

sinβ sin γ
= 1.

(a) Kako se meƬa zapremina tetraedra ABCD ako se pove�ava4.

ivica AB a sve ostale ivice tetraedra ostaju neizmeƬene.
(b) Duжina ivice AB tetraedra ABCD je ve�a ili jednaka 1,
dok su ostale ivice duжine maƬe ili jednake 1. Dokazati da je

VABCD 6
1

8
.

Za dva razliqita (nepodudarna) trougla kaжemo da su pri-5.

jateƩski ako imaju dve jednake stranice. Skup prijateƩskih
trouglova nazivamo dobrim ako svi trouglovi iz tog skupa ima-
ju isti par jednakih stranica. Odrediti minimalnu vrednost
za N,N > 2, za koju je svaki skup od N me�usobno prijateƩskih
trouglova dobar skup.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.
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Qetvrti razred – A kategorija

Dokazati nejednakost1.

cos3 x sin x ≤ 3
√

3

16
.

Kada vaжi jednakost?

Dato je n razliqitih taqaka A1, A2, . . . , An u ravni. Neka je S2.

skup svih sredixta duжi AiAj, 1 ≤ i < j ≤ n.

a) Dokazati da skup taqaka S ima bar 2n − 3 elementa.

b) Na�i jedan raspored taqaka A1, A2, . . . , An za koji skup S
ima taqno 2n − 3 elementa.

Qetvorougao ABCD je osnova piramide SABCD, a ivica SD3.

je Ƭena visina. Izraqunati zapreminu piramide, ako je AB =
BC =

√
5, AD = DC =

√
2, AC = 2 i SA + SB = 2 +

√
5.

Neka je f(x) = x3−3x+1. Na�i broj razliqitih realnih korena4.

jednaqine f(f(x)) = 0.

Na koliko razliqitih naqina se mogu raspodeliti 7 razliqi-5.

tih kuglica u 4 kutije koje se ne razlikuju?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.
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Qetvrti razred – B kategorija

Ako su x, y realni brojevi takvi da je 1 6 x 6 y onda iz jed-1.

nakosti
xy + yx = xx + yy sledi x = y.

Dokazati.
U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina2.

xz = y
8

3 , yz = x
2

3 , z = 4
√

x + 4

√

9y.

K0 je kruжnica sa centrom u C0 = (0, 1/2) i polupreqnikom 1/2,3.

K1 kruжnica sa centrom u C1 = (1, 1/2) i polupreqnikom 1/2, K2

(najmaƬa) kruжnica koja dodiruje kruжnice K0,K1 i x-osu i K3

kruжnica koja na isti naqin dodiruje kruжnice K0,K2 i x-osu.
Dokazati da je za n = 1, 2, 3 polupreqnik kruжnice Kn jednak
rn = 1

2n2 i da ova kruжnica dodiruje x-osu u taqki xn = 1

n
.

Figure 1:

Neka su α, β, γ uglovi trougla. Odrediti ugao α ako je4.

sin2 β + sin2 γ − sin2 α

sin β sin γ
= 1 .

(a) Kako se meƬa zapremina tetraedra ABCD ako se pove�ava5.

ivica AB a sve ostale ivice tetraedra ostaju neizmeƬene.
(b) Duжina ivice AB tetraedra ABCD je ve�a ili jednaka 1,
dok su ostale ivice duжine maƬe ili jednake 1. Dokazati da je

VABCD 6
1

8
.



Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.


