
Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

19.02.2005.

Prvi razred – A kategorija

Prava kroz centar opisanog kruga i ortocentar trougla �ABC1.
(Ojlerova prava), seqe unutraxǌost stranica CA i CB u taq-

kama M i N , redom, takvim da je CM = CN . Dokazati da je

�ACB = 60◦.

Na�i sve taqke P na krugu opisanom oko trougla �ABC za koje2.

je zbir PA + PB + PC minimalan.

Neka su x i y celi brojevi, takvi da 90 deli x2 + xy + y2
.3.

Dokazati da onda 900 deli xy.

Neka su x, y i z realni brojevi, takvi da je4.

x2 + y2 + z2 = 18 i xy + yz + zx = 9.

Izraqunati vrednost izraza |x|+ |y|+ |z|.

Ana i Branko su stavili neki broj �etona na poǉa xahovske5.

table 8 × 8. Ana je zapisala brojeve �etona u svakoj vrsti,

a Branko brojeve �etona u svakoj koloni. Ana je zapisala sve

razliqite brojeve. Da li je mogu�e da su svi Brankovi brojevi

razliqiti od Aninih?

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

19.02.2005.

Drugi razred – A kategorija

U konveksnom qetvorouglu ABCD taqka O je presek dijagonala.1.

Neka su E,F i G redom projekcije taqaka B,C i O na AD.

Dokazati da je povrxina qetvorougla ABCD jednaka

AD ·BE · CF

2OG
.

Rexiti nejednaqinu2.

√
2x− 1 +

√
x + 2 � 3 +

√
x + 6.

Neka su x i y realni brojevi, takvi da je x2 + y2 � 25.3.

Odrediti najve�u i najmaǌu vrednost izraza

x2 + y2 + 12x− 16y.

Koji je od brojeva4.

2

√
log2 2004

i 2004

√
log2004 2

ve�i? (Obrazlo�iti odgovor!)

Dat je niz prirodnih brojeva5.

1 = x1 < x2 < . . . < xn < . . .

sa osobinom da je xn+1 � 2n za svako n ∈ N.

Da li postoje indeksi i i j takvi da je xi − xj = 2005?

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

19.02.2005.

Tre�i razred – A kategorija

U oxtrouglom trouglu �ABC, taqka D je sredixte stranice1.

BC, a taqka E na stranici AB takva da je AE = 2EB. Ako je

�ADC = �BDE, na�i ugao �ACB.

Neka je dat prirodan broj a. Dokazati da postoji beskonaqno2.

mnogo parova prirodnih brojeva (b, c) takvih da su

ab + 1, ac + 1 i bc + 1

potpuni kvadrati.

Neka su a, b, c stranice proizvoǉnog trougla i α, β uglovi nas-3.

pram stranica a i b. Dokazati da va�i

a cos α + b cos β � c.

Neka su x1, . . . , xn pozitivni realni brojevi takvi da je4.

x1 + x2 + . . . + xn = 1.

Na�i minimalnu vrednost izraza

−x2
1

2
+

n∑

i=1

x2
i −

n−1∑

i=1

xixi+1.

Date su tri taqke u ravni. Na�i krug najmaǌeg polupreqnika,5.

koji sadr�i ove taqke.

(Pod krugom se podrazumeva kru�nica i ǌena unutraxǌost)

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – A kategorija

Neka je u trouglu �ABC taqka H ortocentar, M sredina BC, D1.

presek AM sa opisanim krugom oko �ABC i E simetriqna taqka

taqke D u odnosu na M . Dokazati da je prava EH normalna na

pravu AM .

Odrediti posledǌe 3 cifre broja 32005
.2.

Na�i minimum funkcije3.

f(x) =
√

x2 − 4x + 8 +
√

x2 − 10x + 41.

Za koje vrednosti x se dosti�e taj minimum?

U datom trouglu �ABC konstruisati taqku M qiji je zbir4.

kvadrata rastojaǌa do pravih AB, BC i CA minimalan.

Da li je mogu�e skup prirodnih brojeva podeliti na dva dis-5.

junktna skupa, tako da ni jedan od ǌih ne sadr�i beskonaqnu

aritmetiqku progresiju, kod koje nisu svi elementi me�usobno

jednaki?

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

19.02.2005.

Prvi razred – B kategorija

Neka je ABCDEF konveksan xestougao kod koga je AB ‖ DE.1.
Neka su M , P , N i Q redom sredixta stranica BC, CD, EF i

FA, a K i L redom sredixta du�i MN i PQ. Dokazati da se

taqke K i L poklapaju ako i samo ako je AB = DE.

Tetive AB i AC kruga k su jednake, a tetiva AD seqe BC u2.

taqki E. Dokazati da je �BEA = �ABD.

Neka su x i y celi brojevi, takvi da 90 deli x2 + xy + y2
.3.

Dokazati da onda 900 deli xy.

Odrediti sve prirodne brojeve a i b takve da broj

√
2 +

√
a√

3 +
√

b
bude4.

racionalan.

Ana i Branko su stavili neki broj �etona na poǉa xahovske5.

table 8 × 8. Ana je zapisala brojeve �etona u svakoj vrsti,

a Branko brojeve �etona u svakoj koloni. Ana je zapisala sve

razliqite brojeve. Da li je mogu�e da su svi Brankovi brojevi

razliqiti od Aninih?

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – B kategorija

Tetive AB i MN kruga k(O, r) seku se u unutraxǌosti kruga1.

u taqki C. Ako je OC =
3
5
r, taqka C sredixte tetive AB i

MC : CN = 4 : 9, odrediti sinus ugla �ACM .

Rexiti jednaqinu2.

√
2x− 1− 3 =

√
x + 6−√x + 2.

U skupu kompleksnih brojeva rexiti jednaqinu3.

z2 − (3 + 2i)z + 5 + i = 0.

Neka su x i y realni brojevi, takvi da je x2 + y2 � 25.4.

Odrediti najmaǌu vrednost izraza

x2 + y2 + 12x− 16y.

Ana i Branko su stavili neki broj �etona na poǉa xahovske5.

table 8 × 8. Ana je zapisala brojeve �etona u svakoj vrsti,

a Branko brojeve �etona u svakoj koloni. Ana je zapisala sve

razliqite brojeve. Da li je mogu�e da su svi Brankovi brojevi

razliqiti od Aninih?

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

19.02.2005.

Tre�i razred – B kategorija

Dokazati da ni za koja tri vektora �a, �b i �c ne mogu istovremeno1.

da va�e slede�e tri nejednakosti:

√
3 · |�a| < |�b− �c |,

√
3 · |�b| < |�c− �a|,

√
3 · |�c | < |�a−�b|.

U zavisnosti od realnih parametara α i β rexiti sistem2.

x + y + βz = α + 2β
x + αy + z = α2 + β + 1
x + 3y + 2βz = α + 3β .

Neka su a, b, c stranice proizvoǉnog trougla i α, β uglovi nas-3.

pram stranica a i b. Dokazati da va�i

a cos α + b cos β � c.

Koji je od brojeva4.

2

√
log2 2004

i 2004

√
log2004 2

ve�i? (Obrazlo�iti odgovor!)

Ravan romba ABCD i ravan pravouglog trapeza DCEF su me-5.

�usobno normalne (DC ⊥ DF , DC ‖ EF , DC > EF ) i va�i

cos �BCE =
1
3
,

DF

CE
=
√

3
2

. Na�i odnos stranice romba i polu-

preqnika upisanog kruga romba.

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – B kategorija

Odrediti sve prirodne brojeve, n takve da je broj 2n +n2
deǉiv1.

sa 7.

U poluloptu polupreqnika R upisana je pravilna qetvoros-2.

trana prizma maksimalne zapremine, tako da doǌa osnova priz-

me pripada osnovi polulopte, a temena gorǌe osnove prizme

pripadaju povrxi polulopte. Odrediti visinu te prizme.

Na�i minimum funkcije3.

f(x) =
√

x2 − 4x + 8 +
√

x2 − 10x + 41.

Za koje vrednosti x se dosti�e taj minimum?

Ispitati monotonost niza {an}, koji je dat sa4.

an =
1

n + 1
+

1
n + 2

+ . . . +
1

3n− 1
+

1
3n

.

Me�u kompleksnim brojevima z koji zadovoǉavaju jednakost5.

z − i

z − 2i
=

1
2

odrediti onaj koji ima najve�i moduo.

Vreme za rad 180 minuta.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti.


