
Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

28.02.2004.

Prvi razred – A kategorija

U trouglu 4ABC, du�ine stranica su tri uzastopna prirod-1.
na broja. Ako je te�ixna linija povuqena iz A normalna na
simetralu ugla ^ABC, prona�i du�ine stranica trougla.

Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla 4ABC. Neka su A1,2.
B1 i C1, redom, centri opisanih krugova trouglova 4BHC,
4CHA i 4AHB. Dokazati da su trouglovi 4ABC i 4A1B1C1

podudarni.

Posmatrajmo konaqan niz od 2003 broja, pri qemu je an =3. [
n2

2004

]
, n = 1, 2, . . . , 2003. Koliko razliqitih qlanova sadr�i

taj niz?

Da li postoji polinom sa celobrojnim koeficijentima takav da4.
va�i: a) P (7) = 8 i P (15) = 12; b) P (8) = 7 i P (12) = 15?

Trgovac preko reke mora da preveze: sir, mixa, pacova, maqku,5.
psa, vuka i medveda. U qamcu ima mesta za samo k od tih 7
objekata. Ako ostavi mixa sa sirom, mix �e ga pojesti. Ako
ostavi pacova sa mixem ili sirom pacov �e ih pojesti. Ako
ostavi maqku sa pacovom ili mixem ona �e ih pojesti. Ako
ostavi psa sa pacovom ili maqkom on �e ih ubiti. Ako ostavi
vuka sa psom ili maqkom on �e ih ubiti. Ako ostavi medveda
sa psom ili vukom on �e ih ubiti. Pretpostavǉa se da trgovac
sve ove doga�aje spreqava da se dese kad je prisutan. Koje min-
imalno k garantuje da on mo�e sve artikle bezbedno da prebaci
na drugu stranu reke?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

28.02.2004.

Drugi razred – A kategorija

Neka su m i n prirodni brojevi ne maǌi od 2. Dokazati1.

da postoji prirodan broj k tako da va�i

(
n +

√
n2 − 4
2

)m

=

k +
√

k2 − 4
2

.

Dat je trougao 4ABC. Tangenta t u taqki B na opisanu kru�-2.

nicu oko tog trougla seqe pravu AC u taqki M . Na�i
AM

MC
, ako

je
AB

BC
= k.

Ako je
(
x+

√
x2 + 1

)
·
(
y +

√
y2 + 1

)
= 1, dokazati da je x+y = 0.3.

Ako su te�ixne linije ∆ABC iz temena B i C me�usobno nor-4.

malne onda je: ctg β +ctg γ >
2
3
. Dokazati. U kom sluqaju va�i

jednakost?

Data je bela tabla 2002× 2003 i dosta crvene i bele boje.5.
a) Dozvoǉeno je u jednom koraku promeniti boju ma koja qetiri
poǉa koja qine kvadrat 2 × 2. Da li se posle nekoliko koraka
mo�e dobiti isti broj belih i crvenih poǉa?
b) Dozvoǉeno je u jednom koraku promeniti boju ma kojih devet
poǉa koja qine kvadrat 3 × 3. Da li se posle nekoliko koraka
mo�e dobiti isti broj belih i crvenih poǉa?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

28.02.2004.

Tre�i razred – A kategorija

U pravougaoniku ABCD je AB = 1, BC = 2. Data je taqka P1.
unutar ǌega takva da je ^PAB = ^PBA = 15◦. Izraqunati
^CPD.

Ako su m, n i p odseqci koje trougao 4ABC odre�uje na prava-2.
ma koje sadr�e sredixte upisanog kruga a paralelne su, respek-
tivno, sa stranicama BC = a, CA = b i AB = c, dokazati da je

m

a
+

n

b
+

p

c
= 2.

Neka su a1, a2, . . . , a2004, b1, b2, . . . , b2004 me�usobno razliqiti re-3.
alni brojevi. Ako je za svako i ∈ {1, 2, . . . , 2004}

(ai + b1)(ai + b2) . . . (ai + b2004) = α,

dokazati da, za svako i ∈ {1, 2, . . . , 2004} va�i
(bi + a1)(bi + a2) . . . (bi + a2004) = −α.

Na�i sve proste brojeve p i q, takve da je broj4. √
p2 + 14pq + q2 +

√
p2 + 7pq + q2

prirodan.

Na�i sve funkcije f : N → Q koje za sve x, y ∈ N zadovoǉavaju5.

f

(
x + y

3

)
=

f(x) + f(y)
2

, kad je
x + y

3
∈ N.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
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Qetvrti razred – A kategorija

Neka je ABCD pravougaonik. Neka je E podno�je visine iz A1.
na BD. Neka je F proizvoǉna taqka na dijagonali BD izme�u
D i E. Neka je G presek prave CF i normale iz B na AF . Neka
je H presek prave BC i normale iz G na BD. Dokazati da je
^EGB = ^EHB.

Data je n× n kvadratna tablica [aij ], gde je aij =
1

i + j − 1
. Od-2.

aberimo n brojeva iz tablice, tako da nisu odabrana dva broja
iz iste vrste ili dva broja iz iste kolone. Dokazati da zbir
tih n brojeva ne mo�e biti maǌi od 1.

Odrediti uslov koji treba da zadovoǉe realni brojevi a i b3.
tako da sistem

x + y + z = a
x2 + y2 + z2 = b2

ima jedinstveno realno rexeǌe. U kojim sluqajevima sistem
nema rexeǌa?

Date su dve xahovske table 2 × 4 i u doǌem levom uglu prve4.
nalazi se kraǉ, a u doǌem levom uglu druge top. Oznaqimo sa
kn broj razliqitih n-poteza kraǉem, a sa tn broj razliqitih
n-poteza topom. Za koje n va�i kn < tn?

Dat je pravougli trougao T . Da li je mogu�e izvrxiti razbi-5.
jaǌe trougla T na 2004 trougli�a koji ispuǌavaju slede�e
uslove:
1◦ svaki od tih trougli�a je sliqan trouglu T ;
2◦ ne postoje dva trougli�a koji su podudarni?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Prvi razred – B kategorija

Dokazati da je nn − n deǉivo sa 24 za sve neparne prirodne1.
brojeve n.

Neka je S presek, me�usobno upravnih, dijagonala AC i BD kon-2.
veksnog i tetivnog qetvorougla ABCD. Dokazati da normala
iz taqke S na pravu BC polovi du� AD.

U trouglu 4ABC za unutraxǌe uglove va�i α− β = 2γ.3.
a) Dokazati da je ugao α tup.
b) Na pravoj AB, iza taqke A u odnosu na taqku B, je data
taqka E takva da je EC = AC. Dokazati da je CA simetrala
ugla ^ECB.

Neka je dato preslikavaǌe f : R → R, tako da za sve x ∈ R va�i4.
f(x) + 2f(1− x) = x. Odrediti f(x).

U jednoj grupi ǉudi se nalaze tri Italijana, qetiri Francuza5.
i pet Xpanaca. Na koliko razliqitih naqina se svi ovi ǉudi
mogu pore�ati u niz tako da svi Francuzi budu jedan pored
drugog, svi Xpanci jedan pored drugog i nikoja dva Italijana
ne budu jedan do drugog?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

28.02.2004.

Drugi razred – B kategorija

Dijagonale tetivnog qetvorougla ABCD seku se u taqki O. Ako1.
je BC = CD = 12cm i OC = 4cm, na�i du�inu dijagonale AC.

Dokazati da razlika rexeǌa jednaqine2.
5x2 − 2(5a + 3)x + 5a2 + 6a + 1 = 0, a ∈ R

ne zavisi od a.

Dokazati da za svako x > 0 va�i nejednakost3. √
x(x + 1) + x(x− 4) + 1 > 0.

Na�i realni i imaginarni deo kompleksnog broja4.

z =

(
1 + i

√
3

2

)2004

+

(
−1 + i

√
3

2

)2004

.

Za koje vrednosti realnih brojeva x i y izraz5.
E = 2x2 + 2xy + y2 − 2x + 2y + 2

ima najmaǌu vrednost?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

28.02.2004.

Tre�i razred – B kategorija

Na�i sve realne brojeve x, y, z, t takve da je1.
x2 + y2 + z2 + t2 = x(y + z + t).

Na�i sva rexeǌa nejednaqine
√

sinx +
√

cos x > 1.2.

Taqka A pripada krugu k polupreqnika r. Ap i Aq su poluprave3.
takve da je ^pAq = 60◦. Ako su B i C preseqne taqke tih
polupravih i kruga k, na�i du�inu tetive BC.

Sistem jednaqina4.
bx + ay = c,
cx + az = b,
cy + bz = a

ima jedinstveno rexeǌe. Dokazati da je tada abc 6= 0 i na�i to
rexeǌe.

Izraqunati zapreminu piramide, qija je osnova jednakostraniq-5.
ni trougao stranice a, ako su boqne strane nagnute prema ravni
osnove pod uglovima α, β i γ.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
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Qetvrti razred – B kategorija

Na�i visinu kupe maksimalne povrxine omotaqa upisane u lop-1.
tu polupreqnika R.

Dat je kompleksan broj z = cos ϕ + i sinϕ, ϕ ∈ R, ϕ 6= kπ (k ∈ Z).2.

Odrediti modul i argument kompleksnog broja
z + 1
z − 1

.

Na�i oblast vrednosti funkcije y =
x2 + x + 1
x2 − x + 1

.3.

Dokazati da se ni za jedan prirodan broj n zbir 1 + 2 + . . . + n4.
ne mo�e zavrxavati nekom od cifara 2,4,7,9.

Koliko najvixe oxtrih uglova mo�e imati konveksan mno-5.
gougao?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.


