
Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

01.03.2003.

Prvi razred – A kategorija

Neka je k prirodan broj. Dokazati da broj 22k−1 + 2k + 1 nije1.
deǉiv sa 7.

U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu2.

2m2 + n2 = 2mn + 3n.

Dokazati da za svako n > 2 postoji n razliqitih prirodnih3.
brojeva, takvih da je zbir ǌihovih kvadrata kvadrat prirodnog
broja.

Neka su ta i tb te�ixne du�i, koje odgovaraju stranicama BC4.
i CA trougla ABC, a P ǌegova povrxina. Dokazati da va�i

ta · tb >
3
2
P.

Kada va�i jednakost?

U ravni su date dve taqke i prava. Konstruisati trougao ABC,5.
kod koga su te dve taqke sredixta stranica BC i CA, a visina
iz temena A pripada datoj pravoj.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

01.03.2003.

Drugi razred – A kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu1. √
x2 + x + 1 + 2

√
x + 3 =

√
6x2 − 2x− 18.

Na koliko naqina tablica m × n mo�e da se popuni brojevima2.
1 i −1, tako da proizvod brojeva u svakoj vrsti bude jednak 1,
a proizvod brojeva u svakoj koloni bude −1?

Dat je krug polupreqnika 1. U ǌegovoj unutraxǌosti ili na3.
granici, izabrano je 8 taqaka. Dokazati da me�u ǌima postoje
dve, qije je rastojaǌe maǌe od 1. Da li tvr�eǌe va�i za 7
taqaka ?

Taqke A,B i C pripadaju jednoj pravoj. Nad AB, BC i AC,4.
kao preqnicima, sa iste strane te prave, konstruisane su tri
polukru�nice. Centar kru�nice k, koja dodiruje svaku od tri
date polukru�nice, nalazi se na rastojaǌu d od prave AC.
Na�i polupreqnik kru�nice k.

Trougao sastavǉen od te�ixnih du�i trougla ABC sliqan je5.
trouglu ABC. Na�i koeficijent sliqnosti.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

01.03.2003.

Tre�i razred – A kategorija

Data je jednaqina x3 − px + q = 0, q 6= 0, koja ima tri realna1.
rexeǌa.
a) Dokazati da je p > 0.
b) Ako je i q > 0, dokazati da za najmaǌi po apsolutnoj vred-

nosti koren ove jednaqine, α, va�i |α| 6 min
(√

p

3
, 3

√
q

2

)
.

U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina2.

√
1 + x1 +

√
1 + x2 + . . . +

√
1 + x100 = 100

√
1 +

1
100

√
1− x1 +

√
1− x2 + . . . +

√
1− x100 = 100

√
1− 1

100
.

Dokazati da se u koordinatnoj ravni ne mo�e nacrtati kon-3.
veksni qetvorougao, kome je jedna dijagonala dva puta du�a od
druge, ugao izme�u dijagonala mu je 45◦, a koordinate svih teme-
na su celi brojevi.

Data je taqka P unutar nekog nekog kruga. Kroz taqku P4.
postavǉamo dve me�usobno normalne tetive. U kom polo�aju
je zbir du�ina tih tetiva najmaǌi, a u kom najve�i i kolike
su te ekstremne vrednosti, ako je polupreqnik kru�nice R, a
rastojaǌe taqke P od centra te kru�nice d (0 < d < R)?

Neka je a = 2003√2003. Xta je ve�e aa..
.a

}
2003 puta

ili 2003?5.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

01.03.2003.

Qetvrti razred – A kategorija

U skupu kompleksnih brojeva rexiti sistem :1.

x4 + 6x2y2 + y4 = 5

x3y + xy3 = 1.

Dokazati da za svaki prirodan broj n va�i2.

(2n + 1)n > (2n)n + (2n− 1)n.

Neka je a1 = a2 = 1 i an+2 = an+1 + an za svako n ∈ N. Dokazati3.
da su za svako k, n ∈ N brojevi kan+2 +an i kan+3 +an+1 uzajamno
prosti.

Neka je n ∈ N i neka je P polinom sa celobrojnim koeficijenti-4.
ma, takav da je 0 < |P (i)| < n za i = 1, . . . , n. Dokazati da polinom
P nema celobrojnu nulu.

Na�i najve�u mogu�u zapreminu pravilne qetvorostrane pi-5.
ramide, boqne ivice 1.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

01.03.2003.

Prvi razred – B kategorija

Neka je n prirodan broj. Dokazati da je broj 8n3−12n2 +6n+631.
slo�en.

Neka je qetvorougao ABCD i tetivni i tangentni. Ako je raz-2.
lika stranica AD i BC jednaka razlici stranica AB i CD,
dokazati da je AC preqnik kruga opisanog oko qetvorougla
ABCD.

Neka su m i n uzajamno prosti prirodni brojevi. Poznato je3.

da se razlomak
3n−m

5n + 2m
mo�e skratiti nekim prirodnim brojem.

Na�i broj kojim se ovaj razlomak mo�e skratiti.

Dokazati da funkcija f : R → R, za koju va�i f(x2)− (f(x))2 >
1
4

4.

za svako x ∈ R nije injektivna
(
tj. postoje x1, x2 ∈ R, x1 6= x2

takvi da f(x1) = f(x2)
)
.

U ravni su data dva skupa paralelnih pravih a1, a2, . . . , a13 i b1,5.
b2, . . . , b7. Prave prvog skupa seku prave drugog skupa. Koliko
je paralelograma odre�eno ovim pravama?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

01.03.2003.

Drugi razred – B kategorija

Dokazati da za svako prirodno n, n > 2 va�i nejednakost :1.

1
n

+
1

n + 1
+ . . . +

1
n2

> 1.

Odrediti sve kompleksne brojeve z za koje va�i |z| = 1
|z|

= |z−1|.2.

Neka jednaqina (a − 1)x2 − (a + 1)x + 2a − 1 = 0, a ∈ R, a 6= 13.
ima rexeǌa x1 i x2. Odrediti vrednost parametra b, tako da
proizvod (x1 − b)(x2 − b) ne zavisi od a.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu4.

3
√

2− x = 1−
√

x− 1.

U pravouglom trouglu ABC taqka D je podno�je visine iz teme-5.
na A na hipotenuzu BC, E je sredixte du�i AD, a F je presek
pravih BE i AC. Ako je BD = 4, CD = 9, na�i du�inu du�i
BF .

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

01.03.2003.

Tre�i razred – B kategorija

Osnovice pravouglog trapeza u koga se mo�e upisati krug su a1.
i b. Izraqunati povrxinu ovog trapeza.

U loptu je upisana piramida, qija je osnova pravougaonik di-2.
jagonale d. Boqne ivice piramide nagnute su prema ravni os-
nove pod uglom β. Na�i polupreqnik lopte.

Na�i sve cele brojeve x, takve da je log2(x
2 − 4x− 1) ceo broj.3.

Dokazati da va�i: sin 20◦ sin 40◦ sin 80◦ =
√

3
8

.4.

Dokazati da za p > 0 va�i nejednakost5.

(2003p)1− 2003p
+(20032p)1− 20032p

+. . .+(20032003p)1− 20032003p
6 2003.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

01.03.2003.

Qetvrti razred – B kategorija

Izraqunati lim
n→∞

(
1 +

1
2

) (
1 +

1
22

) (
1 +

1
24

) (
1 +

1
28

)
. . .

(
1 +

1
22n

)
.1.

Dokazati da funkcija f(x) =
x2 − 1
x2 − 4

, x ∈ R\{−2, 2}, ne uzima2.

vrednosti izme�u
1
4

i 1.

Na�i sve aritmetiqke progresije kod kojih je odnos zbira prvih3.
n qlanova i zbira slede�ih 2n qlanova (n ∈ N) konstanta neza-
visna od n.

Dokazati da jednaqina ax3 + bx2−1 = 0, a, b ∈ R, a > 0 ima taqno4.
jedno pozitivno rexeǌe.

Odrediti visinu vaǉka maksimalne zapremine upisanog u loptu5.
polupreqnika

√
3.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo�iti.


