
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

5. mart 2016.

Prvi razred – A kategorija

1. Neka je operacija ,,�“ na skupu G = {1, 2, 3, . . . , 2016} zadata doǌom tablicom.

� 1 2 3 4 · · · 2016
1 5 5 5 5 · · · 5
2 1 2 5 5 · · · 5
3 4 3 5 5 · · · 5
4 5 5 5 5 · · · 5
...

...
...

...
...

. . .
...

2016 5 5 5 5 · · · 5

(Unutar tablice na svim mestima koja nisu eksplicitno navedena nalazi se broj
5.) Ispitati da li je operacija ,,�“ asocijativna.

2. Dat je oxtrougli 4ABC u kom va�i AB < AC. Taqka D je sredixte stranice
BC, a p je prava simetriqna pravoj AD u odnosu na simetralu ]BAC. Ako je P
podno�je normale iz temena C na pravu p, dokazati jednakost ]APD = ]BAC.

3. Svaka taqka trodimenzionalnog prostora je obojena jednom od dve boje: crvenom
ili plavom. Pritom, ako su tri taqke A, B i C obojene istom bojom i va�i
AB = AC, onda je i sredixte du�i BC obojeno istom tom bojom. Dokazati da
postoji kvadar qija su sva temena obojena istom bojom.

4. Proizvod binomnog koeficijenta
�64
21

�
i nepoznatog neparnog broja iznosi

5∗ 6∗0 ∗8∗ 862 ∗1∗ 7∗7 ∗4∗ 4∗5 12∗ 9∗∗.

Odrediti cifre oznaqene zvezdicom.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

5. mart 2016.

Drugi razred – A kategorija

1. Odrediti broj preslikavaǌa f : {1, 2, 3, 4} × {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4} koja zadovoǉa-
vaju:

• f(x, x) = x za sve x ∈ {1, 2, 3, 4} i
• f(x, f(x, y)) = f(x, y) za sve x ∈ {1, 2, 3, 4}.

2. Na�i sve funkcije f : R→ R takve da va�i

f(x)f(x− y) + f(y)f(x + y) = x2 + f(y)2 za sve x, y ∈ R.

3. Na�i sva rexeǌa (p, a, b, m) jednaqine

p2 + 4a9b = m2,

gde je p prost broj i a, b,m ∈ N0.

4. Dat je 4ABC. Neka je D sredixte du�i BC. Neka je k kru�nica opisana oko
4ABD. Na luku ÷AB kom ne pripada taqka D uoqimo taqku E takvu da va�i
]EDB = ]DAC. Neka normala iz A na AD seqe pravu BC u taqki F . Neka je
G druga preseqna taqka prave FE sa k; izuzetno, ako je FE tangenta na k, tada
definiximo G ≡ E. Dokazati: DG = DB.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

5. mart 2016.

Tre�i razred – A kategorija

1. Dat je 4ABC. Simetrala ]BAC seqe stranicu BC u taqki D. Neka je M sredixte
du�i BD. Uoqimo kru�nicu k koja prolazi kroz taqku A, dodiruje stranicu BC
u taqki D, i seqe du�i AM i AC u taqkama P i Q, redom (P,Q 6≡ A). Dokazati
da su taqke B, P i Q kolinearne.

2. Da li postoji prirodan broj n takav da su n− 2015 i
n

2015
prirodni brojevi koji

imaju taqno 2015 delilaca?

3. U toku je veliki skup n mudraca koji sede za okruglim stolom. Svaki mudrac ili
uvek la�e ili uvek govori istinu. Mesta na kojima mudraci sede su numerisana
od 1 do n poqevxi od nekog mesta i idu�i redom u smeru kazaǉke na satu gledano
odozgo. Novinar, �ele�i da utvrdi koji su mudraci la�ǉivci, ixao je redom oko
stola i intervjuisao mudrace, i za svako k, k = 1, 2, . . . , n, mudrac na k-tom mestu
mu je rekao da su slede�ih k mudraca od ǌega u smeru kazaǉke na satu gledano
odozgo svi la�ǉivci.

a) Za koje vrednosti n je mogu�e da mudraci daju ovaj skup izjava?

b) Za koje vrednosti n (me�u onim vrednostima za koje je ovakav skup izjava
mogu�) novinar i daǉe ne�e biti u staǌu da utvrdi za svakog mudraca da
li je la�ǉivac ili istinoǉubac?

c) Za n = 2016 odrediti na kojim mestima sede mudraci istinoǉupci.

4. Neka je data funkcija f : R→ R koja nije konstantna takva da va�i

f(x)f(x− y) + f(y)f(x + y) = f(x)2 + f(y)2 za sve x, y ∈ R.

Dokazati: f(x + y) = f(x) + f(y) za sve x, y ∈ R.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

5. mart 2016.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Oznaqimo sa A′, B′ i C ′, redom, podno�ja visina iz temena A, B i C u 4ABC. Neka
su IA, IB i IC centri upisanih kru�nica u 4AB′C ′, 4BA′C ′ i 4CA′B′, redom.
Dokazati da je ortocentar 4IAIBIC ujedno i centar upisane kru�nice u 4ABC.

2. Neka su x1, x2, . . . , xn realni brojevi. Poznato je da za svako i, i ∈ {1, . . . , n}, postoji
prirodan broj k takav da va�i xi + xi+1 + · · ·+ xi+k−1 > 0 (gde indekse posmatramo
cikliqno po modulu n). Dokazati: x1 + x2 + · · ·+ xn > 0.

3. Dat je prirodan broj n. Dokazati da za svaki neparan broj x postoji prirodan
broj y takav da va�i yy ≡ x (mod 2n).

4. Ka�emo da se mnogougao M0 u ravni mo�e obmotati sa n kopija ako postoje mno-
gouglovi M1, M2, . . . ,Mn podudarni s mnogouglom M0 takvi da va�i:

1◦ svaka dva mnogougla Mi i Mj, 0 6 i < j 6 n, imaju disjunktne unutraxǌosti;

2◦ svaki od mnogouglova M1, M2, . . . ,Mn ima bar jednu zajedniqku rubnu taqku
s mnogouglom M0;

3◦
Sn

i=0 Mi je mnogougao takav da je strogo u ǌegovoj unutraxǌosti sadr�an
mnogougao M0.

Da li postoji mnogougao kojim se ne mo�e poploqati ravan, a koji se mo�e obmo-
tati sa 8 kopija?

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
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5. mart 2016.

Prvi razred – B kategorija

1. a) Polinom x8 + x4 + 1 predstaviti kao proizvod tri polinoma stepena bar 1.

b) Racionalisati imenilac razlomka
1

1 + 4
√

3 +
√

3
.

2. Posmatrajmo broj

122333 . . . 99 . . . 9| {z }
9 puta

1010 . . . 10| {z }
10 puta

. . . 2020 . . . 20| {z }
20 puta

(dakle, posmatrani broj dobijen je nadovezivaǌem broja 1 zapisanog jednom, broja
2 zapisanog dva puta, broja 3 zapisanog tri puta itd. do broja 20 zapisanog dvade-
set puta). Ispitati da li je posmatrani broj:

a) deǉiv sa 9;

b) deǉiv sa 11;

c) potpun kvadrat;

d) deǉiv sa 16.

3. Da li postoji permutacija (a1, a2, a3, a4, a5) brojeva 1, 2, 3, 4, 5 takva da va�i

(a1 + a2)(a2 + a3)(a3 + a4)(a4 + a5)(a5 + a1) = (a1 + a3)(a3 + a5)(a5 + a2)(a2 + a4)(a4 + a1)?

4. U jednakokrakom 4ABC, AB = BC, taqka M je podno�je visine iz temena B, a
simetrala ]BAC seqe stranicu BC u taqki K. Ako va�i 2BM = AK, odrediti
uglove tog trougla.

5. Dat je konveksan qetvorougao ABCD. Konstruisati pravu koja prolazi kroz teme
A i deli taj qetvorougao na dva dela jednakih povrxina.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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5. mart 2016.

Drugi razred – B kategorija

1. Rexiti nejednaqinu
log2− 1

5 x(x2 − 4x + 4) < 2.

2. Rexiti sistem jednaqina

3x2 + 2xy + 6y2 = 24;

x4 + 4y4 = 64.

3. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je

1 + 2 · 3n + 10n + 19n

potpun kvadrat prirodnog broja.

4. Posmatrajmo sistem jednaqina

y1 + y2 + · · ·+ y1000 = 2016;

yn = x22n

n za n = 1, 2, 3, . . . , 1000.

(Dakle, sistem ima 1001 jednaqinu i ukupno 2000 nepoznatih.) Koliko rexeǌa
(x1, x2, . . . , x1000, y1, y2, . . . , y1000) ima posmatrani sistem u skupu nenegativnih celih
brojeva?

5. Dat je oxtrougli 4ABC. Konstruisati normalu na stranicu AB koja deli 4ABC
na dva dela jednakih povrxina.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
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5. mart 2016.

Tre�i razred – B kategorija

1. Dati su vektori ~a = (−3,−2, 1) i ~b = (1, 1, 3). Odrediti, ako postoji, realan broj
r takav da vektor (1, r,−2) gradi ugao od 60◦ sa vektorom ~a× (~b− ~a).

2. Data je traka 2015 × 1 podeǉena na jediniqne kvadrati�e. Dva igraqa naizme-
niqno upisuju X u proizvoǉan kvadrati�, pod uslovom da on nije ve� popuǌen.
Dobija prvi igraq koji postigne da nakon ǌegovog poteza postoje bar 3 uzastopna
kvadrati�a obele�ena slovom X. Dokazati da prvi igraq ima pobedniqku strate-
giju.

3. Prirodni brojevi a, b i c su takvi da je broj a + b + c prost i va�i

ab + bc + ac | a2 + b2 + c2.

Dokazati: a = b = c = 1.

4. U pravouglom trouglu te�ixne linije koje odgovaraju katetama zaklapaju ugao ϕ

za koji va�i tg ϕ =
3
4
. Na�i uglove tog trougla.

5. Za pozitivne realne brojeve a i b oznaqimo

S(a, b) = min
�

a, b,
1
a

+
1
b

�
.

Na�i najve�u mogu�u vrednost izraza S(a, b) i za koje a i b se ta vrednost dosti�e.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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5. mart 2016.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Dat je polinom
P (x) = 3x5 + ax4 − 35x3 + bx2 + 32x + c

qije su dve nule x1 = 1 i x2 = 2, i va�i x3x4x5 = 2. Na�i koeficijente a, b i c i
preostale nule.

2. Tetkica s Okru�nog takmiqeǌa ponovo pixe po tabli, ovaj put po slede�em
obrascu. Na poqetku je na tabli napisana promenǉiva x. U jednom koraku te-
tkica bira proizvoǉna dva izraza koja postoje na tabli (ukǉuquju�i mogu�nost
da uzme isti izraz dva puta) i na tablu dopisuje ǌihov proizvod. Koliko najmaǌe
koraka je potrebno da bi se na tabli dobio izraz x1025?

3. Prirodan broj n ima slede�u osobinu: za svako k iz intervala 2 6 k 6 m (gde je m
unapred fiksiran prirodan broj) broj kn je potpun k-ti stepen (drugim reqima,
2n je potpun kvadrat, 3n je potpun kub, ..., mn je potpun m-ti stepen). Odrediti
najve�i prirodan broj m za koji postoji takav prirodan broj n.

4. Za koje vrednosti realnih parametara a i b sistem

xyz + z = a;

xyz2 + z = b;

x2 + y2 + z2 = 4

ima jedinstveno rexeǌe u skupu realnih brojeva?

5. Tetraedar ABCD ima du�ine ivica AB = 1 i BD = 2, a ]BAD i ]ABC su pravi.
Sfera dodiruje pǉosni ABD i BCD u taqkama A i C, redom. Na�i polupreqnik
te sfere.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


