MuHuUCTAapCTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IlpymTBo maremaruuapa Cpbuje

NP KABHO TARKMUWYEILE 13 MATEMATUVRKE
YUEHUKA CPEIIHLUX IMIKOJIA

5. mapt 2016.

IlpBu pa3pen — A rareropuja

Heka je omepamuja ,,0“ na ckyny G = {1,2,3,...,2016} 3amara mOmOM TabaUIOM.
o 1 2 3 4 2016
1 |5 5 5 5 5
2 |1 2 5 5 5
3 4 3 5 5 5
4 5 5 5 O 5
2016 |5 5 5 5 .- 5

(YmyTap tabaune HA CBUM MeCTUMa KOja HUCY €KCIUIMLUTHO HAaBEIeHA HaJa3u ce 6poj
5.) Ucnuraru na nu je omepanuja ,,0% acouujaTUBHA.

ITar je omrpoyrau AABC y rkom Basku AB < AC. Tauka D je cpemumire cTpaHuie
BC, a p je mpaBa cumerpuuna npasoj AD y omxuocy uHa cumerpasay £BAC. Axo je P
moAHOkje HopMasie u3 Temena C Ha mpaBy p, nokaszaru jemnakoct L APD = L{BAC.

CBaka Tadka TPOAMMEH3MOHAJHOL IIPOCTOpa je 00ojeHa jemHoM ofn aBe 6oje: MpPBEHOM
uiau mwiaaBoM. Ilpurom, ako cy Tpu tauke A, B u C o6ojeme mctom GOjOM U BasKu
AB = AC, ouga je u cpemumnre aysxxu BC o6ojeno uctom Ttom Gojom. Ilokazartu ma
MIOCTOjU KBAJAP YHrja Cy CBa TeMeHa 000jeHa MCTOM 0OO0joM.

IIpousBox GMHOMHOr KOe(uIUjeHTa (2411) U HETMO3HATOT HEMapHOT Opoja U3HOCU
5% 60 *8% 862 s Lsk 77 x4k 4%5 12% Jsex.

Onpenutu nuppe 03HAUEHE 3BE3AUIIOM.

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pPA3IOKUTH.
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Ilpyru pa3spen — A kareropuja

Onpenutu 6poj npecaurasama f : {1,2,3,4} x {1,2,3,4} — {1,2,3,4} koja 3am0Boma-
Bajy:

o f(zx,x)=xz3acBex € {1,2,3,4} u
o f(z, f(z,y)) = f(z,y) 3a cBe x € {1,2,3,4}.

Hahwu cBe ¢pyurmmje f: R — R TakBe na Baskn

f@)flz—y)+ f)f(@+y) =2+ f(y)® 3a cpe 2,y €R.

Hahu cBa pemema (p,a,b, m) jemnauunue
p2 + 4a9b — 7,7_"27

rae je p upoct 6poj u a,b,m € Ny.

ITar je AABC. Hera je D cpemumre nysku BC. Hera je k Kpy:KHUIA OmUCaHA OKO
AABD. Ha nyky AB rom me npunana Tavka D youmMmo Tauky [/ TakBy Oa Baku
LAEDB = £DAC. Herka mopmana u3z A wa AD ceue npasy BC y mauku F. Heka je
G npyra mpeceuna tauka npase F'E ca k; uzyserno, ako je F'E rtanrenra Ha k, Taga
mepuaumumo G = E. Hoxazatu: DG = DB.

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pPA3IOKUATH.
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Tpehu paspen — A kareropuja

Ilat je AABC. Cumerpana £ BAC ceue crpanuny BC y tauku D. Heka je M cpenumre
nysku BD. YounMo Kpy:kHUIly k KOja mpoJiia3u kpo3 tauky A, nomupyje crpanuny BC
y taukn D, u ceue ny:xu AM u AC y taukama P u @, pemom (P,Q # A). Hokazaru
na cy tauke B, P u () KoiauHeaphe.

Ila nu nmocroju npuponan 6poj n takas mna cy n— 2015 u IpUpoOIHU OPOjeBU KOjuU

n
. 2015
umajy tauno 2015 memummana?

Y TORy je BEJIMKU CKyII N MyIpala KOju cele 3a OKpYrauM ctosioMm. CBakM MyApAall UiIv
YBEK Jajke WM yBek roBopu uctuay. Mecrta Ha KojuMa Myapanu ceme Cy HyMepucaHa
ox 1 mo n movYeBmN O HEKOT MEeCTa U MAYNM penoM y cMepy Ka3aJbKe Ha CATY IJIeIaHO
onosro. HoBunap, skesehu na yTBpan KOju Cy MyIpanu JIAKIBUBIM, UIIA0 j& PEAOM OKO
CTOJIa U MHTEPBjyMUcao Mymnpale, u 3a cBako k, k= 1,2 ..., n, myngpamn Ha k-TOM MecTy
My je perao ma cy ciaenehux k Mmyapamna on mera y cMepy KasaJbKe Ha CATY TJIEIAHO
0JI03TO CBU JIAKJ/LUBIIN.

a) 3a koje BpexHocTH n je Moryhe ma myapanu gajy osaj Ckyn u3jaBa’

b) 3a koje Bpemuoctu n (Meby oHuM BpemHOCTMMA 3a KOje je OBaKaB CKyIl M3jaBa
moryh) HoBuHAD M mame Helie Ouru y cTamy Ja YTBPAMU 34 CBAKOD MyZApana Ia
7 je JMaKBUBAIL WM MCTUHOJBYOAaI?

¢) 3a n=2016 ogpeanTu HA KOJUM MECTUMA CEIEe MYAPAIM MCTUHOJIDYIIIU.

Hera je mara ¢ysrnmja f:R — R kKoja Huje KOHCTAHTHA TaKBa & BarKU

f@)f@—y) + fW)f@+y) = f(@)?+ f(y)® 3a ce 2,y €R.

Ioxazatu: f(z+y) = f(z) + f(y) 3a cee z,y € R.

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pPA3IOKUATH.
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YerBpTHu paspen — A kareropuja

Osnaunmo ca A', B’ u C', penom, momnoxja sucuna usz remena A, Bu C y AABC. Heka
cy Ia, Ip u Ic nentpu ymucammx kpysxauna y AAB'C', ABA'C' u ACA'B’, penowm.
Iokazatu na je oprouentap Alalplc yjenuo u nenrap ynucasne kpyskaume y AABC.

Heka cy 1,22, ..., 2, peanau 6pojesu. [losnaro je ma 3a cBako i, i € {1,...,n}, nocroju
npupomas 6poj k TakaB da BaKU I; +Tip1+ -+ Tigp—1 20 (rne UHIEKCE mocMaTpaMo
[UKJINYHO II0 MOLYJLY n) Hoxrazatu: r1 + o+ -+ x, = 0.

Har je mpupoman 6poj n. lokaszatu ma 3a cBaku HemapaH OpPOj T MOCTOjU TMPUPOTAH
6poj y Takas ma Baxku y¥ = x (mod 2™).

Kaskemo nma ce MHOroyrao .#y y paBHU MOKE 00MOMAMU CG N KONUJG AKO MOCTOje MHO-
royranosu My, Ma, . .., My TOTyTAPHA C MHOTOYTJIOM 4y TAKBU I8 BAKU:
1° cBaka mBa mHOroyrna #; u #;, 0 <i < j < n, uMajy IUCjYHKTHE yHYTDaIlHOCTH;
2° cBaku onx MHOTOYrunosa My, Ma, ..., My nMa 6ap jeqHy 3ajeIHUYKY PYOHY Taduky
C MHOTOYTJIOM Zy;
o n . . .
3° U;_o#; je mHOrOoyrao TakaB ma je CTPOrO y HErOBOj YHYTPAIILOCTH CalpiKaH
MHOTOYTa0 4.

Ila 1y mOCTOjM MHOTOYTao KOjUM Ce He MOyKe IOIJIOYATH PaBaH, a KOjU ce MOxKe 00MO-
Tatu ca 8 xonuja’?

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3anaraka merassHO 00pPA3IOKUTH.
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Ilpeu pa3pen — B kareropuja

a) IMommmom x® + 2* + 1 mpeacTaBuTH Kao MPOM3BOM TPU MOJUHOMA CTemeHa Oap 1.

b) Pammonanucary nmeHnIan pa3ioMKa

1
1+ V/3+V3
Ilocmarpajmo 6poj

122333...99...91010...10...2020...20
S—— ~~ - ~ ~~ -
9 myra 10 oyra 20 nyTa

(makse, mocmarpanu 6poj nobujeH je HamoBe3uBameM 6poja 1 3anucaHor jeqHoM, Gpoja
2 3ammucaHOr IBa IyTa, Opoja 3 3ammcaHor Tpu ImyTa UTA. 10 6poja 20 3anucaxHor nBaIe-
cer nyTa). VcouraTu na v je mocMaTpaHud Opoj:

a
b
c

d

nempuB ca 9;
nemuB ca 11;
MMOTIYH KBaOAPAaT;
nebuB ca 16.

)
)
)
)

Ila mu mocroju mepmyTtamuja (ag, as,as, aq, as) 6pojesa 1,2, 3,4,5 raksa na Bakn

(a1 + 0,2)((12 + ag)(ag + a4)(a4 —+ (l5)(CL5 + CLl) = (a1 +CL3)(CL3 —+ 115)((15 -+ ag)(ag +CL4)((I4 + al)?
Y jemmarkokpakom NABC, AB = BC, tauka M je momHo)kje BucuHe u3 Temena B, a

cumerpana £ BAC ceue crpanuny BC y taukum K. Axo Basku 2BM = AK, onpenutu
YTJIOBE TOT TPOYTJIA.

IlaT je rouBekcan uyerBopoyrao ABCD. Koucrpyucatu npaBy Koja mpoJia3u Kpo3 TeMe
A u menu Taj 4eTBOPOYTao HAa ABA [e/ia je IHAKUX IOBPIIMHA.

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3anaraka merassHO 00pPa3IOKUTH.
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Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. Pemurn Hejennaunny
10g2_%z(m2 —4dr+4) <2
2. Pemuru cucrem jennaunsa
322 + 22y + 6y% = 24;
xt + 4yt = 64.
3. Opnpenutu cBe mpupoaHe OpojeBe N 3a Koje je

14+2-3"4+10"+ 19"

MOTIIYH KBaApaT IPUPOIHOT Opoja.

4. IlocmarpajMo cucreM jemHauyuHa

Y1 +y2 + -+ Y1000 = 2016;
yn =22 3an=1,23,...,1000.
(Hakne, cucrem mva 1001 jemmauwmny u ykynao 2000 memosmartmx.) Kosuko pemema

(lEl, T2y...5yL10005 Y1,Y2, .- 73/1000) Ma IIoCMaTpaHN CUCTEM Y CKYIIY HECHETraTUBHUX HEJINX
OpojeBa?

5.  Iar je omrpoyrau AABC. Koucrpyucaru HopMmauy Ha crpanuny AB koja menu AABC
Ha [Ba JeJa jeIHAKAX MOBPIIUHA.

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3anaraka merassHO 00pPA3IOKUTH.
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Tpehu paspen — B kareropuja

Haru cy Bekropu d = (—3,—-2,1) u b= (1,1,3). Ompenutu, ako mocToju, peajad Gpoj

r Takas ma Bexrop (1,7, —2) rpamu yrao ox 60° ca Bekropom d@ X (b — d).

Hara je Ttpaka 2015 X 1 momemena na jenmuuvne kBanparuhe. /IBa urpauva nHamszme-
HUYHO ynucyjy X y IpPOM3BOJbAH KBaApaTWIl, MO yCJIOBOM ma OH Huje Beh momymeH.
Ilobuja npBU Ur'pad KOjU IMOCTUTHE Ia HAKOH EErOBOI IIOTEe3a IMOCTOoje H6ap 3 y3acTomHa
kBagpaTtuha obenesxena caoBoMm X. Jlokaszatu ma mpBu urpad nMma moOeTHUUKY CTpAaTe-

Tujy.
I[Ipupomau 6pojeBu a, b 1 ¢ cy TakBu Ha je 6poj a + b+ ¢ mpocT u Baku

ab+be + ac | a® +b* + .

Jlogazatu: a =b=c=1.

Y mpaBoyryioM TPOYIUIy TEXKUIIHE JIMHUjEe KOje OAroBapajy KaTeTaMa 3aKJalajy yrao ¢

3a KOju BaKU tgy = 1 Hahwu yrmose Tor Tpoyria.

3a mo3uTuBHE peanHe OpojeBe a M b 03HAUMMO

1 1
b) = min (a,b, = + = ) .
S(a,b) mln(a, 7a+b>

Hahu najseliy moryhy Bpennoct uspasa S(a,b) u 3a koje a u b ce Ta BpeIHOCT TOCTUKE.

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pPA3IOKUTH.
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YerBpTHu paspen — b kareropuja

Har je mosuHOM
P(x) = 32° + az® — 352° 4 ba® + 32z + ¢

ynje cy OBe HyJle 1 = 1 1 To = 2, 1 Baxku 32425 = 2. Hahwu roedumnujenre a, b u c u
nmpeocTaJie HyJe.

Terkumna ¢ OKpy:KHOI TaKMUYEHma IIOHOBO mwuine 1mo Tabiau, oBaj myT mo ciaenehiem
obpacny. Ha mouerky je Ha tabam Hanmucana TPOMEHBUBA X. Y jEOTHOM KOPAKy Te-
TEUIla OUpa IPOU3BOJLHA [Ba U3pa3a Koja mocroje Ha tabau (yrmyuyjyhu moryhuoct
Ia y3Me UCTU U3pa3 ABa IyTa) U Ha Tabily JONUCYje BUXOB Ipou3Bol. Kouuko najMame
KOpaka je moTpebuo ma 6u ce Ha Tabmn mobmo mapas z'02°7

IIpuponan 6poj n uma caenehy ocobuny: 3a cBako k u3 uarepsaaa 2 < k < m (rae je m
yHAIpen QUKCMpaH nIpupoian 6poj) 6poj kn je mornyu k-tu cremed (mpyrum peuuma,
2n je mOTIyH KBaJpaT, 3n je NOTHyH KyO, ..., mn je noTmyH m-tu crened). Onpenuru
Hajsehu mpupoman 6poj m 3a KOju MOCTOjU TakaB IPUPOTAH OPOj n.

3a KOje BPEAHOCTU peaJHuX mapamerapa a u b cucrem
TYz + 2 = a;
xyz? 4+ 2 = b;
2?4y 22 =4
UMa jeIUMHCTBEHO pellele y CKYIy peasHuxX O6pojeBa?
Terpaenap ABCD uma ny:xuse uBuna AB=1u BD =2, a {BAD u {ABC cy npasu.

C¢epa momupyje nmwocau ABD nu BCD y taukama A u C, penom. Hahu momynpeunnk
Te cdepe.

Bpewme 3a pax 240 munyTa.
Pemema 3anaraka merassHO 00pPA3IOKUTH.



